Exercice. Soit n € N*. Montrer que toute matrice de M,,(K) se décompose de maniére unique comme
une somme d’une matrice symétrique et d’une matrice antisymétrique.

Réponse. Soit M € M,,(K). On procéde par analyse-synthése.

e On suppose qu'il existe S € S, (K) et A € A4, (K) telles que
M=S5+A.

Alors
MT =8T4+ AT =5 - A

Donc, en effectuant la demi-somme et la demi-différence des deux équations précédentes, nous
obtenons
M+ MT e M- MT
2 ’ 2 '
Ce qui montre 'unicité d’une telle décomposition.

S:

e Réciproquement on considére

M4+ MT M—MT"

S A=
2 ’ 2

Alors
S+A=M, ST=5 AT =—A.

Ce qui montre 'existence d’une telle décomposition.

Exercice. On considére la matrice

2 -1 2
A= 5 =3 3
-1 0 =2

1. Calculer (A + I3)3.
2. En déduire que la matrice A est inversible et exprimer A~! en fonction des matrices I3, A et A2
3. Soit n € N. Exprimer A" en fonction des matrices I, A et A2.

Réponse.

1. Nous avons

3 -1 2
A+I;=| 5 -2 3
-1 0 -1
Donc
2 -1 1
A+L)?=( 2 -1 1
-2 1 -1
puis
0 0 0
(A+L)*=[0 0 0
00 0

2. Comme Al = I3A, d’aprés la formule du bindome de Newton, nous avons
Opn = (A4 133 =A%+ 342 +3A+ I3

i.e.

A(=A% —3A -31,) = 1I,.
Donc A est inversible et

A7t =A% 34 -3I,.



3. Nous avons A = A+ I3 — I3 avec (A + I5)(—1I3) = (—I3)(A + I3). Donc, d’apreés la formule du

binéme de Newton,

n

An = Z(Z)(A+13)k(—1n)"—’f

=0

= (=D)"L,+n(-1)""Y A+ I3)+ ﬂ%lQ@UW%A+QF+%m+W

= ( ) "("2_1)(1)’1) I+ (n(=1)""" 4+ n(n-1)(-1)") A
+ 7171)( 1)" A2

- o )("‘2)( D"+ (- 2)(—1)r A+ D (g2

2
Exercice. On considére deux matrices A, B € M, (R). Résoudre I’équation d’inconnue X € M,,(R)
X —tr(X)A = B.
Réponse. Soit X € M,,(R) telle que X — tr(X)A = B. Alors, en appliquant la trace nous obtenons
(1 —tr(A)tr(X) = tr(B).

tr(B)

e Sitr(A) # 1 alors tr(X) = T t(4)

puis
tr(B)
X=tr(X)A+B=——F<-A+B.
M)A+ B = At
Il s’agit bien d’une solution de ’équation donc c’est la seule.
e Sitr(A) =1 alors nous obtenons avec I’équation précédente 0 = tr(B).

o Si tr(B) # 0 alors I’équation n’admet pas de solution.

o Sitr(B) =0 alors
X=tr(X)A+B=)XA+B

avec A € R. Réciproquement, pour tous A € R et X = AA + B, nous avons
X —tr(X)A=XA+B - Mr(A)A—tr(B)A=)XA+B - A—-0=B.

Donc 'ensemble des solutions est
RA+ B.



Exercice. Calculer de deux maniéres différentes A™ ot m € Net A =

o O =
O = =
—_ ==

Réponse.

1. On remarque que A = I3+ N avec N = . En particulier I3N = N3, donc, par

o O O
O O =
e R e

formule du binéme de Newton,

Am = Zm: (ZL)N’“

k=0

0 0 1 0 0 0
OrN2=| 0 0 0 |etNF = 0 0 O | pour tout entier k> 3. Donc
0 0 0 0 0 0
m(m—1) m(m+1)
. m(m—1) 1 m m+ 1 m 5
A™ = I3+ mN + 5 N°=10 1 m =10 1 m
0 0 1 0 0 1
2. On remarque que
1 2 3
A2=10 1 2
0 0 1
puis
1 3 6
A*=10 1 3
0 0 1
Autrement dit nous pouvons montrer par récurrence sur m € N que
m(m+1)
| i
A"=10 1 m
0 0 1
e L’initialisation pour m = 0 ou m = 1 est directe.
e On suppose que, pour m € N,
m(m+1
1 m 5 )
A= 0 1 m
0 0 1
Alors
1 14+m 14m4 mt) 1 14+m (nEbme2)
Amtti=1 10 1 1+m =10 1 1+m
0 0 1 0 0 1

Exercice. Soit A € M, (R). Montrer que la matrice A est antisymétrique si et seulement si
VX eR?, XTAX =0.
Réponse. On procéde par double implications.
e On suppose que la matrice A est antisymétrique. Soit X € R™. Alors, comme X7 AX € R,
XTAX = (XTAX)T = XTATX = - XTAX.

Donc XTAX = 0.



e Réciproquement on suppose que
VX eR?, XTAX =o0.
Soient i,j € {1,...,n}. Alors
0= (E; + E;)TA(E; + E;) = E] AE; + E] AE; + E] AE; + E] AE; = 0+ Ay + Aji + 0.

Donc A;; = —A;;. Ainsi A est antisymétrique.

Exercice. On considére la matrice A = ( :))1 ;2 )

1. Calculer A%2 — 3A + 2I,. En déduire que la matrice A est inversible et calculer son inverse a partir
de ce calcul.
2. On considére un entier n > 2. Déterminer le reste de la division euclidienne de X™ par X 2_3X+42.
3. En déduire I'expression de la matrice A™.
Réponse.

1. Nous avons, apreés calculs,
A? —3A+2I,=0,.,

i.e. ) 5
Al —=A+ =I5 ) = I.
( 5 + 5 3) 2
Donc la matrice A est inversible et

1 3 1 4 2
-1_ _ - — [0 = —
A = 2A+213 2(_3 _1).

2. Nous avons, par théoréme de la division euclidienne, Uexistence de @, R € R[X] tels que
X" =(X?-3X+2)Q+R, deg(R)<2.

En particulier R = aX + b avec a,b € R. Donc, en évaluant en 1 et 2 qui sont les racines du
polynéme X2 — 3X + 2,
l=a+0b, 2"=2a-+0b.

Donc

)

Ainsi
R=(2"—1)X +2—2".

3. Nous avons alors

A" = (A? = 3A+20)Q(A) + R(A) =0, + (2" — 1A+ (2 — 2") 5.



Exercice. Soit n € N*.
1. Montrer que, pour tous A, B € M, (K), tr(AB) = tr(BA).
2. Montrer qu'il n’existe pas de matrices A, B € M,,(K) telles que AB — BA = I,,.

Réponse.

1. Soient A, B € M,,(K). Alors

= tr(BA).

2. On suppose par 'absurde qu’il existe A, B € M,,(K) tels que AB — BA = I,,. Alors, par linéarité
de ’application trace et la question précédente,

n = tr(I,) = tr(AB) — tr(BA) =0

ce qui est absurde. Par conséquent il n’existe pas de matrices A, B € M,,(K) telles que AB—BA =
I,.

Exercice. Déterminer une matrice M € M3(K) telle que

1 0 0
M? = 40
01 9
Réponse. Soit M € M3(R) telle que
1 00
M>=|0 4 0
01 9

Il s’agit d’une matrice triangulaire inférieure par blocs, donc nous cherchons M de la forme

a 0 0
M= 0 b O
0 ¢ d
Ainsi
1 0 0 a 0 0 a 0 0
0 4 0 = 0 b O 0 b O
01 9 0 ¢ d 0 ¢ d
a? 0 0
= 0 b> 0
0 bec+ecd d?

Nous pouvons donc choisir a = 1 et b, ¢, d doivent vérifier le systéme
V=4, d*=9, clb+d) =1

Par exemple si b= -2, d =3 et ¢ =1. Donc

1 0 0 100
0 -2 0 =10 4 0
0o 1 3 01 9



Exercice.

1. Montrer que toute matrice de M,,(R) peut s’écrire de maniére unique comme la somme d’une
matrice symétrique et d’'une matrice triangulaire supérieure a coefficients diagonaux nuls.

2. En déduire que toute matrice de M,,(R) peut s’écrire comme la somme d’une matrice symétrique
et d’une matrice nilpotente. Cette décomposition est-elle unique ? (On dit qu'une matrice N €
M, (R) est nilpotente s’il existe p € N tel que NP = 0,,,,.)

Réponse.
1. Soit M € M,,(R). On procéde par analyse-synthése.

e On suppose qu’il existe S, T € M, (R) telles que S soit symétrique, T triangulaire supérieure
a diagonale nulle et M = S+ T. Alors, pour tous ¢,j € {1,...,n}, si i > j alors

mij = Si5 + 0= Sij-

Puis, sii < j
Mij = Sij +lij = =85 +lij = —myi +ti;
ie.
tij = Myj + M.

e Réciproquement on considére les matrices S et T' définies par, pour tout i,j € {1,...,n},

1) . . .
mj; S1 1<)

et
0 si 1>
mi; —my; sl < j.
Ainsi S est symétrie, T' triangulaire supérieure et M = S+ T.

2. Soit M = S+ T € M,(R) décomposée comme précédemment. Alors, pour tous ¢,j € {1,...,n}
tels que i + 1 > 7,

n i—1
[T%],; = ZTikaj = ZTikaj
k=1 k=1

avec, pour tout & < ¢,T;; = 0 et pour tout k > i +1 > 5,T;; = 0. Donc T? est triangulaire
supérieure de diagonale et sur-diagonale nulles. Ainsi, par itérations successives, pour tout m &€
{1,...,n}, la matrice T™ est triangulaire supérieure de diagonale nulle, de sur-diagonale nulle, de
sur-sur-diagonale nulle, jusqu’a sa m — 1-iéme sur-diagonale. En particulier 7" = 0, ,. Donc
T est nilpotente. Par contre la décomposition n’est pas unique car de la méme maniére toute
matrice peut se décomposer en une somme d’une matrice symétrique et d’une matrice triangulaire
inférieure de diagonale nulle. Cette derniére est nilpotente comme précédemment mais n’est pas
égale en général a T.



