
Question de cours. A l’aide d’un polynôme, montrer que, pour tout m,n, p ∈ N,

p∑
k=0
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)
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)
.

Question de cours. Résoudre sur R[X] l’équation P (X2) = (X2 + 1)P .

Exercice. Soit P ∈ K[X].

1. Montrer que P −X | P ◦ P − P .

2. En déduire que P −X | P ◦ P −X.

3. Soit n ∈ N∗. On note P [n] = P ◦ · · · ◦ P le polynôme obtenu par composition n fois du polynôme
P . Montrer que P −X | P [n] −X.

Exercice. On considère les polynômes A = 2X4 +X3 −X2 −X − 1 et B = X3 +X2 +X − 3.

1. Déterminer le quotient Q et le reste R dans la division euclidienne de A par B.

2. Déterminer leur PGCD A ∧B.

3. Déterminer une identité de Bézout entre A et B.
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Question de cours.

1. Soient n ∈ N∗, P ∈ Rn[X] et a ∈ R. Rappeler sans démonstration la formule de Taylor pour les
polynômes.

2. Soit r ∈ N∗. En déduire que les assertions suivantes sont équivalentes.

(a) (X − a)r | P et (X − a)r+1 ne divise pas P .

(b) P (r)(a) ̸= 0 et P (k)(a) = 0 pour tout k ∈ {0, · · · , r − 1}.

3. Déterminer deux réels a et b pour que 1 soit racine double du polynôme P = X5 + aX2 + bX et
factoriser alors ce polynôme dans R[X].

Exercice. Soient A,B ∈ K[X] tels que A2 | B2. Montrer que A | B.

Exercice. On considère la suite de polynômes (Pn)n∈N∗ définie par P1 = X − 2 et

∀n ∈ N∗, Pn+1 = P 2
n − 2.

Calculer les coefficients an, bn et cn de 1, X et X2 dans Pn pour tout n ∈ N∗.
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Question de cours. Soient n ∈ N et a0, · · · , an ∈ R distincts.

1. Soit k ∈ {0, · · · , n}. Montrer qu’il existe un unique Lk ∈ Rn[X] tel que

∀i ∈ {0, · · · , n}, Lk(ai) = δi,k.

2. Soient b0, · · · , bn ∈ R. Montrer qu’il existe un unique polynôme P ∈ Rn[X] tel que

∀i ∈ {0, · · · , n}, P (ai) = bi.

Exprimer P à partir des polynômes Lk, 0 ≤ k ≤ n.

3. Montrer que, pour tout p ∈ {0, · · · , n},

n∑
k=0

apkLk = Xp.

Exercice. Soit P ∈ R[X]. On suppose qu’il existe a ∈ R tel que P (a) > 0 et, pour tout k ∈ N, P (k)(a) ≥
0. Montrer que la fonction polynomiale associée au polynôme P n’admet pas de racine dans [a,+∞[.

Exercice. Soient a ∈ ]0, π[, n ∈ N∗ et P = X2n − 2 cos(a)Xn + 1. Décomposer en facteurs irréductibles
dans C[X] puis dans R[X] le polynôme P .
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