Question de cours. Soient n € N*, E un ensemble a n éléments et P(E) 'ensemble des parties de E.
1. Déterminer le nombre a de couples (4, B) € (P(E))? tels que A C B.
2. Déterminer le nombre b de couples (A, B) € (P(E))? tels que AN B = @.

3. Déterminer le nombre ¢ de triples (A4, B,C) € (P(E))? tels que A, B et C soient deux & deux
disjoints et vérifient AUBUC = E.

Réponse.
1. Nous avons
{(A,B) € (P(E))?, AcCB}= |i| {(A,B) € (P(E))?, AcC B,|B|=k}.
k=0

Donc

a:i (Z)Qk — 3",

k=0
2. Nous avons

{(A,B) € (P(E))?, AnB=@}={(A,B) < (P(E))? AcB}={(A0)e(PE)? AcC}

Donc b = a = 3.
3. Nous avons

{(A,B,C) € (P(E))*>, ANB=ANC=BNC=2,E=AUBUC}
={(A,B,0) € (P(E))®, ANnB=2,C=(AUDB)"}.
Donc ¢ =b=3".

Exercice.

X24+2X +5

1. Donner la décomposition en éléments simples dans R(X) de X2 3x+2

b 42
t*+2t+5
2. En déduire la valeur de I'intégrale / Tt dt pour tous a,b > 2.

o P—3t+2
Réponse.

1. Commencons par effectuer la division euclidienne :
X?+2X +5=X%>-3X+2+5X +3.

Donc

X2+2X+5_1+ 5X +3
X2-3X+2 X2-3X+2

avec X2 —3X +2 = (X —1)(X —2). Donc il existe a,b € R tels que

5X+3  a N b
X2-3X+2 X-1 X-2

Puis en multipliant par X — 1 ou X — 2 et en évaluent en 1 ou 2 nous obtenons

5x1+3
=i —°
ot 5% 243
X
b=—"—""""-13.
2-1
Par conséquent
X*+2X+5 8 L 13
X2 -3X+2 X-1 X-2



2. Nous avons alors

/bt2+2t+5
L 12 —3t+2

dt=b—a—8(In(b—1) —In(a —1)) + 13(In(b — 2) — In(a — 2)).

Exercice. Soit n € N*. On dit qu’un sous-ensemble de {1,--- ,n} est lacunaire s'il est non vide et
ne contient jamais deux entiers consécutifs. On note L, le nombre de sous-ensembles lacunaires de

{1,--- ,n}.
1. Déterminer Ly, Lo, L3 et Ly.
2. Montrer que Ly49 = Ly + Ly, + 1.
3. En déduire une expression explicite de L.
Réponse.

1. Ly =1 car il y a qu'un seul sous-ensemble {1} et il est lacunaire.
Ly=2carilya {1} et {2} comme sous-ensembles lacunaires.

L3 =4carilya {1},{2},{3} et {1,3} comme sous-ensembles lacunaires.

Ly="Tcarilya {1},{2}, {3}, {4},{1,3},{1,4} et {2,4} comme sous-ensembles lacunaires.

2. On note E,, 2 'ensemble des sous-ensembles lacunaires de {1,--- ,n + 2}. Alors
En+2:{A€En+27 n+2€A}I_I{A€En+2, n+2§éA}

avec
{A€E, 12, n+2€A}~E,U{n+2}

car pour choisir un tel sous-ensemble A il faut choisir un sous-ensemble lacunaire dans {1, - -

car n+ 1 ¢ A et il ne faut pas oublier le sous-ensemble {n + 2}, et de fagon directe
{AE E’I'L+27 n+2 ¢A} 2l?n-‘,-l-

Donc
Lypyo = |En+2| = |En| +1+ ‘En+1| = Ln41+ Ln + 1.

3. Nous avons en particulier
Ln+2+1:Ln+1+1+Ln+1

7n}

Donc la suite u = L + 1 est récurrente linéaire d’ordre 2 avec u1 = L1 +1=2 et ug = Ly +1 = 3.

Ainsi, comme pour la suite de Fibonacci, il existe A, € R tels que, pour tout n € N*

i) (52

1++/5 1—-+/5
INERY BB

1+v5) -5\’
s (59 (55

On obtient alors un systéme linéaire d’ordre 2 et nous avons, aprés calculs,

1 1+\/5 n+2 1_\/5 n+2
w597 (59)

En particulier

2:U1




Question de cours. Soient n,p € N* tels que p < n.

1. Déterminer le nombre d’applications strictement croissantes de {1,--- ,p} dans {1,--- ,n}.
2. Déterminer le nombre d’applications croissantes de {1,...,p} dans {1, -+ ,n}.
Réponse.

1. Soit f: {1,---,p} — {1, -+ ,n} strictement croissante. Alors {f(1),---, f(p)} est une partie a
p éléments dans {1,--- ,n}. Ainsi on peut considérer I'application de ’ensemble des applications
strictement croissantes vers I’ensemble des parties p éléments dans {1,--- ,n} qui & une application
f associe I'ensemble {f(1),---, f(p)}. Or cette application est injective et surjective donc bijective.
Ainsi le nombre & déterminer est (7).

2. Soient f une telle application et g : {1,--- ,p} — {1,--- ,n+ p — 1} définie par
9@) = f@) +o—1, z€{l,,p}
Alors Papplication g est bien définie car, pour = € {1,--- , p},
1< flx)+z—-1<n+p-1
et, pour x,y € {1,--- ,p} tels que z < y,
g(@)=flx)+z-1<fly)+z-1<fly)+y—1=g(y).

En particulier I’application g est strictement croissante.

Réciproquement si on considére une application strictement croissante g de {1,--- ,p} dans {1,--- ,n+
p — 1} et application f définie par

Alors, pour z € {1,--- ,p},
f@)=g@)—r+1<nt+p-l-pt+l=n
et, g(x) > x car sinon {g(1), -+ ,g(x)} C {1,---,2 — 1} ce qui est absurde par injectivité de g,
d’out
J@) = gle) —w+1> 1.
De plus, pour z € {1,--- ,p — 1},
flz+1) = flx)=glz+1)—(z+1)+1—gx)+z—-1=g(xz+1)—g(z) —1>0.

Donc f est croissante.

Par conséquent nous avons une bijection entre les applications croissantes de {1,---,p} dans
{1,-+-,n} et les applications strictement croissantes de {1,--- ,p} dans {1,--- ,n+p — 1}. Donc,
d’aprés la question précédentes, le nombre a déterminer est (""'5 _1).

4
Exercice. Donner la décomposition en éléments simples dans C(X) de m

Réponse. Nous avons (X2 4+ 1)? = (X —4)?(X +14)?. Donc il existe a, b, c,d € C tels que

4 _a n b n c n d
(X2—|—1)27X—z' (X -2 X+i (X+49)?%

Or, en multipliant par (X — )% ou (X +14)? et en évaluant en i ou —i, nous avons

Donc



Ainsi, en dérivant et en évaluant en i ou —1,

8 ; —i—
v ‘(z—l—‘z):_i7 :_8( i ‘z)_l
G+ (—i—
Par conséquent
4 ) 1 7 1

XPr1? - X—i (X—i? Xti (X1
1
Exercice. Montrer qu'’il n’existe pas de fraction rationnelle F' € C(X) telle que F' = < On pourra

raisonner par ’absurde et étudier le multiplicité de 0 en tant que pole de F”.

P P
Réponse. On suppose par I'absurde qu’il existe 0 € C(X) avec PAQ =1 tel que F = o Alors

I PQ-QP
X Q
i.e.
Q> = X(P'Q - PQ').

Donc 0 est racine de @ de multiplicité o € N*. En particulier 0 est racine de Q? de multiplicité au moins
2a. De plus 0 est racine de Q' de multiplicité oz — 1 et n’est pas racine de P car P A Q = 1. Ainsi 0 est
racine de P'Q — PQ’ et est exactement de multiplicité oo — 1 car, par formule de Leibniz,

(P'Q — PQ) " D(0)=0
et
(P'Q — PQ")™(0) = —P(0)Q"V(0) # 0.

Ainsi 0 est racine de X (P'Q — PQ’) de multiplicité o ce qui contredit le fait que Q*? = X(P'Q — PQ’)
et que 0 est racine de Q? de multiplicité au moins 2o > o — 1.



Question de cours. Déterminer |A U B| pour A, B € P(E) et E un ensemble.

Réponse. Nous avons
|AU B| = |A| + |B| — |[AN B].

En effet
AUB=[A\(ANnB)]U[B\(ANB)]U[AN B].

Donc
|[AUB| =|A|—|ANB|+|B|—|ANB|+ |ANB| =|A|+|B| - |AN B].

Question de cours. Enoncer la formule de Pascal. La démontrer par dénombrement.

Réponse. Soient n € N* et k € {1,--- ,n}. Alors

n\ (n-—1 n n—1

k) k k—1)
Soient = € {1,--- ,n} et E I'ensemble des parties & k éléments dans {1,--- ,n}. Alors |E| = (}) et

E={AePE), z¢A|Al=k}U{AeP(E), zecAlA =k}
={AeP(E\{z}), |Al=ktu{{B,a}, BeP(E\{z}), |Bl=Fk-1}
n n—1 n—1
(o) =1m= (" )+ ()
1

(X —1)3(X +1)3°

Donc

Exercice. On considére la fraction rationnelle F' =

P, P_ P,
1. On note F = X _11)3 + X +11)3. Quelle relation existe entre la partie polaire 7()( _11)3 de F
P_
en 1 et celle m en —17

2. Déterminer la décomposition en éléments simples de la fraction F'.

3. En déduire une relation de Bézout entre (X + 1) et (X — 1)3.
Réponse.

1. Nous avons F(—X) = F(X) et

Pi(-X)  P.y(-X)

FEO ="y - -

Ainsi, par unicité des parties polaires,

P =—-P_(-X).

2. Nous avons

a b c d e f

X1 (X1 X1 X1 X1 (X+1)p

avec a,b,c € R et
Pi=a(X-1°+bX-1)4¢, Pi=dX+1)>+e(X+1)+ .
Or, d’aprés la question précédente,
Po=-P (-X)=—d(-X+1)? —e(-X+1) - f=—dX —1)*+e(X —1)— f.

Donc



et
o a n b n c _a n b _ c
X -1 (X—-1)2 0 (X133 X411 (X+1)2 (X +1)3

En multipliant par (X — 1)3 et en évaluant en 1 nous obtenons

Puis en dérivant

1 P, f
—— =a(X -1 4+bX -1 — (X —1)3
g~ X TR ) et e (X )
et en évaluant en 1 nous obtenons 1 5

Enfin en re dérivant et en évaluant en 1 nous obtenons

(k) =) 04

ie. a= 16 Par conséquent

s tr 3 tr 1 1 3 1 8 1 1 1
C6X -1 16(X—-1)2 8(X—-1® 16X+1 16(X+1)2 8(X+1)3

3. Nous avons alors en multipliant par (X — 1)3(X + 1)3:

1_(X+1)3(12%(X1)2136(X1)+;)+(X1)3 (136()(1)25’6()(1);).

Exercice. On trace dans un plan n droites qui ne peuvent pas étre paralléles et qui ne peuvent pas étre
concourantes. Combien forme-t-on ainsi de triangles ?

Réponse. On note t,, le nombre de triangle formés. En particulier ¢y = t; =t = 0. On suppose n > 3.
On note {dy, - ,d,} les droites ainsi formées et {11, --,T}, } les triangles ainsi formés. Alors pour
chaque T; on peut lui associé trois droites parmi les {d1, - ,d,} qui représentent ses cotés. Réciproque-
ment & trois droites on peut associer I'unique triangle entre ces trois droites car elles ne sont ni paralléles

ni concourantes. Par conséquent nous avons une bijection et ¢, = (g)



