Question de cours. Enoncer le développement limité de la fonction z — (1 + x)® a 'ordre 3 en 0.

Réponse. Nous avons, pour tout n € N, (1 + z)* o > ieo (B)a* +o(z™) avec ({) = W

Donc, pour n = 3, nous obtenons

(1+a)* = (g) + (T)w—i— (g>x2+ (g)x3+0(x3) =1+az+ a(a2_ g2 ola 1g(a —2) +o(z%).

Question de cours. Déterminer le développement limité a ’ordre 5 en 0 de la fonction tan par équation
différentielle.

Réponse. La fonction tan est de classe C* sur [—1, 1] donc admet un développement limité & 'ordre 5
en 0. Or la fonction tan est impaire donc son développement limité est de la forme

tan(z) =, 0+ ba® + cx® + o(x®).

r—r

Or tan’ = 1 + tan? avec tan’ également de classe C°° sur [—1,1], donc son développement limité est
donné par la dérivée du développement de tan :

tan’(z) = a+ 3bx? + 5ext + o(xh).
0

r—r
Ainsi
a+3bz? 4+ 5cxt +o(zt) = 14 (ax +bx® + cx® + o(z®))?
1+ a%z? + 2aba™ + o(z?).
L ’ e 1 2ab 2 .
Donc, par unicité d’un développement limité, a = 1,b = 3 et c= T Par conséquent
3 22° 5
t = — 4+
an(m)m + 3 + T5 + o(x”)

Exercice. On considére F = RI=11[ et les vecteurs fi, fa, f3 et fu de E définis par

veel- L1, () =L, fa@) = VIS ala, fale) = ———, fale) = =

-z 1—-2z

Quel est le rang de la famille (fy, f2, f3, f4) ?

Réponse. Nous avons, pour tout x € | — 1, 1],

Vit+z Vit+a/I+z 14z . .
fl(x)i\/1—x7\/1—m\/1+337\/1—3;27f3()+f4()

et de méme 1
fole) =~ = fo(a) — fula).

Donc

Vect(f1, fa, f3, fa) = Vect(fs, f3).

En particulier

rg(f1, f2, f3, fa) = dim(Vect(f1, f2, f3, fa4)) = dim(Vect(fs, f1)) = 2

car la famille (f3, fg) est libre car les deux vecteurs sont non colinéaires.

Exercice. On considére E = RN Pespace vectoriel des suites réels et F' le sous-espace des suites u € E
telles qu’il existe a, 5 € R tels que

VneN, Upto = Qupy1 + Puy.
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de FE.

2. On consideére ag,a1,bp,b1 € R tels que aghy # a1bg et les suites (ap)nen, (bn)neny € F de premiers
termes respectifs (ag,a1) et (bg,b1). Montrer que le couple ((ay)nen, (bn)nen) forme une base de
F. En déduire dim(F).



3. (a) Soit r € R. Déterminer une équation nécessaire et suffisante (1) sur r pour que (r"),en € F.
(b) On suppose qu cette équation (1) admet deux racines réelles distinctes r; et ro. Montrer
que les suites (17 )nen €t (rf)nen forment une base de F. Comment déterminer I’expression
générale de u € F en fonction de ry et ro 7
(¢) On suppose que cette équation (1) admet une racine réelle double r. Montrer que les suites
(r™)nen et (nr™),en forment une base de F.
(d) On suppose que cette équation (1) admet deux racines complexes conjuguées non réelles pe’
et pe~*?. Montrer que les suites (p" cos(nf))nen et (p" sin(nd)),en forment une base de F.
Réponse.
1. On vérifie que F est stable par combinaison linéaire et 0 € F'.
2. Soit uw € F. On cherche A\, u € R tels que
up = Aag + pbo
ur = a1 + pub
i.e. en effectuant les opérations a;(1) — ag(2) et by(1) — by(2)
aiug — aouy = Malbo — ,uaobl
b1U0 - bo’LLl = )\aobl - /\a1b0
i.e. comme a1bg # agby
o b1U0 — b0u1 o aj1ug — a0b1
o a0b1 - 0,11)07 o a1b0 - aobl ’
Puis, par récurrence double, nous obtenons u = Aa + pub. Nous avons également montré que le
couple (A, ) était unique. Donc il s’agit d’une base puis dim(F') = 2.
3. (a) On suppose que (r"),en € F. En particulier, pour n = 0 dans l’équation de récurrence,

r?2 = ar + 3. Donc r vérifie I'équation du second degré (1) 22 — ax — 8 = 0. Réciproquement

si r vérifie (1) alors (r")pen € F.

(b) Nous avons (r7)nen, (15 )nen € F d’aprés la question précédente. Il s’agit d’une famille libre
car non colinéaires car r1 # 79 et composée de 2 = dim(F’) vecteurs de F. Par conséquent il
s’agit d’une base de F'. Pour déterminer 'expression de u € F' il faut et il suffit de résoudre
le systéme donnée par les rangs n =0 et n = 1.

(¢) Nous avons (1")pen € F' comme précédemment. Comme r est racine double, 7 est également

. « .
racine du polynoéme dérivé 2X — o, d’ou r = 7" Puis, pour tout n € N,

(n+2)r" ™2 —a(mn+ )r"™ — pnr™ = r"((n+2)r* —a(n+ 1)r — Bn)
= 7"(n(r? —ar — B) +r(2r — a))
= 0.

Donc (nr")pen € F. 1l s’agit d’une famille libre car non colinéaires et composée de 2 = dim(F')

vecteurs de F. Par conséquent il s’agit d’une base.

(d) D’aprés ce qui précéde, la famille ((p"e™?),en, (p"e™™),cn) est une base du C-espace vec-
toriel Fr composée des mémes suites mais avec deux premiers termes complexes. Donc

1 3 1 —1in
(p™ cos(nb))nen = i(Pneme)neN + 5(/0”6 Npen € FcNRY = F

et
. 1 1.
(p" sin(nf))pen = Z(p”eme)neN - Z(p"e ndy en€ FeNRY =F.

1l s’agit d’une famille libre car non colinéaires et composée de 2 = dim(F') vecteurs de F. Par
conséquent il s’agit d’une base.



Question de cours. Enoncer la formule de Stirling.

n n
Réponse. Nous avons n! ~ 2mn (7) .
n—-+oo e

Question de cours. Déterminer le développement limité a 'ordre 5 en 0 de la fonction tan par appli-

cation réciproque.

Réponse. La fonction tan est impaire donc on sait que son développement limité est de la forme

tan(z) = ax + bx3 + ca® + o(2®). En particulier tan(z) — 0. Or
z—0 x—0

3 5

I 5
arctan(y) el Al + 5 + o(y°).
Donc
x = arctan(tan(x))
B tan(z)®  tan(z)® 5
= tan(z) — 3 z + o(tan(z)”)
1 - 1
=  azx+br®+ca® — g(ax + bz + ca®) + g(ax + b2® + cz®)® + o((ax + bx® + ca®))
3 5
= ar+ <b (13) 3+ <ca2b+ (15) 25 + o(z®).

. e . . 1 ,, a1 1
Ainsi, par unicité d’un développement limité, a = 1 puis b = 3 et ¢ = a®b — T3 ET 1
conséquent

3 220 5
t = 4
an(x)T +3+15 + o(z°)

Exercice. On considére n € N, A € K,,[X]\{0} et ' ={P € K,,[X], 4| P}.
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de K,,[X].
2. Déterminer un supplémentaire de F' dans K, [X].
3. En déduire sa dimension.

Réponse.

1. Nous avons A | 0 car 0 = A x 0, d’ou 0 € F. Maintenant pour A € K et Py, P, € F nous avons
Pexistence de By, Ba € K, [X] tels que Py = AB; et P, = ABs. Ainsi AP} + P, = A(AB; + Bs),

d’ou A | APy + P puis APy + P,. Par conséquent F est un sous-espace vectoriel de K,,[X].

2. Soit B € K, [X]. On effectue la division euclidienne de B par A : il existe @, R € K[X] tels que

B=AQ + R, deg(R) < deg(A).
Donc, en notant p = deg(A), nous avons

B=AQ+ReF +K, 1]X].

Soit P € FNK,_1[X]. Alors il existe Q@ € K,[X] tel que P = AQ. Donc p — 1 > deg(P) =
deg(A) + deg(Q) = p + deg(Q), d'ou deg(Q) < —1ie. Q =0, dou P = 0. Donc F et K,_;[X]

sont en somme directe. Par conséquent K,_1[X] est un supplémentaire de F' dans K, [X].
3. Nous avons donc
n+ 1 =dim(K,[X]) = dim(F) + dim(K,—1[X]) = dim(F) + p
ie. dim(F)=n+1—p.

Exercice. On considére un espace vectoriel réel £ de dimension finie n € N*.

1. Soient H et H’ deux sous-espaces vectoriels de E de dimension n — 1. Montrer que H et H’

possédent un sous-espace vectoriel supplémentaire commun.



2. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de F tels que dim(F) = dim(G). Montrer que F et G
possédent un sous-espace vectoriel supplémentaire commun.

3. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que dim(F') < dim(G). Montrer qu'il existe
Sr supplémentaire de F' dans E et Sg supplémentaire de G dans E tels que Sg C Sk.

Réponse.

1. Si H = H' alors n’importe quel supplémentaire de H convient. Sinon H ¢ H' et comme dim(H) =
dim(H’), H ¢ H. Donc il existe z € H et ' € H’' tels que x ¢ H' et ' ¢ H. Par conséquent
x+a' ¢ Hetx+a2' ¢ H. Donc Vect(z + ') est un supplémentaire commun a H et H' par
argument de dimension.

2. On procéde par récurrence décroissante sur m = dim(F) = dim(G) € {0, ...,n}.

e Sim =n alors {Og} est un supplémentaire commune & F'= E et G = E.
e Sim =n — 1 alors la question précédente conclut.

e Si l'on suppose le résultat vrai au rang m € {1,...,n}. Solent F et G deux sous-espaces
vectoriels de dimension m — 1. Si F' = G alors n’importe quel sous-espace supplémentaire de
F convient. Sinon, comme précédemment, il existe z € F et 2’ € G tels que z ¢ G et 2’ ¢ F.
Ainsiz + 2’ ¢ F et x +2' ¢ G. Donc Vect(z + 2’) est en somme directe avec F' et avec G.
Ainsi F @ Vect(z + z') et G @ Vect(z + z') sont de dimension m — 14+ 1 = m. Donc, par
hypothése de récurrence, ils admettent un supplémentaire commun S dans E. Par conséquent
Vect(z 4+ 2') @ S est un supplémentaire commun & F et G dans E.

Le théoréme de récurrence permet de conclure.

3. Soit F’ sous-espace vectoriel de E contenant F' tel que dim(F’) = dim(G). Alors, d’aprés la question
précédente, F’ et G admettent un supplémentaire commune Sg. On considére maintenant S’ un
supplémentaire de F dans F' et Sp = S’ & Sg. Alors

EZF’@SG:FEBS/@SG:F@SF.

Donc Sg est un supplémentaire de F' dans F et Sg C Sg.



Question de cours. Enoncer la formule de Taylor-Young.

Réponse. Soit f : I — R et a € I. On suppose que f est de classe C"™ sur I. Alors f admet un
développement limité & 'ordre n en a donné par

o eh) (g
r) = S o -0,
k=0 ’

Question de cours. Déterminer le développement limité a 'ordre 5 en 0 de la fonction tan par quotient.

. sin
Réponse. Nous avons tan = — avec
cos

3 5 2 .4
sin(z) Tt % + 13:70 +o(x°), cos(w) o 1- % + ;71 + o(x°).

Or nous avons également T = 1+y+y?+y°+o(y®). Donc
PPN

_ 14 (f_21+o(x5)) + (f—i+o(x5>>2+( )3+0<<g§_§1+0@5))3>

24 4
= 1+;+%+0(x5)
Ainsi
tan(z) = 22,((3 = ( - % + % + o(a:5)) ( + %2 + % + o(a:5)>
= x+(2—é> 3+(254—112+1;O):c5+o(x5)
= $+%3+%$5+0(x5)
= $+%3+2Ta§+0(x5).

Exercice. Soie E = R 'espace vectoriel des applications de R dans R. On considére F' la partie E

définie par
F ={P x cos+Q x sin, (P,Q) € (R,[X])?}.

Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F et déterminer sa dimension.

Réponse. Nous pouvons vérifier les différentes propriétés dans la caractérisation des sous-espaces vec-
toriels ou écrire que F' = ¢((R,,[X])?) avec

#(P,Q) = P x cos+Qsin, (P,Q) € (R,[X])?

qui définit une application linéaire de (R,[X])? dans E car pour tout A\ € R et (P, Q1), (P, Q2) €
(Rn [X])27

AN(Pr, Q1) + (P2,Q2)) = (AP + P2) x cos +(AQ1 + Q2) x sin = X\p(P1, Q1) + (P2, Q2).
Maintenant déterminons une base du sous-espace F'. On considére les familles (fi)o<r<n €t (9k)o<k<n

définies par
Vk € {0,...,n}, fr=X"xcos, gpr=X"xsin.



Il s’agit bien de familles de F. Soit f € F. Alors il existe P = Y ;_ ap X" et Q = >, beX* dans
R, [X] tels que

f =P xcos+Q X sin = Zaka X cos—l—szXé = Zakfk +Zbgge.
k=0 £=0 k=0 £=0

Donc la famille ((fx)o<k<n; (gk)o<k<n) engendre F. Il ne reste plus qu’a montrer qu’il s’agit d’une famille
libre. Soient (Ax)o<k<n €t (ie)o<r<n dans R™ ! tels que

n n
0="> S = tege:
k=0 £=0
Donc, pour tout z € R,

0= (Z )\kg[;k> cos(z) + (Z M€$e> sin(x).
k=0 £=0

Ainsi tous les ¢, ¢ € Z sont racines du polynome > ;'_; A X k. Donc ce polynome est nul puis Ay = 0
™
pour tout k € {0,...,n}. De méme tous les 5 + km,k € 7Z sont des racines du polynome E?:o e X,

d’ott, de méme, py = 0 pour tout £ € {0,...,n}. Par conséquent la famille est libre puis est une base de
F, dou dim(F) =2(n+1) =2n+2.

Exercice. On souhaite montrer par récurrence sur n € N la propriété suivante : "Pour tout espace
vectoriel réel I de dimension n, pour tous sous-espaces F1, ..., F, de E tels que E = U?:l Fj, il existe
je{l,..,p} tel que F; = E.".

1. Initialiser la récurrence.

2. On suppose la propriété vraie au rang n — 1 avec n € N*. On considére E espace vectoriel réel de
dimension n et Fi, ..., I}, des sous-espaces vectoriels de F tels que F = U§=1 F;.

(a) Soit H un sous-espace de E de dimension n — 1. Que dire de la réunion des sous-espaces
vectoriels F; N H,1<j<p?

(b) Montrer que si n > 2 alors F admet un nombre infini de sous-espaces vectoriels de dimension
n— 1.

(¢) Conclure I’hérédite.
Réponse.
1. Sin =0 alors E = {0} et F; = {0} = E pour tout j € {0,...,p}.

2. (a) Nous avons
P p
UEnH)={JF |nH=ENH=H.
j=1

j=1

(b) On considére un sous-espace F' de dimension n — 2 > 0 et un supplémentaire S de F' dans E.
Soient z,y € S\{Og} tels que F' & Vect(x) = F @ Vect(y). Donc x = z 4+ Ay avec z € F et
AeR douz=x—Aye€ FNS ={0g} puis = et y sont colinéaires. Par contraposée si x et
y ne sont pas colinéaires alors F & Vect(x) et F @ Vect(y) sont deux sous-espaces vectoriels
distincts de dimension n — 1. Or il existe un nombre infini de vecteurs non colinéaires dans S
(il suffit de fixer une base (e1,e2) de S et de considérer les vecteurs (1 — t)ey + tea pour tout
t € [0,1]), donc il existe un nombre infini de sous-espaces vectoriels de dimension n — 1.

(c) Par hypothése de récurrence il existe j € {1,...,p} tel que F; N H = H. En particulier
H C Fj. On suppose par I’absurde que pour tout j € {1,...,p}, F; # E. Alors, par argument
de dimension, pour tout sous-espace H de dimension n — 1 dans F, il existe j € {1,...,p} tel
que H = F};. Donc E admet p sous-espaces vectoriels de dimension n — 1 ce qui est absurde
si n > 2. Par conséquent il existe j € {1,...,p} tel que F; = E si n > 2. Maintenant sin =1
alors les sous-espaces F}; sont de dimension 0 ou 1 et ne peuvent pas étre tous de dimension
0 donc il existe j € {1,...,p} tel que F' = E.



