a lordre n € N.

Question de cours. Enoncer le développement limité de la fonction T 5
x

Réponse. Pour tout m € N, nous avons

m

Z(_l)kx%’c + O(x2m).

k=0

1 —
1422 =0

Donc, pour tout n € N, si n = 2m est pair alors le développement limité a ’ordre n est le précédent et

si n = 2m + 1 est impair alors il devient

m

= Z(—l)kxzk + o(x?™ ) = zm:(fl)km% + o(z™).

k=0 k=0

Question de cours. Soient zg € R et u € RN la suite définie par uy = x¢ et
Yn €N, wu,y1 = arctan(uy,).

1. (a) Montrer que la suite u est monotone et déterminer, en fonction de z, son sens de variation.

(b) Montrer que la suite u converge et déterminer sa limite.
2. Déterminer I'ensemble des fonctions h € C(R,R) telles que

h = h oarctan.

Réponse.

1. (a) On considére la fonction g définie par
Ve eR, g¢g(x)=ax— arctan(z).
Donc la fonction g est dérivable et

VreR, g¢(z)=1—— A
x r)=1-——=—— .
» 9 1+22 1422~

Donc la fonction g est croissante sur R. En particulier

Ve € Ry, x—arctan(zr) =g(x) > g(0)=0

ie.
Ve € Ry, x > arctan(z).

Donc si up € Ry alors, par récurrence immédiate, nous obtenons que u, € Ry pour tout
n €N, d’on
Yn €N, wu,y1 = arctan(uy,) < uy,

autrement dit la suite u est décroissante. De méme
Ve eR_, x—arctan(z) =g(z) <g(0)=0

ie.
Ve € Ry, > arctan(z).

Donc si ug € R4 alors, par récurrence immédiate, nous obtenons que u,, € R_ pour tout
n € N, d'oil
Vn €N, upi1 = arctan(uy) >y,

autrement dit la suite u est croissante. Dans les deux cas nous obtenons une suite monotone.

(b) Si g > 0 alors la suite u est décroissante et minorée par 0. SI zp < 0 alors la suite u est
croissante et majorée par 0. Donc, d’aprés le théoréme de la limite monotone, la suite u est
convergente vers £ € R. Or la fonction arctan est continue en 0, d’otu, par passage a la limite
dans un4+1 = arctan(uy,), nous obtenons ¢ = arctan(f) i.e. g(¢) = 0. Or la fonction g est
strictement croissante sur R car ¢'(z) = 0 seulement pour z = 0. Par conséquent la fonction
g est injective, d’ou ¢ = 0.



2. On procéde par analyse-synthése.

e On conisdére h € C(R,R) telle que h = h o arctan. Soient zo € R et u la suite précédente.

Alors
Yn €N, h(up+1) = h(arctan(uy,)) = h(uy).

Donc la suite h o u est constante égale & h(zg). De plus, par continuité et limite,

h(un) — h(0).

n——4oo

Par conséquent h(xg) = h(0) ce qui montre que la fonciton h est constante.

e Réciproquement les fonctions constantes vérifient bien 1’égalité fonctionnelle souhaitée.

Par conséquent ’ensemble de telles fonctions est I’ensemble des fonctions constantes.

Exercice. Déterminer le développement limité en 0 a 'ordre 3 de la fonction x — alc—sm((x§
— cos(z
Réponse. Nous avons
() = & -1 oat)
z —sin(z) = =~ 55 tol@
et ) .
_ oz 5
1 — cos(z) o9 o + o(z”)
Donc
a2 G
x—sin(z) FfﬁoJrO(I )
1 —cos(z) az—0 22 gzt
LT 5
2“1 to@)
3
x x 4
_ 3 g oW
2
1- 2y o(x?)

11
= T4 (ar— )t o)
37\36 60
3
_ T 3
= 3+90+0(:z:)

Exercice. On considére les équations d’inconnue = € R’ et de parameétre n € N :
(Ep) : x + In(x) = n.
1. Montrer que, pour n € N, ’équation (E,) admet une unique solution que ’on note z,,.
2. Montrer que la suite x ainsi construite diverge vers +oo.
3. Déterminer un équivalent de la suite x.

4. Déterminer le développement asymptotique de la suite x & la précision o(1)

In(n
5. En déduire le développement asymptotique de la suite = & la précision o ( ( )>
n
Réponse.

1. On considére la fonction f définie par

Ve e RY, f(z)=z+In(z).



Alors la fonction f est dérivable sur RY et
x / 1
Vo € RY, f(x):1+5>0.

Donc la fonction f est strictement croissante et en particulier injective. De plus

— — — .

fx) ) %, f(z) el “+o0

Donc, par théoréme des valeurs intermédiaires, pour tout n € N, il existe un unique z, € R} tel
que n = f(xn) =2Zn+ ln(mn)

. Comme la fonction f est strictement croissante, la suite x est strictement croissante également.
En effet, pour n € N, si 2, > 2p41 alors n = f(z,) > f(2n41) = n+ 1 ce qui est absurde. Par
conséquent, d’aprés le théoréme de la limite monotone, soit la suite x diverge vers +oo, soit la
suite x est convergente. On suppose que la suite x converge vers £ € R’ . Alors, par continuité, la
suite (., + In(x,))nen converge vers £ + In(¢) ce qui est absurde car cette suite est égale a la suite
(n)nen qui diverge. Donc la suite x diverge vers +o00.

. Nous avons, par croissance comparée,

B B In(z,,) B
n=x,+In(z,) =z, (1 + . > T zn(1+ 0(1)).
Donc z, ~ n.
n—r+00
. Nous avons
T, =n —In(z,) = In(n+o(n)) =n—In(n) —In(1 +o(1)) =n —In(n) + o(1).

. Par conséquent

Tn = M= In(n — In(n) + o(1))

= n—In(n) —In (1— n(n) +o 1))
n
(




Question de cours. Enoncer la formule de Stirling.

Réponse. Nous avons

Question de cours.

1. On considére deux suites réelles u et v telles que v non nulle & partir d’un certain rang et u,, ~
n—-+oo
v,. Montrer que u et v sont de méme signe & partir d’un certain rang.

2. Déterminer le signe, au voisinage de +o00, de la suite u définie par
1 1
vn € N*,  wu, =sh (> — tan () )
n n

1. Comme la suite v est non nulle & partir d’un certain rang Ny, nous avons

Réponse.

(7
- — 1
Un, n—-+4+oo

Donc il existe N > Ny tel que

Unp
< =<
=9, =

Vn > N,

DN =
N W

En particulier la suite — est positive a partir du rang IV, d’ou u et v sont de méme signe a partir
v
de ce rang.

2. Nous avons

1
- — 0,
n n—-+oo
3
sh(x) = T+ =+ o(z?),
z—0
) = at D o)
an(x So Trgtol
Donc
1 1 1
U S T3 7O <n> = g (Lol
Ainsi u, ~ ———= dont la deuxiéme suite est non nulle en tout rang et négative. Donc, d’aprés

n——+00 6n3
ce qui préceéde, la suite u est négative a partir d’un certain rang.

Exercice. On considére une suite réelle u décroissante telle que

1
Up + Upt1 ~  —.
n—+oco n

Déterminer un équivalent simple de la suite .

Réponse. Soit € € R’ . D’aprés I’équivalent, il existe N € N tel que

€ 1 €
VnZN, 7*§un+un+1**§*-
n n-_n
En particulier, comme la suite u est décroissante,
€ 1 1 1 1 €
VNZN—FI, —*Su7l+un+1—7§21ln—*, 2un_7§un—1+un_*§*-
n n n n n-n
1
Dot u ~ .
" n——+oo 2’)7,



Exercice. On considére les équations d’inconnue z € R, et de paramétre n € N* :
(En) 2" +x=1.
1. Montrer que, pour n € N*, ’équation (E,) admet une unique solution que l’on note x,, € R.
2. Montrer que la suite x ainsi construite converge vers 1.
3. Le but du reste de cet exercice est de déterminer le développement asymptotique de la suite x avec

. (ln(n)>
une précision en o [ ——= |.
n

(a) Montrer que, pour tout n suffisamment grand,

In(n) << 2ln(n)'
2n ~ - n

On pourra considérer, pour n € N*| la fonction g, suivante et I’appliquer aux différents termes
présents.

vy € 10,1, gn(y) = nn(l —y) — In(y).
(b) En déduire un équivalent de la suite (In(z?)),en--

(¢) Conclure.
Réponse.
1. On considére, pour n € N*, la fonction g,, définie par
VeeRy, folz)=2"+=.
Alors la fonction f, est dérivable sur Ry et
Ve e Ry, fl(z)=naz""'4+1>0.

Donc la fonction f,, est strictement croissante en particulier injective. De plus f,(0) = 0 et
fn(1) = 2. Donc, par théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique z,, € [0,1] tel que
1= f(z,) =2l + z,.

2. S’il existe n € N tel que x,4+1 < z, alors 1 = mZﬁ + Tpy1 < T} + T, = 1 ce qui est absurde.
Par conséquent la suite x est croissante et majorée (par 1), d’ot, d’aprés le théoréme de la limite
monotone, elle est convergente vers £ € [0,1]. Si¢ <1 alors 1 = 2" 4+ z, =7 0+ ¢ =/ ce qui est

n—r+00o

absurde. Par conséquent ¢ = 1.

3. (a) Nous avons, pour tout n € N,

gn(zy) = nn(l —a) —In(zy)
= nin(z,) —nlin(z,)
- 0,

e (B) = (1 )y ()

— <—h;(:) +o (hlfl”))) ~ In(In(n)) + In(n) + In(2)

_ lné“) ~In(ln(n)) + o(In(n))
= P o)),
. (21117(1”)) I (1 ) 21n7(1n)> L (211?))
= (-21“51”) +o (ln(”)) — In(In(n)) + In(n) — In(2)

—In(n) — In(In(n)) + o(ln(n))
= —In(n) + o(In(n)).



1
Par conséquent, pour n suffisamment grand, g, <2n) >0=gn(zl) > gn (2 n(n)) De

plus la fonction g,, est dérivable et

n 1
vy €10, 1], gé(y):*l_y*§<0-

Par conséquent la fonction g, est strictement décroissante, d’oll, pour n suffisamment grand,

In(n) << 2ln(n)'
2n ~ - n

Nous avons donc, pour n suffisamment grand, par croissance de la fonction In,

In (1r12(n)) <In(z") <In (2ln(n)>

ie.
In(In(n)) — In(2) — In(n) < In(z;) < In(ln(n)) + In(2) — In(n).
Par conséquent In(z])) ~ —In(n).

n—-+oo

Or, pour tout n € N*, 0 = g, (2) = nln(l — z*) — In(z}), d’on

) — n ~ _
nln(l — ) = In(z)) et In(n)
1 1
ie In(l1—al) o n(n) Or, d’aprés la question 3.(a), z) 57 0, d’otr 2} ~ n(n)
n—-+00 n n—-+o00 n—-+00 n

Par conséquent

gn=1—a" = 1_1n(”)+0(1n(n)>.



Question de cours. Enoncer la formule de Taylor-Young.

Réponse. Soit f : I — R et a € I. On suppose que f est de classe C"™ sur I. Alors f admet un

développement limité & 'ordre n en a donné par

o eh) (g
r) = S o -0,
k=0 ’

Question de cours.

1. Montrer que

2

1 « 1
vn?24n+1l = n+++0(2)
n—-+oo n n

oll & est un réel que I'on déterminera.

1
2. En déduire un développement asymptotique a la précision O (2> de cos(mv/n? +n + 1) lorsque
n

n — +o0o.
Réponse.

1. Nous avons

1 1
vnZ+n+1 = m/l+-+—=
non

n—>_+oo
1 3 1
= ”*ﬁsﬁo(nz)-
3
D = —.
onc « 3

2. Nous avons ensuite

cos(my/n?2+n+1) = cos (Wn+7r+37r+0<12>)

n—-+o0o

n T 3 1
e (T C°S<2+8n+0<nz>>
3 1
_ _1\n+1
n;Loo ( 1) Sln(8n+0(n2>)

— (T o (1) .

n—-+oo 8n

Exercice. On considére la suite (uy,)nen< définie par uy € 10, 1] et

Unp
n+1

V’I’LEN*, Un+1:1—|—

1. Montrer que la suite u est convergente.

n2

2. Déterminer le développement limité de la suite u avec une précision en o (>

Réponse.



1. Nous avons u U
u2:1—|—?1 e [0,2], u3=1+§2 €[0,2], ...

. . . (& .
Donc, par récurrence, la suite u est bornée entre 0 et 2. Par conséquent —— — 0 puis
n+1 n—+oo

U, — 1.
n—-4oo
2. Nous avons, d’aprés la question précédente,

Up—1

e e N N !
u = = = —_— = 0]
e n+1 n+1 n (n+1)nnote  n+1l (n+1)n (n+1)n

i.e.

Up = 1+l+ ! +0< ! ):1+1+1+0(1>.
n—+o00 n  n(n—1) n(n—1) n o n? n?
Exercice. On considére la fonction f : ] — 1, +o0o] — R définie par
Vee]—1,400[, f(z)=z+In(1+x).
1. Montrer que la fonction f est bijective.
2. Déterminer le développement limite de la fonction f~! & I'ordre 3 en 0.

Réponse.

1. La fonction f est dérivable et

1
Vee]—1,4+00, fl(z)=1+-—>0.
| P =1
Donc la fonction f est strictement croissante en particulier injective. De plus lim,_, 1 f(z) = —c0
et limy o f(x) = +00. Donc, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, la fonction f est
surjective. Par conséquent la fonction f est bijective.

2. La fonction f est de classe C> sur | — 1,+oo[ et f/ > 0, d’oi f~! est également de classe C> sur
R. En particulier la fonction f~! est de classe C® donc admet un développement limité & 1’ordre
3en0:

I7H ) 5y at byt ey’ +dy’ + o).
Or f(0) =0, d’ott a = f~1(0) = 0. Puis
y = f(f )

= 27y - 5 T +o((f71)?)
b? 2 b* 3 3
y—0 2 3
Donc, par unicité d’un développement limité,
1 o1 be b1 1 1
b = 5 C=— = s d = = — — = — — [ .
2 4 16 2 6 26 3x2t 3 x 26



