Question de cours. Calculer, pour tout = € X,

Question de cours. Calculer, pour tout x € R,
/ ¥ dt
0o t24+2t+3

1. Etudier le domaine de définition et la dérivabilité de la fonction fy : D — R définie par

Exercice. Soit A € R\{—-1,1}.

B sin(z)
Yz € D, fx(a:)—wi%cos(x”p.

/(: fa(@)dz.

1. La fonction fy est bien définie pour tout x € R tel que 1 — 2X cos(x) + A% > 0. Or

2. Calculer l'intégrale

Réponse.

1 —2X\cos(x) + A = (A — cos(z))? — cos(z)? +1 >0

avec égalité si et seulement si cos(z) = A et cos(x) = 1 ce qui ne peut pas étre car A # £1. Par
conséquent nous avons D = R. On en déduit également que la fonction f) est dérivable sur R
comme quotient et composée de telles fonctions et, pour tout z € R,

/ cos(z)y/1 — 2\ cos(x) + A2 — 2\/% sin(x)
G 1 — 2\ cos(z) + A2
~cos(z)(1 — 2X cos(x) + A?) — 2\ sin(z)?
B (1 — 2\ cos(x) + A\2)2
cos(z)(1+ A%) — 2\
(1 —2Xcos(x) +A2)3
2. On effectue le changement de variable u = cos(x), du = — sin(x)dx :

™ —1 1
—du du
/ h(m)dxz/ —z/ S —
0 1 V1—=2\u+ \2 1 V1 =2 \u+ \2
Donc si A # 0 alors

m 2 ! VIZ2XFX2  VI+23F A2 A—1]  |A+1]
do = |——V1-2xu+X| =-— =— :
/0 Ia(z)dz [—2)\ u + }_1 5 + 5 —

Donc si A > 1 alors . )
dr = —
| =3,

/O7r fn(x)dx = 72

si A < —1 alors

et si A € | —1,1[\{0} alors
/0 flz)dr = 2.

/07T fa(z)de = /_11 du = 2.

Enfin si A = 0 alors



Exercice. On définit une relation binaire < sur le demi-plan complexe P, = {z € C, Im(z) > 0} par,
pour tout z1,22 € P;, 21 < 23 si |z1]| < |22]| ou (|21] = |22] et Re(z1) < Re(z2)).

1. Montrer qu’il s’agit d’une relation d’ordre totale.
2. Peut-on étendre cette relation d’ordre sur C 7
3. Cette relation d’ordre est-elle compatible avec les opérations suivantes ?
(a) Vz1,20,23 € Piyz1 X290 =21+ 23 S 20 + 23
(b) Vz1,20 € P;,[0 % 21,0 X 25] = 0 <X 2129
() V2zeP,VAER,,0<2= 0= )Xz
Réponse.

1. On vérifie les axiomes d’une relation d’ordre :

o Réflexive : Soit z € P;. Alors |z| = |z| et Re(z) < Re(z). Donc z < z.

e Transitive : Soient z1, 29,23 € P; tels que z1 < 29 et zo < z3. Alors nous avons les différents
cas suivants.

— Si|z1] < |22] et |z2] < |23 alors |z1] < |z3]| et donc 2z =< z3.

Si|z1| < |22], |22] = |23| et Re(z2) < Re(z3) alors |21| < |23 et donc 21 < z3.

— Si|z1] = |22], Re(z1) < Re(z2) et |z2| < |z3] alors |z1] < |z3] et donc z1 < z3.

Si |z1| = |22]|, Re(21) < Re(z2),|22| = |23] et Re(z2) < Re(zs) alors |z1] = |z3] et Re(z1) <
Re(z3) et donc 21 < z3.

e Antisymétrie : Soient z1, 29 € P; tels que z1 < 29 et 29 < z1. Etudions les différents cas.
— |z1] < |#2| est impossible car nous avons |z2| < |z1].
— |z2| > |z1| est également impossible.

— Il ne reste plus que |z1] = |z2|,Re(z1) < Re(za) et Re(z2) < Re(z1). Ainsi Re(z1) =
Re(z2). Donc, comme 2z, 25 € P;,

21 = Re(z1)+ilm(z1) = Re(z1)+iv/| 21> — (Re(21))? = Re(z2)+iv/|22/> — (Re(22))? = 22.

Montrons maintenant que cette relation d’ordre est totale. Soit z1, z9 € P;. Etudions les différents
cas :

o Si |z1| < |22] alors 21 <X 2.
o Si|z9| < |z1] alors 25 <X 2.
e Si|z1| = |22] et Re(z1) < Re(zz) alors z1 < 2.
e Si |z1| = |22| et Re(z2) < Re(z1) alors z3 < 2.

Par conséquent, dans tous les cas nous avons z; < z9 ou 25 = 21.

2. Non nous ne pouvons pas étendre cette relation d’ordre sur C car sinon ¢ < —i et —i < 7 sans avoir

1= —1i.
3. (a) Soient 21 = 0,290 = 1,23 = —1. Alors 21,290,253 € Pj,21 < 20,21 + 23 = —1 et 20 + 23 = 0.
Donc nous n’avons pas —1 =27 + 23 <29+ 23 =0car |— 1] =1>0.

(b) Soient z1, 22 € P; tels que 0 < 21 et 0 < 29.

e Soit z1 = 0 ou 22 = 0 et dans ce cas nous avons bien 0 = 2129 <X 2129

e Soit 21 Z0 et 290 Z0. Alors 0 < |21 et 0 < |22|. Ainsi 0 < |z122|. Donc 0 < 21 29.
(c) Soient z € P; tel que 0 < z et A € R.

e Soit z=0o0ou A=0 et dans ce cas 0 < 0 = Az.
e Soit z # 0 et A > 0 et dans cas 0 < A|z| = |\z|. Ainsi 0 < Az.



Question de cours. Calculer, pour tout = > 2,

/ roodt
5 1227
Question de cours. Calculer, pour tout =z € R,

/ arctan(t)dt.
0

Exercice. Soient n € N* et f,, : R — R définie par

Ve eR, fu(z)= m
1. Justifier I'existence et 'unicité de la primitive F;, de la fonction f, qui s’annule en 0.
2. Déterminer une relation de récurrence entre Fj, 1 et F,.

3. Donner lexpression des fonctions Fi, Fy et Fs.

Réponse.

1. La fonction f,, est continue sur R donc admet comme primitives x — fow fa(®)dt +c,c € R. Ainsi
la seule primitive qui s’annule en 0 est F, : x — fom fa(t)dt

2. Nous avons, pour tout x € R, par intégration par parties,

“3 dt
Fn(m) = A ( +t2”

z —2nt
= / i ————tdt
(1+ t2 0 o (L4t2)ntt

12
(1+a: ) + n/o (1+t2)n+1

T 1 z 1
= —— +2 ———dt — 2 —dt
(1+a22)" * n/o (1+22)m n/o (1 +¢2)n+t

x

ie. For(e) - m L (1 _ 1) Fo(z).

3. Nous avons, pour tout x € R,

S|
Fi(z) = /O mdt = arctan(z),

T 1
Fy(z) = 31+ 2% + 3 arctan(z)
« 3 3 3
x x x
F = 7F = - t .
3() TEEE 3 h(z) 4(1+:z:2)2+8(1+172) +8arc an(x)
ffR — ]-1 1[
Exercice. On considére 'application N z
1+ |=|

1. Montrer que 'application f est bien définie et bijective en utilisant la définition de l'injectivité et
de la surjectivité

2. Montrer que ’application f est bijective par étude de fonction.

Réponse.



1. Pour tout = € R, nous avons 1 + |z| > 1 > 0. Donc _r est bien défini et x < 1 car
1+ |z 1+ |z
7| < 1+ [a].
e Soient =,y € R tels que
€T Y
= xT) = = .
Donc z et y sont de méme signe. S’ils sont positifs alors
1+yz=(1+2z)y
i.e. x =y. Donc I'application f est injective.
e Soit t € ] —1,1[. Sit > 0 alors, pour tout =z € R,
t
flz)=t = z=t(l4+2z) = z= T
Donc est un antécédent de t par I'application f. Sit < 0 alors de méme ; est un
antécédent de t par application f. Donc 'application f est surjective.
2. La fonction f vérifie
T T 1
) = =——— — -1
et 1
x x
=—— =g — 1
1@ = 5 ~ e
De plus la fonction f est continue, donc par théoréme des valeurs intermédiaires, f(R) =]—1,1].

De plus la fonction f est dérivable sur R* de fonction dérivée f’ vérifiant, pour tout x € R*, si
x > 0 alors

l1+ox—=z 1
"(z) = = >0
P& =052 = drap
et si x < 0 alors ) )
flz) = —2 T > 0.

I-o7  (-op

Donc la fonction f est strictement croissante sur R* et sur R} donc, par continuité, sur R. Ainsi
la fonction f est injective. Par conséquent elle est bijective.



Question de cours. Calculer, pour tout = > 2,

/ ¥ dt
o t24+2t—3
Question de cours. Calculer, pour tout a,b, z € R,
/ e sin(bt)dt.
0

Exercice. On considére les intégrales

™

s 2 us . 2
_ /6 cos(t) Qi ot J— /6 sin(t) dt
o cos(2t) o cos(2t)

2. En déduire les valeurs de I et J.

1. Calculer I — J et I+ J.

Réponse.

1. Nous avons

us . 2 o 2 us
I_J— /6 cos(t)* — sin(t) g — /6 PR
0 cos(2t) 0 6

De plus

& dt 8 dt
e[l [ b
o cos(2t) 0 /1 —sin(2t)?

On effectue le changement de variable u = sin(2¢), du = 2 cos(2t)dt = 2v1 — u?dt :
T 1% du 1P du 1 2 /3 2+/3
I+J= — == + = =— |- +1In .
o 20-w?) 4y 1-uw'4), 1+u 4 2 2

Donc
I+J—11n<2+\/§>.

4 2-4/3
2. On en déduit les valeurs de I et J grace a

I_I—J+I+J J_I+J_I—J
2 2 2 2

Exercice. On considére un ensemble E, deux parties A, B € P(FE) et 'application

f:PE) — P(A) xP(B)
X — (XnAXnNDB).

1. Montrer que Iapplication f est injective si et seulement si AU B = E.

2. Montrer que ’application f est surjective si et seulement si AN B = &.

3. A quelle condition nécessaire et suffisante, 'application f est-elle bijective 7
Réponse.

1. On procéde par double implications.

e On suppose que application f est injective. Montrons que AU B = E. Or f(AUB) =
((AUB)NA,(AUB)NB) =(A,B) et f(A) = (A, B). Donc, par injectivité, AUB = E.

e Réciproquement on suppose que AUB = E. Montrons que 'application f est injective. Soient
X, Y € P(E) tels que f(X) = f(Y). Donc XNA=YNAet XNB=YnNB. Ainsi

X =XNE=XN(AUB) = (XNA)U(XNB) = (YNA)U(YNB)=YN(AUB) =YNE =Y.

Donc 'application f est injective.



2. On proceéde par double implications.

e On suppose que 'application f est surjective. Montrons que AN B = &. Or, par surjectivité,
(A, @) € P(A) x P(B) admet un antécédent X € P(E) par application f. Ainsi

ANB=(XNANB=AN(XNB)=ANg=02.

e Réciproquement on suppose que A N B = &. Montrons que I'application f est surjective.
Soient (A’, B") € P(A) x P(B) et X = A’UB’ € P(E). Alors

XNA=AUB)NA=(ANAUB NA)=Avug=A

et de méme X N B = B’. Donc f(X) = (A’, B). Ainsi Papplication f est surjective.



