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Théoréme. Soit f : R — R™ de classe C" tel que f(0) = 0 et toutes les valeurs propres de
A = Df(0) soient de partie réelle strictement négative, alors I’origine est un point d’équilibre
asymptotiquement stable de 1’équation y' = f(y).

Démonstration.
Etape 1 : Comportement de la solution 2’ = Az, 2(0) =z
Soit z € R™, alors 'unique solution de 2’ = Az, z(0) = z est donnée par

. R — R"
: tAx

t — e
Or par hypothese sur les valeurs propres de A, il existe a € R tel que
Vj e [1,7], Re(\;) < —a
De plus il existe P € R[X] tel que

k

Vt € R,Vx € R", ||lez]| < P(|t])) ™0 ||z
j=1
Donc
— tA < —ta
1@l = [l ]| < P()re™ Il ,——_0

Ainsi 0 est un point d’équilibre attractif.

Etape 2 : Considérer la forme bilinéaire symétrique définie positive b(x,y) = f0+°°<e“‘x, ety dt

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la premiére étape

V(w,y) € R",Vt € R, [z, ey)| < ||| [le"y|| < P(t)*r*e™ |l]l lly]l € L'([0, +o0])
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On peut donc considérer

,. R'XR" — R

L (@) o [T ey
Qui est une application bilinéaire symétrique définie positive car le produit scalaire 1’est.
Etape 3 : Différentielle de la forme quadratique associée q et (Vq(z), Az) = 2b(x, Az) = — ||z|?
Soit z € R™ x R™ x R, alors

q(z + h) = q(x) + 2b(z, h) + q(h) q(x) + 2b(x, h) + o(v/q(h))

car, par inégalité de Cauchy-Schwarz, |q(h)| = |b(h, k)| < \/q(h)\/q(h).
D’ou, comme h — b(z, h) linéaire,

Vh € R",dq(x)(h) = 2b(x, h)

Ainsi, par définition de b et de la solution z,
+o00
(Vq(z), Az) = dq(z)(Ar) = 2b(z, Ax) —/0 2etx, e Axydt = [||z(0)[],~ = = [«

Etape 4 : Avec (y, I) solution et r(y) = f(y) — Ay, on a q(y) = — |y|* + 2b(y, 7(y))
Comme f est de classe O, par théoréme de Cauchy-Lipschitz localement lipschitzien, il existe
une unique solution y : I — R™ de ¢ = f(y),y(0) = x avec I intervalle de R contenant 0.
On a alors

Y = fly) = Ay +r(y)

Donc, par composition,

() = da(y)(y') = 2b(y, y/) = 2b(y, Ay) + 2b(y, 7(y)) = — |y||* + 2b(y, 7 (y))

Etape 5 : Il existe (a, 8) € (R})? tel que q(y) < a = q(y)' = = [lyl|* + 2b(y, (1)) < —Pa(y)

On a
r(y) = f(y) — f(0) = Df(0)(y)

Donc, par différentiabilité avec la norme ,/q, pour € € R, il existe a € R tel que

q(y) < o= q(r(y) < qy)

D’ot, en utilisant I’étape précédente, I’équivalence des normes en dimension finie et I'inégalité
de Cauchy-Schwarz,

a(y) < a=qly) = — |yll*+2b(y, r(y)) < —caly)+2v/a(y)Va(r(y)) < —ca(y)+2eq(y) = —Ba(y)

avec c € R}, B =c—2¢c et e tel quee < 3.

Etape 7: ¢q(z) <a =Vt e Ry, q(y(t)) < «

On suppose ¢(z) < « et on suppose par I'absurde qu'il existe ¢t € R% N1 tel que ¢(y(t)) = o
On peut donc considérer

to=1inf(t e RLNI,qy(t) =a) e RY
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Dans ce cas q(y(ty)) = a < « et d’aprés 1'étape précédente,

q(y)'(to) < —PBa(y(to)) <0

Donc ¢(y) est décroissant sur un voisinage a gauche de to, ie il existe § € R* tel que

Vt € Jto —d,to C I,q(y(t)) > q(y(to)) = a

Or q(y(0)) = q(z) < «a et q(y) est coninue, donc par théoréme des valeurs intermédiaires, il
existe t; € |0,y — J] tel que q(y(t1)) = « ce qui contredit la minimalité de .
Par conséquent

Vte Ry N1, q(y(t)) < «

Ce qui montre que la solution est bornée donc globale, en particulier R, C I.
Etape 7 : Vt € Ry, q(y(t)) < e Plq(x)
D’ott en combinant les étapes 5 et 6, pour ¢(z) < et t € Ry,

q(y(t)) < —Bqly(t))

Donc
(e™a(y)) = e (aly) + Baly)) < 0
D’out t — ePlq(y(t)) est décroissante, ainsi

q(y(t)) = e PePqy(t)) < e Pqq(y(0)) = e Pq(x)

Etape 8 : Conclusion
Finalement on a

g(z) <a=yt) — 0

t—+o00
Ce qui montre bien par équivalence des normes en dimension finie que 0 est un point d’équi-
libre asymptotiquement stable de 1’équation différentielle. ]

Lemme. (Pas le temps) Soit A € M, (R) de valeurs complexes i, ..., A, alors il existe
P € R[X] tel que
k
Vt € R,Vx € R", ||| < P(|t])) et

Jj=1

]l

Démonstration.
On note myq, ..., m, les multiplités algébriques associés aux i, ..., ., alors

C" = GB ker((A — \1,)™)

i=1 _

L

Soit j € [1,7], Ej est A — \jI,-stable et 'endomoprphisme induit par la restriction sur E;
est nilpotent d’indice m;.
Soit t € R et x; € £}, alors

mj—ltk
tA N HA=NTn) . A k
ey = eMielA i)y — ¢ JZE(A—)\]-I”).%]-

k=0



Donc, comme Vk € [1,m; — 1], |¢|" < (1 + |¢])™ 1,

tk
et || < et Z" 1A = MLl < ey (1+ )™ |l
k=1

T
Soit x € R C C", alors il existe xy, ..., x, € Ey, ..., B, tels que © = ) x;, donc
j=1

|ez]| < Z ;|| < ZetRe AR O (T[)™ = ||| < max( Y1+t (X:eme(A ) njélx IEA

Or C" est dimension finie donc |[|-|| est équivalente a la norme max, donc il existe C' € R,
tel que

le"a]| < C+1e)™ 7D e O o]l = P(Ie]) Y™ ]

j=1



