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Théorème. Soit f : Rn −→ Rn de classe C1 tel que f(0) = 0 et toutes les valeurs propres de
A = Df(0) soient de partie réelle strictement négative, alors l’origine est un point d’équilibre
asymptotiquement stable de l’équation y′ = f(y).

Démonstration.
Etape 1 : Comportement de la solution z′ = Az, z(0) = x
Soit x ∈ Rn, alors l’unique solution de z′ = Az, z(0) = x est donnée par

z :
R −→ Rn

t 7−→ etAx

Or par hypothèse sur les valeurs propres de A, il existe a ∈ R∗+ tel que

∀j ∈ J1, rK, Re(λj) < −a

De plus il existe P ∈ R[X] tel que

∀t ∈ R,∀x ∈ Rn,
∥∥etAx∥∥ ≤ P (|t|)

k∑
j=1

etRe(λi) ‖x‖

Donc
‖z(t)‖ =

∥∥etAx∥∥ ≤ P (|t|)re−ta ‖x‖ −→
t→+∞

0

Ainsi 0 est un point d’équilibre attractif.
Etape 2 : Considérer la forme bilinéaire symétrique définie positive b(x, y) =

∫ +∞
0
〈etAx, etAy〉dt

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz et la première étape

∀(x, y) ∈ Rn,∀t ∈ R, |〈etAx, etAy〉| ≤
∥∥etAx∥∥∥∥etAy∥∥ ≤ P (|t|)2r2e−2at ‖x‖ ‖y‖ ∈ L1([0,+∞[)
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On peut donc considérer

b :
Rn × Rn −→ R

(x, y) 7−→
∫ +∞
0
〈etAx, etAy〉dt

Qui est une application bilinéaire symétrique définie positive car le produit scalaire l’est.
Etape 3 : Différentielle de la forme quadratique associée q et 〈∇q(x), Ax〉 = 2b(x,Ax) = −‖x‖2
Soit x ∈ Rn × Rn × R, alors

q(x+ h) = q(x) + 2b(x, h) + q(h) =√
q(h)→0

q(x) + 2b(x, h) + o(
√
q(h))

car, par inégalité de Cauchy-Schwarz, |q(h)| = |b(h, h)| ≤
√
q(h)

√
q(h).

D’où, comme h 7−→ b(x, h) linéaire,

∀h ∈ Rn, dq(x)(h) = 2b(x, h)

Ainsi, par définition de b et de la solution z,

〈∇q(x), Ax〉 = dq(x)(Ax) = 2b(x,Ax) =

∫ +∞

0

2〈etAx, etAAx〉dt =
[
‖z(t)‖2

]+∞
0

= −‖x‖2

Etape 4 : Avec (y, I) solution et r(y) = f(y)− Ay, on a q(y)′ = −‖y‖2 + 2b(y, r(y))

Comme f est de classe C1, par théorème de Cauchy-Lipschitz localement lipschitzien, il existe
une unique solution y : I −→ Rn de y′ = f(y), y(0) = x avec I intervalle de R contenant 0.
On a alors

y′ = f(y) = Ay + r(y)

Donc, par composition,

(q(y))′ = dq(y)(y′) = 2b(y, y′) = 2b(y, Ay) + 2b(y, r(y)) = −‖y‖2 + 2b(y, r(y))

Etape 5 : Il existe (α, β) ∈ (R∗+)2 tel que q(y) ≤ α⇒ q(y)′ = −‖y‖2 + 2b(y, r(t)) ≤ −βq(y)
On a

r(y) = f(y)− f(0)−Df(0)(y)
Donc, par différentiabilité avec la norme √q, pour ε ∈ R∗+, il existe α ∈ R∗+ tel que

q(y) ≤ α⇒ q(r(y)) ≤ ε2q(y)

D’où, en utilisant l’étape précédente, l’équivalence des normes en dimension finie et l’inégalité
de Cauchy-Schwarz,

q(y) ≤ α⇒ q(y)′ = −‖y‖2+2b(y, r(y)) ≤ −cq(y)+2
√
q(y)

√
q(r(y)) ≤ −cq(y)+2εq(y) = −βq(y)

avec c ∈ R∗+, β = c− 2ε et ε tel que ε < c
2
.

Etape 7 : q(x) < α⇒ ∀t ∈ R+, q(y(t)) < α
On suppose q(x) < α et on suppose par l’absurde qu’il existe t ∈ R∗+ ∩ I tel que q(y(t)) = α.
On peut donc considèrer

t0 = inf(t ∈ R∗+ ∩ I, q(y(t)) = α) ∈ R∗+
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Dans ce cas q(y(t0)) = α ≤ α et d’après l’étape précédente,

q(y)′(t0) ≤ −βq(y(t0)) < 0

Donc q(y) est décroissant sur un voisinage à gauche de t0, ie il existe δ ∈ R∗+ tel que

∀t ∈ ]t0 − δ, t0[ ⊂ I, q(y(t)) > q(y(t0)) = α

Or q(y(0)) = q(x) < α et q(y) est coninue, donc par théorème des valeurs intermédiaires, il
existe t1 ∈ ]0, t0 − δ] tel que q(y(t1)) = α ce qui contredit la minimalité de t0.
Par conséquent

∀t ∈ R+ ∩ I, q(y(t)) < α

Ce qui montre que la solution est bornée donc globale, en particulier R+ ⊂ I.
Etape 7 : ∀t ∈ R+, q(y(t)) ≤ e−βtq(x)
D’où en combinant les étapes 5 et 6, pour q(x) < α et t ∈ R+,

q(y(t))′ ≤ −βq(y(t))

Donc
(eβtq(y))′ = eβt(q(y)′ + βq(y)) ≤ 0

D’où t 7−→ eβtq(y(t)) est décroissante, ainsi

q(y(t)) = e−βteβtq(y(t)) ≤ e−βtqβ0q(y(0)) = e−βtq(x)

Etape 8 : Conclusion
Finalement on a

q(x) < α⇒ y(t) −→
t→+∞

0

Ce qui montre bien par équivalence des normes en dimension finie que 0 est un point d’équi-
libre asymptotiquement stable de l’équation différentielle.

Lemme. (Pas le temps) Soit A ∈ Mn(R) de valeurs complexes λ1, ..., λr, alors il existe
P ∈ R[X] tel que

∀t ∈ R,∀x ∈ Rn,
∥∥etAx∥∥ ≤ P (|t|)

k∑
j=1

etRe(λi) ‖x‖

Démonstration.
On note m1, ...,mr les multiplités algébriques associés aux λ1, ..., λr, alors

Cn =
r⊕
i=1

ker((A− λiIn)mi)︸ ︷︷ ︸
=:Ei

Soit j ∈ J1, rK, Ej est A − λjIn-stable et l’endomoprphisme induit par la restriction sur Ej
est nilpotent d’indice mj.
Soit t ∈ R et xj ∈ Ej, alors

etAxj = etλjet(A−λjIn)xj = etλj
mj−1∑
k=0

tk

k!
(A− λjIn)kxj
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Donc, comme ∀k ∈ J1,mj − 1K, |t|k ≤ (1 + |t|)mj−1,

∥∥etAxj∥∥ ≤ etRe(λj)
mj−1∑
k=1

|t|k

k!
‖A− λjIn‖k ‖xj‖ ≤ etRe(λj)Cj(1 + |t|)mj−1 ‖xj‖

Soit x ∈ Rn ⊂ Cn, alors il existe x1, ..., xr ∈ E1, ..., Er tels que x =
r∑
j=1

xj, donc

∥∥etAx∥∥ ≤ r∑
j=1

∥∥etAxj∥∥ ≤ r∑
j=1

etRe(λk)Cj(1+|t|)mj−1 ‖xj‖ ≤
r

max
j=1

(Cj)(1+|t|)n−1
(

r∑
j=1

etRe(λj)

)
r

max
j=1
‖xj‖

Or Cn est dimension finie donc ‖·‖ est équivalente à la norme max, donc il existe C ∈ R∗+
tel que ∥∥etAx∥∥ ≤ C(1 + |t|)n−r

r∑
j=1

etRe(λj) ‖x‖ = P (|t|)
r∑
j=1

etRe(λj) ‖x‖
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