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Lemme. Soit p € [1,+00[, (€, A, p) un espace mesuré et (f,)nen € (LP)N tel que

+o0o
Dl fall, < +o0
n=1

+o00
Alors la série F' = ) f,, converge presque partout, appartient a L? et vérifie
n=1

lim
N—+o00

N
n=1

p
Démonstration.

On considére, pour tout N € N*, Gy = Z|fn| M = Z [fall, < oo et G = Z|fn|

Donc, d’aprés I'inégalité de Mlnkoswky,

N
YN €N, Gy, < S Ifull, < M

n=1

De plus (G%;) ven+ est une suite croissante de fonctions convergeant vers G, donc, d’apreés le
théoréme de convergence monotone

/QGpd,u: /QNliTOO(GIJJV)dp:NZiTOO (/QGP d,u) = lim <||GN|| > < MP < +0o0

Ainsi G € L', en particulier G est finie presque partout.
+o00

Par conséquent la série F' = ) f,, converge presque partout (car C ou R sont complets).
n=1


http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~dcaci409/201.pdf
http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~dcaci409/205.pdf
http://perso.eleves.ens-rennes.fr/~dcaci409/234.pdf

N

On considére, pour N € N*| Fy = > f,, convergeant simplement vers F' presque partout.
n=1

Or |Fy|P < GP € L', d’on, par théoréme de convergence dominée

FPellie Fel?

Et
lim (/ |Fn — F]pdu) =0
+00
Ainsi la série F' = ) f,, converge presque partout et dans LP. O
n=1

Théoréme. Soit p € [1, +00] et (2, A, 1) un espace mesuré, alors L? est un espace de Banach
pour la norme |[[-[[ .

Démonstration.

Etape 1 : Cas ou p € [1, 400

Soit (fn)nen € (LP)N de Cauchy, alors on construit par récurrence sur k € N* une suite
croissante d’entiers (ny)gen+ telle que

% 1
vk € N 7vnam S Nk, an - mep S ?

En effet, pour & = 1, (f,)nen est de Cauchy, donc il existe n; € N tel que

1
vnam S ny, an - mep S E

Puis si on suppose construit (ni,...,n;) € (N*)* croissant, alors la suite (f,)n>n, est de
Cauchy, donc il existe ng 1 > ny tel que

1
vn7m 2 Nk+1, ||fn - fm”p S W
Ainsi
. n n 1 —+o00 1 1
W ENY o = Full, D5 S 5r = T l=1< 400
k=1 k=1 k=1 2
Donc
+oo
Z Hf"k+1 o f"ka < +oo
k=1
+o0
D’oi, d’aprés le lemme précédent, la série F' = > (fn,,, — fn,) converge p-presque partout
k=1
et dans L”.
Or

n

Vn € N*, Z(fnkJrl — fnk) = fnn.H - fnl

k=1



D’oi la suite extraite (f,,, )ken+ est convergente dans L et p-presque partout vers une fonction
felLr.
Ainsi pour tout ¢, il existe (N7, Ny) € (N*)? tel que
€
Vh €N k> Ny = |lfo, — fll, <
Et

¥(m,n) € N, m > Nayn > No = || fru — full, < g
D’ou

Vk € N, k 2 max(Ny, No) = | fi = fll, < I fe = fuully + 1 o = fll, < 5 +

™

=&

DO ™

D’ou (f)nen est convergente dans LP.

Par conséquent L? est un espace de Banach pour la norme |- .

Etape 2 : Cas ou p = +o0

Soit (fn)nen € (L)Y de Cauchy, alors pour tout k € N*, il existe N, € N tel que

1
V(m,n) € N*,m > Ny,n > Ny = || fn — full o < -

Donc

V(m,n) € N>, m > Ny,n > Ny = 3B, € A, 11(Epn) = 0,2 € Q\Epn, | fn (@)= fru()] <

e

On considére E= |J | Emnn € A, alors

keN*m,n>Ny
Ve e Q\E,Vk € N*,Vm,n > Ny, x € Q\E,,.,

Donc
1
Ve € Q\E,Vk € N* AN, € N\Vm,n > Ny, |fm(z) — fulz)| < %
Dot pour tout € Q\E, (f,(z))nen est de Cauchy dans R complet, donc il existe f(z) € R
tel que

fn(@) — f(z)

n—-+o00

Ainsi en faisant tendre m vers 400 dans une inégalité précédente, on obtient

Vk € NN, e NNVn € Non > Ny = Vo € Q\E, | f(z) — fu(z)| <

| =

Or u(E) < 3 p(E) = 0, done
keN*

1
VkEN,3N, €NVn € Non = N = |If = full < 7

D’ou f € L*® et f, % f, ce qui montre que L*™ est complet, ie un espace de Banach. []
n—-+0o0o

Remarque. Soit (f,)nen € (LP)N convergent dans LP vers f € LP, alors il existe une
extractrice ¢ tel que (fy(n))nen converge p-presque partout vers f.



