TD Ensembles et applications

Roulley Emeric

Soient E, F et (G trois ensembles non-vides.
I) Ensembles

l.a. Montrer que E C F' < P(E) C P(F). En déduire E = F < P(E) = P(F).
b. Montrer que P(ENF)=P(E)NP(F).
c. At-on P(EUF)=P(E)UP(F)?

d. Plus généralement, si I désigne un ensemble et si (A;);e; € P(E)!, a-t-on P (ﬂ Ai> = ﬂ’P(Ai) et
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P <U Ai> =JP)?
i€l icl

. Soit (4, B,C) € P(E)3.

. Montrer que (ANB=ANCet AUB=AUC)& B=C.

. Montrer que AC B< AUB = B.

. Montrer que A=B< ANB=AUB.

. Montrer que AUB=ANC < BC AcCC.

Qa0 TN

w

. Soit (A, B) € P(E)?. On appelle des ensembles A et B I’ensemble
AAB = (AUB)\(ANB).

. Faire un dessin généraliste représentant AAB.

. Montrer que AAB = BAA.

. Montrer que (AAB =ANB) & (A=0=B).

. Soit C' € P(E). Montrer que (AAB)AC = AA(BAC).

. Montrer que (VC € P(E),AAC = BAC) < A= B < AAB =).
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. Comparer P(E?) et P(E)2.

. Soit (A1, As) € P(E)?2. Soit (By, Bs) € P(F)2.

. Montrer que (Al X Bl) N (A2 X BQ) = (Al n Ag) X (Bl N BQ)
. Montrer que (A; X B1) U (A2 X By) = (A1 U A2) X Bj.

. A-ton (A1 X Bl) U (AQ X BQ) = (A1 UAQ) X (Bl UBQ)?
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II) Applications injectives, surjectives et bijectives

1. Parmi les applications suivantes, quelles sont celles qui sont injectives ? surjectives ? bijectives ?

f+ R - R g: Ry — R h: R — Ry
x = z? x — z? x = 2
i: C —» C* j: Ry — [l,4o00] &k RZ — R?
z = e T 1+z (x,y) — (x4y,z—1y)
I: Zx(N\{1}) — Q m: N — N n: N - N
(p,q) = p+ % n = 2n n { %71 S% n est Pair .
—5— sl n est Impair

2.a. Donner un exemple de bijection de N dans N n’ayant aucun point fixe.
b. Donner un exemple de bijection de R dans R non monotone.
c. Donner un exemple de bijection de R dans R*.

3. Soit f € F(E,F). Soit g € F(F,G).
a. On suppose que g o f est injective. Montrer que f est injective.



b. On suppose que g o f est surjective. Montrer que g est surjective.

c. On suppose que g o f est injective et que f est surjective. Montrer que f est bijective (on donnera deux
méthodes dont I'une utilisera la question 2.a.).

d. On suppose que g o f est surjective et que g est injective. Montrer que g est bijective (on donnera deux
méthodes dont I'une utilisera la question 2.b.).

4. Soit f € F(E,E) telle que fo fo f= f. Montrer que (f est injective) < (f est surjective).

5. Soit (f,g,h) € F(E,F)xF(F,G)x F(G, E) tel que hogo f est injective et go foh et fohog sont surjectives.
Montrer que f, g et h sont bijectives.

6. On dit qu’un ensemble D est dénombrable s’il est équipotent a N.
a. Montrer que l'ensemble des entiers pairs (resp. impairs) est dénombrable.
b. Montrer que N2, Z, Z? et Q sont dénombrables.

7. Soit A € P(E).

On considere les applications ¢4 et 14 définies sur P(E) par VX € P(E),pa(X)=ANX et Y4(X) =AU X.
a. Montrer que (@4 est injective) < (p4 est surjective) & A = E.

b. Montrer que ()4 est injective) < (14 est surjective) <& A = 0.

8. Soit (A, B) € P(E)?. On consideére 'application f : P(E) — P(A) x P(B)
X —» (XNAXnNB)
a. Montrer que (f est injective) & AUB = E.
b. Montrer que (f est surjective) & AN B = ().
c. Montrer que (f est bijective) < AL B = E.
9. Pour tout A € P(E), on considere la de la partie A, notée 1,4, définie par :

1,: E — {0,1}

. 1 sizec A
v 0 sizdA

a. Dessiner la fonction indicatrice de la partie A = [-4, —=1]U[1, 5[ de R.

b. Expliciter les ¥ g et 1.

c. Soit (4, B) € P(E)%.

i. Montrer que 1% = 14.

ii. Montrer que AC B< 14 < 1.

iii. Montrer que A= B < 14 = 15.

iv. Montrer que 1;\4 = 1 — 1a4.

v. Montrer que 14qnp = 1415.

vi. Montrer que 140 =14+ 15 — 1anB.

vii. Montrer que 14,5 = 14(1 —1p).

d. Montrer que Papplication P(E) — F(F,{0,1}) est une bijection.
A — 14

IIT) Images directes et images réciproques

1. Soit f € F(E, F). Soit B € P(F).
Montrer que 1y-1(py = 1po f.

2. Soit f € F(E,F).

a. Montrer que VA € P(E), A C f~1(f(4)).

b. Montrer que VB € P(F), f(f~*(B)) C B.

c. Montrer que (f est injective) & VA € P(E), A= f~(f(4)).

d. Montrer que (f est surjective) < VB € P(F), B = f(f~*(B)).

3. Soit f € F(E,F).

a. Montrer que (f est injective) < V(A, B) € P(E)?, f(AN B) = f(A) N f(B).
b. Montrer que (f est bijective) & VA € P(E), f(A) = f(A).

IV) Relations d’équivalence



1.a. On considere la relation binaire R sur R définie par :
V(z,y) € R?, 2Ry & [z| = [y|.

i. Montrer que R est une relation d’équivalence sur R.
ii. Donner les classes d’équivalence de la relation R (faire un dessin).
iii. Montrer que cette relation d’équivalence sur R est la méme que la relation binaire R’ sur R définie par :

V(z,y) e R} xRy & 2® —y? =2 — .
b. On considere la relation binaire R sur C définie par :
V(z,2') € C?2RY & |2 = |7/].

i. Montrer que R est une relation d’équivalence sur C.
ii. Donner les classes d’équivalence de la relation R (faire un dessin).

2. Soit n € N*. On considere la relation binaire = sur Z définie par :
V(k,)eZ* k=1sk—1¢€nZ

i. Montrer que = est une relation d’équivalence sur Z.
ii. Donner les classes d’équivalence de la relation = (faire un dessin).
La relation = est appelée relation de

3. On considere la relation binaire R définie sur R par :
Y(z,y) € R* xRy < xe¥ = ye®.

i. Montrer que R est une relation d’équivalence sur R.
ii. Donner les classes d’équivalence de la relation R.

V) Relations d’ordre

1. Soit f € F(R,R) injective.
On considere la relation binaire o< sur R définie par :

V(z,y) € R? x oy <= f(x) < f(y).
Montrer que  est une relation d’ordre sur R.
2. On considere la relation binaire < sur F(R,R) définie par :
V(f,9) € F(R,R)*, f 2 g & Vo €R, f(z) < g().

. Montrer que =< est une relation d’ordre sur F(R,R).
. Cet ordre est-il total ?
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3. On considere la relation binaire R sur F(R,R) définie par :
Y(z,y) € (R})*, 2Ry < In € N,y = z™.

a. Montrer que R est une relation d’ordre sur R .
b. Cet ordre est-il total ?

4. On consideére le demi-plan complexe H = {z € C/Im(z) > 0}.
On considere la relation binaire < sur H définie par :

V(z,2') € H? 2 2" & (|z| < || ou (|z] = |7/| et Re(2) < Re(z'))) .

a. Montrer que =< est une relation d’ordre sur H.
b. Cet ordre est-il total ?

5. On munit £ d’une relation d’ordre < . Soient A et B deux parties de £ admettant chacune un plus grand
élément.



a. On suppose la relation d’ordre < totale. Montrer que A U B admet un plus grand élément.
b. Donner un contre-exemple dans le cas ou la relation d’ordre < n’est pas supposée totale.
c. Reprendre les questions précédentes avec AN B a la place de AU B.

6. On considere 'ensemble E = {f € F(R,R)/f(0) =1 et f est dérivable sur R }.
On considere la relation binaire R sur E définie par :

V(f,9) € B*, fRg & Vz € R, f'(z) < ¢/ ().

a. Montrer que R est une relation R sur E.

b. Cet ordre est-il total ?

c. Montrer que Y(f,g) € E?, fRg = f =< g olt < est la relation d’ordre définie au V)2.
d. A-t-on V(f,g) € E?, f < g = fRg oll < est la relation d’ordre définie au V)2.?



