THEOREME DES DEUX CARRES

Référence : PERRIN : Cours d’algebre p.56,57,58 ou RISLER-BOYER : Algebre pour le L3 Probleme 1.4 p23+159
+ GOURDON Algebre

Soit ¥ = {n € N | n = a® +b?; a,b € N}.

THEOREME (DES DEUX CARRES)

Soit p un nombre premier impair 1

On a I’équivalence suivante :
peX<—=p=1[4

Pour démontrer ce théoréme, I'idée est de penser que si n € ¥, alors n = a® + b*> = (a + ib)(a — ib) dans C. On
va donc introduire 'anneau des entiers de Gauss Z[i].

1 L’anneau Zl[i

DEFINITION
On définit 'anneau Z[i] comme le plus petit sous-anneau de C contenant Z et i. On montre, en utilisant le fait

que i2 = —1 que :
Z[i] = {a +1ib € Cla,b € Z}

Cet anneau est intégre car inclus dans C. De plus, on dispose d’un automorphisme de Z[i] donné par la conju-
gaison :

o Z[i] — Zlj
z=a+ib —» Z=a-—1b

Cet automorphisme nous permet de définir une “norme”
N : Z[i] - N
a+ib — 2Z=a’+ b

qui est multiplicative, c’est & dire N(zz') = N(2)N(2').
L’introduction de cette norme permet de calculer les inversibles de Z[i] :

PROPOSITION 1
’7)11 a Z[i|* = {£1, £i}.

Preuve :

Si z € Z[i]*, 32" € Z[i]* tel que 2z’ =1, d’ott N(2)N(z') = 1.

Donc N(z2) = N()=1 = a*+b*=1 = (a=0etb==1)ou (a ==41et b=0).

D’ou le résultat. |

PROPOSITION 2
’I’ensemble Y. des sommes de deux carrés est stable par multiplication.

1. Tl est clair que 2 € £ car 2 =12 + 12 mais 2 #Z 1 [4] .
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Preuve :
On traduit la propriété n € 3 en termes d’entiers de Gauss :

neX e 3zeZli] /n=N(z)

Alors, sin,n’ € ¥, onan = N(z)etn' = N(2') donc nn’ = N(22') € & [ ]

PROPOSITION 3
’I’anneau Z[i] est euclidien pour le stathme N, donc principal.

Preuve :
Soient z,t € Z[i]\{0}. On a z/t € C qui est de la forme z/t = = + iy.
z

On veut approximer n par un entier de Gauss ¢ = a + ib ou a et b sont les plus proches entiers de = et y

1 1
respectivement donc |z — a| < 5 et |y —b| < 7 Ainsi,

z V2

2
- —q|<—<1
q’ 2
On pose alors r = z — gt et ainsi r € Z[i] (car z,q et t le sont) et r =t (; — q) d’ou

|r| = |t E — q‘ < |t| et en élevant au carré, N(r) < N(t).

On a donc bien écrit z = gt + r avec N(r) < N(t) et le résultat est démontré. [ |

2 Démonstration du théoreme des deux carrés

On rappelle le théoréme a démontrer :

THEOREME
Soit p un nombre premier impair.
On a I’équivalence suivante :
peEX<—=p=1[4

Remarquons déja (ce sera redémontré dans la suite) que la condition p = 1 [4] est clairement nécessaire car
Y(a,b) € N?, a* +b* =0,1,2 [4] et comme p est premier, p # 0 ou 2 [4].

LEMME
On a ’équivalence suivante :

p €Y <= pnest pas irréductible dans Z[i].

Preuve du Lemme :

(=):Sip=a®+0b* onap=(a+ib)(a—ib) et a,b sont # 0, donc a + ib, a — ib ne sont pas dans Z[i]* d’ott p
n’est pas irréductible.

(<) : Sip = 22 avec 2,2’ non inversibles (donc N(z), N(z') sont # 1), on a N(p) = N(2)N(2') = p?, donc
comme p est premier, nécessairement p = N(z) d'ott p € ¥ et le lemme est démontré. ]

Preuve du Théoréme :

Z][i] est factoriel (car euclidien pour le stathme N).
On a donc I’équivalence suivante :
p n'est pas irréductible dans Z[i] = (p) n’est pas premier dans Z[i|
Lemme d’Euclide

= Zli]/(p) non integre.
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De plus, Z[i] ~ Z[X]/(X? + 1) donc on a? :

20y = ZXY(x2 11, p) = (BVo)) Jix? 1 1) = FolX)/(x2 4 1)
Dot

p est réductible dans Z[i] p n’est pas irréductible dans Zli]
X? + 1 n'est pas irréductible dans F,[X]

X? + 1 admet une racine dans F,,

111

car X241 est de deg 2
<= —1 est un carré dans IF,.

D’apres le lemme, il nous reste donc juste & démontrer que :
—lest un carré dans F, <= p=1 [4]

Pour démontrer cela, soit on fait comme dans Gourdon p.37 ce qui nous passe du symbole de Legendre.
Soit : si p impair, on a
-1 - i =
<> — (1) = { 1 sioop 1 [4]
P —1 sinon

Et finalement, le théoreme est démontré. |

[

COROLLAIRE

Soit n € N*. On décompose n en produit de facteurs premiers : n = H pr™ ot P = {nombres premiers}.

peEP
Alors,

neXY < VpePtelquep=3[4], v,(n)estpair.

Preuve :

(<) : On décompose n de la facon suivante car lorsque p = 3 [4], v,(n) est pair :

2

n= I »*" T »-™

p=3 [4] pZ3 [4]

Le produit de gauche est un carré parfait donc il appartient a X.
Dans le produit de droite, chaque p est congru a 1 modulo 4 ou égal a 2 donc dans .
La stabilité par multiplication de ¥ permet alors de conclure.

(=) : (Gourdon p.49) On a n = a® + b%. Soit d = pged(a, b).

a
Les nombres A = — et B = p sont premiers entre eux. De plus n = d*(A? + B?).
Soit p € P tel que p divise n tel que I'exposant de p dans la décomposition en facteur premier de n est impair.
Du coup, p divise A2 + B?. Or p ne divise pas A. En effet, si p divisait A, alors p diviserait B ce qui est exclu
car A et B sont premiers entre eux. ~ ~
Ainsi A non nul dans F;. Et comme A? + B> =0 et (A-1B)? = —1,c’est-a-dire —1 est un carré modulo p ie
cela entraine que p = 2 ou p = 1 [4]. Donc tous les gens premiers = 3 [4] ont bien leur valuation paire (sorte
d’absurde ici).

2. Il faut savoir expliciter ces isomorphismes. Pour cela considérer les projections canoniques et faire du thm d’isomorphisme en
considérant le Ker des composées. Ce sera surement bien fait sur la page de Flo cet été.
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Notes :

v A Yoral,11’11 en trés vite. Il faut faire une intro sur Zl[i] avec inversibles et stable par multiplication.
Puis corollaire, puis thm pour p premier.

v" On peut prendre la fin du corollaire dans Duverney.

& Carl GAuss (1777 - 1855) est un mathématicien, astronome et physicien allemand. Il a apporté de tres
importantes contributions & ces trois domaines. Surnommé “le prince des mathématiciens” (Mathematicorum
Principi), il est considéré comme 'un des plus grands mathématiciens de tous les temps. La qualité extra-
ordinaire de ses travaux scientifiques était déja reconnue par ses contemporains. Il dirigea 1’Observatoire de
Gottingen et ne travailla pas comme professeur de mathématiques — d’ailleurs il n’aimait guére enseigner — mais
il encouragea plusieurs de ses étudiants, qui devinrent d’importants mathématiciens, notamment EISENSTEIN
et RIEMANN. Il a beaucoup échangé avec Sophie GERMAIN et était assez fan d’elle (un féministe!).
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