ALGORITHME DU GRADIENT A PAS OPTIMAL

Référence : HIRIART-URRUTY Optimisation et analyse convexe exercice I1.8. p.52 et FGNAL3
Lecons : 162,232,233

— LEMME (INEGALITE DE KANTOROVITCH)

Soit A € ST (R) de valeurs propres minimale et maximale Apiy €t Amax. Alors en posant c(A) :=

conditionnement de A,

-2
a2 4 \/K Amin c(4)
R >4 \/ =45
Vo & ’ <A£C, £L'> <A71$, .’E> /\min * )\max (C(A) + 1)2

Preuve :
11 suffit de montrer cette inégalité pour x de norme 1, ce qu’on supposera dans la suite. A est symétrique donc il

existe une base (e1,- - ,e,) orthonormale de vecteurs propres de A. On note x = Z rieiet 0 < A <o < Ay
les valeurs propres de A.

<Al”x><A”W>:mei%x?: Z% if

*’l\’l

An A
Apres étude de la fonction x — /\— 4+ — qui atteint son maximum 1 + )\—n en \1 et en A\, on en déduit que
1 x 1

2
A A\
—1 < 1 n 2
(Az, 2) (A7 z,x) < W ((1 + /\1> 1221 x1>

A +)\72
4, M

M Ao A2
™ <1+2A +A2)

M A
(A 9y A
4(/\ * +/\1>

()

Il suffit d’inverser cette formule pour obtenir I'inégalité escomptée.
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— THEOREME
1

Probléme : Soit A € S;" + (R) et b € R™. On cherche & minimiser f : z +— —~(Ax, x) + (b, x) quande parcourt

R"™. 2

Il existe une unique solution & ce probléme, caractérisée par V f(z) = 0.

De plus, 'algorithme défini par : g € R™ et pour k > 0 :

dk; == —Vf(l‘k) = —Al‘k —b
Tpi1 = Tg + trdy,

ol tj est Punique réel (positif) minimisant g : ¢ — f(zy + tdy) sur R
converge vers I.

a. On enleve le ¢ du livre qui n’apporte rien

Preuve :

Conditions de minimalité (question 1)
Soit Z un point minimal, alors V f(z) = 0.
Or

flz+h) = %(A(x+h),:c+h)+<b,x+h)

= 2 (Aw2) + (b.2) + 5 (Az, ) + (Ab,2)) + (b, h) + 5 (AR, )
= %f(x) + (Ax, h) + (b, h) + %(Ah, h) car A symétrique
= 2 () + {Az 4+ b,h) + o[l

Donc Vf(x) = Az + b et donc z = —A~ .
Minimiser f revient & inverser une matrice, de maniére peut-étre plus efficace.
D’autre part,

f:=min f(x) = f(z) = %(Ai‘,a_ﬁ) + (b, x)

zER™
1

= 5(Agf,j) + (—AZ, T)

= —%(A:E,@

:—%(A(—A*lb), A~1D)
1

= (—b —A"1
S{=b.—A7D)

— 1 -1

- 2<A b7b>

De plus, Z est bien le minimum car f est strictement Convexeﬂ coerciveﬂ sur R™ donc il existe un unique
minimum pour f.

Dans toute la suite de la preuve, on suppose dy, # 0 car sinon Axy = —b et 'algorithme converge en temps
fini.

1. car la matrice hessienne de f est A qui est définie positive.

2.
1
If(@)] = 5 Az, z)| — |(b,z)]
1 2
2 5 Amin [|2[I7 = [lo]l 1]
— o0
llz]l—o0
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Calcul de ¢ (question 2)
1
g(t) = f(.’ﬂk + tdk) = §<A(£Bk + tdk), T + tdk> =+ <b, TE + tdk>
1 1 1 1
= §<A$k,$k> + §<Atdk7xk> + §<Aﬂfk, tdy) + §<Atdk7tdk> + (b, z) + (b, tdy)

1
= f(.%‘;g) + <A.%‘k + b, tdk> + §<Atdk, tdk>

—dy,

1
= f(zr) — t|dil* + §t2<Adk,dk>

2
Donc ¢'(t) = — ||d||> + t(Ad, di) et ¢'(t) = 0 = t = t), = </|1|;lk”d > > 0 (on peut diviser par (Ady, d)
ks O
car di # 0 et A définie positive).
Calcul de Perreur sur f(z;) — f (questions 2 et 3)
[ L lde]®
- trdy) = _ MOy, NN Ay, d
f@rga) = foe + tedi) = () TAdy. d) lde* + 5 3 TAdy, dp)? 5 (Ady, di)
_ B S A
=) " ey 2 (Ady dy)
L
= flox) 2 (Ady, dy)
Donc A
; ;1 |ldl I *
_ f = Y | Bt | B _ 1—
fxpp) = f=flaw) — f 2 (Ady, dy) (f(xk) f) 2(Ady, dy) ( f)
Or :

(A7 Vdy, dy,) = (A1 (Axy + D), Azy + D)
= <l‘k + A_lb, Axy, + b>
= <£Ek, A$k> + <1’k, b> + <A_1b, A$k> + <A_1b7 b>
—_—

—_——
(b,xi) —2f

—9 %(:pk,Axw + {(xg,b) -fl=2 (f(x’f) - f)

f(zk)

Donc finalement

o [l dl
flaper) = f = (flzx) = f) (1_ (Ady,,d ><Ij4 1dk7dk>>

L’inégalité de Kantorovitch donne,

[l |I* S c(A)
(Ady, dig) (A=, di) ~  (c(A) + 1)2

Done o Fe U f)( 21 +1>2<...< (F(z0) = /) <ng1§+1)%

Calcul de Verreur sur ||z — Z|| (question 3)
Par ailleurs, on a

(A(zp — Z), 2 — =) = (Azg, ), — ) — (AZ, 2 — T)
= (Axy, zr) — (Azy, ) (Az,zy) + (AZ, T)
= (Axy, x1) + (Azp, A7) + (AA™ D, 21) + (AA™ D, A71D)
= (Axy, xp) + (zk,b) + (b, %) + (b, A~'b)
————

2f(xk) —2f
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Donc
1

flaw) = f = 5(Aws = 2), 05 = B) > 5 Amin [|2, - 7|2

| —

Et finalement

e — 7| <

2 (f(0) = f) <c<A> - 1)’“
Amin c(A)+1
T |

Donc z, — =.
n—+oo

Notes :

v A Doral, on ne fait pas Kantorovitch. 14’36 allure normale (énoncer Kanto avec le conditionnement !)

v Lorsque n = 2 xj converge en zigzags vers ZT.
v’ Plus ¢(A) est proche de 1, plus la méthode converge rapidement. A Uinverse lorsque ¢(A) est loin de 1, la

méthode est tres lente. ~
Le cas limite serait celui ot ¢(4) = 1 (donc A homothétie), ce qui suppose 2(f(z) — f) = A ||z — Z||* auquel cas

on atteint x dés la premiere itération. En effet, dy = —Azg — b = —Axg + Az, donc ty = X et on obtient bien

x1 = Z (ou sinon on utilise la derniére majoration...).
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