AUTOMORPHISMES DE K (X)

Référence : FGNALI : exercice 5.54
Lecons : 140, 125, 141

— THEOREME
Soit K un corps quelconque.
K(X) — K(X)
Les automorphismes de K-algébres de K (X) sont les applications de la forme a = (aX + b) ou
cX +d

a,b,c,d € K* vérifient ad — be # 0.

Preuve :

Etape 1 : Déterminons les endomorphismes de K-algebres de K (X).
Soit @ un endomorphisme de K- algebres de K(X). Posons F = ®(X).

Soit P =Y " ppX* € K[X], on a: ®(P) Zp,@ (X*) =) mFr=r
keN keN keN
. P ®(P) PoF
Ainsi, pour tous P € K[X], Q € K[X]\{0} et G=—=,00,ona: ®(G)=—= = =GoPF.
[X] [XI\{0} Q (G) BQ)  QoF

est bien un morphisme de K-algebres. !

Réciproquement, pour F € K(X)\K, ®p : ‘ K(X) — K(X)

= GoF

Remarquons que si F'=a € K, alors @ n’est pas bien défini : en effet n’a pas d'image par ®p.

Ainsi, I'ensemble des endomorphismes de K-algébres de K (X) est I’ensemble des ®p, ou F parcourt
K(X)\K?2.
Etape 2 : Cherchons & quelle condition sur F, 5 est un automorphisme.

Supposons que @ soit un automorphisme.
Alors @ f est surjectif et donc : 3G € K(X),Prp(G) =Go F = X.

Soient F' = B et G = é des représentations irréductibles de ces fractions rationnelles.
dp dq

On écrit P = ijXj et Q = quXk ot dp et dg sont les degrés respectifs de P et Q.
j=0 k=0

Ona:GoF=X&PoF=Xx(QoF)

dp dq
@ijFj :XZQka
<:>ij3] Z(Ik

dp dQ
& ijA]Bm*J =X quAkBm*k, ol on a noté m = max {dp,dg}.
§=0 k=0
1. Il s’agit de vérifier :
— Pp(1) = 1.
— ®p(G) est bien défini pour tout G € K(X).
B™ x (PoF)

A
Pour cela, on montre que G o F' = ou F' = B est une écriture irréductible et m = max{deg P,deg Q} est une

Bm x (QoF)’
écriture de G o F' en fraction de polynomes et que le polynéme B™ X (Q o F') n’a qu’un nombre fini de racines.

— ®&p est K-linéaire.

— ®p (G1G2) = @ (G1) F (G2) pour tous G1,G2 € K(X).

2. nécessairement, ¢a a été vérifié dans le “réciproquement”
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— D’une part, A|(po — goX)B™ 3.
Or A et B sont premiers entre eux, donc A et B™ sont également premiers entre eux, d’ou A|py — go X .
Aussi, comme P et Q sont premiers entre eux, on a (pg, go) # (0,0).
Donc pg — qo X est de degré 0 ou 1, donc A est de degré 0 ou 1.
— D’autre part, B|deAdPBm*dP — quXAdQBm*dQ .
— Sim =dp =dg, alors B|(pm — ¢mX)A™ et donc Blp,, — ¢nX car B et A™ sont premiers entre
eux. Or g, # 0 car @ est de degré m = dg, donc deg B =0 ou 1.
— Sim =dg > dp, alors B|¢,, XA™ donc B¢, X donc deg B =0 ou 1.
— Sim =dp > dg, alors Bl|p,, A™ donc B|p,, donc deg B = 0.

Toujours est-il que deg B =0 ou 1.
aX +0b

cX +d
Et F ne pouvant évidemment pas étre constant, on doit imposer* ad — be # 0.

Par conséquent, il existe (a,b,c,d) € K* F =

Etape 3 : Réciproquement, montrons que cette condition nécessaire est suffisante.
Pour (a,b,c,d) € K* vérifiant ad — bc # 0, on note D, p.c.a le morphisme de K-algebres défini par :

aX +0b
DPupea(X) = .
pea(X) cX +d
GLQ(K) — EndK_alg.(K(X))
Montrons que : & : a b . o est un morphisme de groupes.
c d a,b,c,d

Cela découle de 1’égalité :

aZRE b (aa +b)X + (abl + bd)
X1V =
cc’XId’ +d (cd +dc)X + (b 4+ dd')
! / !/ / / /!
On reconnait effectivement les coefficients du produit matriciel (CCL b) (a b ) = (aa +bc ab+bd >

d/ \cd d ca' +dd b +dd
ie ®(MM') = B(M)D(M).
’ ’ -1

On en déduit alors que @, p ¢ q est inversible, d’inverse @/ pr o ¢ OU (Z, Z,) = <i Z) , car ad—bc # 0.

Donc pour (a,b,¢,d) € K* vérifiant ad — be # 0, D b c.a est un automorphisme de K-algebres de K (X).
On en déduit finalement que 'ensemble des automorphismes de K-algébres de K (X) est 'ensemble des appli-

K(X) — K(X)
cations de la forme aX +b\ avec (a,b,c,d) € K* vérifiant ad — be # 0.
G — G X +d

Réponses a de possibles questions

1. Pourquoi ¢a s’appelle PGL,(K) ?
(_)

Notes :

v A T’oral, bla
v Sily a du temps : Le 2°¢ théoréme d’isomorphisme peut méme nous donner un résultat supplémentaire.
On a montré au cours de la démonstration que Im(®) = Aut g_a15. (K(X)).
De plus
PopeaX)=XeaX+b=cX’+dX eb=c=0eta=d
Donc Ker(®) = {AL|A € K*}.
Et on en déduit donc Aut g_a1e. (K (X)) ~ GL2(K)/Ker(q>) = GL2(K)/{>\[2 ‘)\ c KX } = PGLy(K)

dq dp
3. 1l suffit d’écrire, avec 1’égalité juste au dessus : poB™ — o XB™ = A <X Z g AF~tBm—k _ ijAj_le_])
k=1 j=1

aX +b
cX +d

4. Si =y alors a = ¢y et b = dy donc ad = be
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