EQUATION DE LA CHALEUR

Référence : FGINAN4 p.49
Lecons : 222, 246.

— THEOREME
Soit 1y : R — R une fonction non nulle, continue, C! par morceaux et 2r-périodique. Il existe une unique
solution u sur RT x R de 'équation aux dérivées partielles

2
% - % et VreR, u(0,x) = up(x)

ol u est 2m-périodique par rapport & la variable z (et ce pour tout ¢ > 0), continue sur RT x R et C*° sur
R™ x R.

Preuve :

Analyse : Soit u une solution du probléme posé. Pour ¢ > 0 fixé, u; : ¢ — u(t,z) est 2m-périodique et de
classe C* donc somme de sa série de Fourier d’apres le théoréme de Dirichlet :

. , 1
u(t,x) = Z cn ()™ avec ¢, (t) = 7

n=—oo

2 .
/ u(t,x)e” " dx.
0

Ju
Montrons que e s’obtient par dérivation formelle par rapport a ¢t de cette expression. Comme pour wu,

on peut écrire

ou @=L ~ 1 (% du :
E(t’l“) = n;m cn(t)e™” avec cp(t) = o J, E(tﬂ)eﬂmdl‘-

La fonction w étant de classe C' sur R** x R, on en déduit par le théoréme de dérivation d’une
1 2 .

intégrale a parameétre que 'application ¢, : t — 2—/ u(t,z)e”"dx est de classe C'! (on integre
T Jo

sur un compact) et ¢, (t) = ¢, (t) de sorte que

Ou = , .
—(t,x) = Z c, (t)em.

ot
n=—oo
2u
De méme, la fonction 922 est somme de sa série de Fourier et, par double IPP
x
a2u = 2 inz
A5 = Z nep(t)e'™".
oz S
Ainsi, le probléme s’écrit :
+oo
Vi>0VereR, 0= Z (¢l () +n’cy(t))el™.
n=—oo

Or, & t fixé, cette série est normalement convergente car ' somme de deux séries CVN (Dirichlet pour les

1. On peut aussi dire série de Fourier de 0 qui est C*>

Laura GAY d’apres Pierre DERENNES p.1 16 juin 2015



deux) donc on peut inverser :

2 +oo
O:/ Z (¢ (t) +n’cp(t))e™ | e7 0% dy
0 =

+oo or
= Z (C/n (t) + nzcn (t)) / el(’ﬂ*NO)wdx
n=—oo 0

=0 sauf si n=ng

= 27(c),, (t) + ncny (1))

otl ng € Z. Ainsi, pour tout n € Z et tout t > 0, c,,(t) +nc,(t) = 0 de sorte? qu'il existe o, € C tel que
2
cn(t) = ape™ ™"
+ oo
Il reste a déterminer «,,. Pour cela on considere la série de Fourier de ug que 1’on note Z C’ge‘”x. Ug
n=-—oo

vérifie les hypotheses du théoreme de Dirichlet donc est bien somme de sa série de Fourier. Le théoréme
de Parseval appliqué a ug — u; donne

+oo 1 27
> 1C - al®f = o [ lw() - @)
2w 0

n=—oo

1 2m
A n fixé, on a donc |CY — ¢, (t)]* < %/ luo(2) — ue(x)|?da.

Or, cette intégrale tend vers 0 quand ¢ tend vers 0 par le théoréme de convergence dominée. En effet,

— (t,x) € ]0,1] x [0,27] > |ug(z) —ut(2)])? = |u(0, ) —u(t,z)|* est bornée sur le compact [0, 1] x [0, 27]
par continuité de u donc majorée par une fonction intégrable sur [0, 27] et indépendante de ¢

— pour tout z € [0, 27], |ug(z) — w(z)] P 0

En passant & la limite on obtient finalement |C0 — a,|* = 0 i.e a,, = CV.

+oo
Donc si u est solution du probléme u(t, z) = Z C’ge_"zteim, oit les CY sont les coefficients de Fourier
n=—oo
de ug.
“+oo
Synthése : Montrons que u : (¢,z) — Z C’ge*”%eim convient.
n=—oo

Tout d’abord, cette série converge normalement par comparaison avec la série Z |02| qui converge en
vertu du théoréme de convergence normale. u est donc bien définie et continue puisque chaque fonction
(t,x) — Cge_"Qtei"”” est continue + CVN.

Pour tout ¢ > 0, z — u(t, z) est 2m-périodique.

La dérivation formelle de la série définissant u donne pour k,l € N

ak+l

5 l(cge—nzteinx) _ (_1)kiln2k+lcge—n2teimc.
x
2
Soit tg > 0. Comme les C° sont bornés® par K = o / |uo|, cette série est normalement convergente
™ Jo
sur Jtg, +00[xR puisque
) 1
(71)kiln2k+lcgefn2telnz < Kn2k+lefn2to -0 <2> )
n
Alors, u admet des dérivées partielles a tout ordre donc
8k+lu = 2, i
t $) _ Z (_1)kiln2k+lcoe—n tine .
G n
otrkozx et

2. On pouvait aussi conclure en disant que le terme de droite est une série trigonométrique uniformément convergente (car
normalement convergente) donc coincide avec sa série de Fourier et est continue sur R et invoquer le fait que deux fonctions
continues sont égales s.s.i elles ont méme coefficients de Fourier

27 27
3. 11 faut écrire / up(x)e ™ "Tdx = / Z Cgei(k’")xdm =2rCY
0

0 kez
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et u est de classe C sur Jtg, +00[xR et donc sur R™* xR et u vérifie bien 1’équation aux dérivées partielles

considérées.

—+o0

Conclusion : Z C?Le*”%eimC ot les C? sont les coefficients de Fourier de ug est I'unique solution du
n=—oo
probleme.
[ ]
Notes :
v A loral,
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