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Référence : GOURDON : Analyse p. 317 et 327

Soit U un ouvert de R”, et f,g1,...,¢,: U — R des fonctions de classe C'. On définit
I'={zeUlg()="-=g(x) =0}

Idée : maximiser (ou minimiser) f sur un sous-ensemble de U de la forme de T'.

Théoréme (Théoréme des extremas liés de Lagrange)

Si fir admet un extremum relatif en a € T, et si les formes linéaires Dgi(a),...,Dg,(a) sont linéairement
indépendantes, alors il existe des réels A1, --- , A, appelés multiplicateurs de Lagrange, tels que

Df(a) = Z AiDg;(a).
i=1

Preuve :

1. Soit s = n—r. On peut identifier R" & R* x R". On écrit donc les éléments de R" comme (z,y) ot x = (z1,...,Zs)
et y=(y1,...,yr).
Posons a = (a, 8) € R* x R".
Déja, r < n car les formes linéaires Dg;(a) forment une famille libre et la dimension de 1’espace dual de R™ est n.
De plus, si r = n, le théoréme devient évident car les Dg;(a) forment une base de (R™)".
On peut donc supposer que 7 < n, ie s > 1.

2. Les formes linéaires (Dgi(a)),,, forment une famille libre, ainsi la matrice :

991y ... 091y 991y o 0o
9, (@ 9. By (a) g Y
E)gr. o Bgr. 8gr. 8gT.
D, @) 9. (@ o (a) 0 (a)

est de rang r
On peut donc|| en extraire une sous-matrice r X r inversible. Quitte a changer le nom des variables, on peut

supposer que :
det (39i (a)) £0
9y; 1<i,j<r

Ce qui peut se reformuler, en posant g := (g1,...,9r) par : Dyg(a) est inversible.

3. D’apres le théoréme des fonctions implicites, on peut donc trouver un voisinage ouvert U’ de o dans R®, un
voisinage ouvert Q de a)(a, 8) dans R" et une fonction de classe ¢ = (¢1,...,¢.) : U — R” de classe C' tels
que :

(.%‘ € Ulv (w,y) €Qet g(a:,y) =0)& (y= QD(LE))

En d’autre termes, sur un voisinage de a, les éléments de I' s’écrivent (x, ¢(x)). Comme a € I', on a 8 = ¢(«)

4. Posons ¢ := (Y1,...,%n) : ¢ € U C R® = (x,9(x)). Alors ¢(z) € T' par le TFIL. Posons également, sur U,
h= fou.

1. car r lignes donc au plus r et les Dg;(a) forment une famille indépendantes. Or les Dg;(a) sont une combinaison linéaire des
dérivées partielles. Supposons par l’absurde que les r lignes soient liées. Avec les deux combinaisons linéaires combinées (ahah) on
arrive & une absurdité.

2. cf Debeaumarché




Comme h(a) = f(a), h admet un extremum local en « (car f admet un extremum local sur I en a).
Ainsi, pour tout i € [1, s,

0= ()= 3 L) G+ 30 Fwe) @

En remarquant que Vj € [1, s], % =0, et que Vj € [1,7] &p;ﬂ = %

a‘P] _
81’1 Z axz ay] (a)=0

De plus, g o 9 est nulle sur U’ donc pour tout k € [1,7] c’est également le cas pour g o %. Donc, par un calcul
similaire & celui du dessus, pour i € [1,s] :

Et comme a = 9(«), on obtient :

agk 84,0] agk _
&'cz Z axz 6‘y] (a) =0

Si on considere donc la matrice :

af of af of

gl,l() g”«’s() gyl() gyr()
91 g1 og1 91

M — 87551 a’) e axs (a) ayl (a’) ayr (a)
dgr dor - 0g 99,

. (a) -+ D2 (a) o (a) 0 (a)

Les s premiers vecteurs colonnes de M s’expriment, d’apres les deux formules aux dérivées partielles ci-dessus,
linéairement en fonction de ses r derniers vecteurs colonnes, donc rg(M) < r. Ainsi les r + 1 lignes de M forment
une famille liéeEl

Ceci entraine 'existence de réels po, . ..

poD f(a) + p1Dgi(a) +

, v non tous nuls tels que :

4 prDgr(a) =0

Comme la famille (Dg;(a)); est libre, po # 0 donc en posant \; = B pour ¢ € [1,r], on obtient
o

a) = Z AiDgi(a)

Notes :

v' La famille (Dg;(a)) étant libre, les multiplicateurs de Lagrange \; sont uniques.
& Joseph, Comte de LAGRANGE (1736 - 1813) est un mathématicien, mécanicien et astronome italien. Il passa
trente ans dans le Piémont, puis vingt-et-un ans a Berlin, et le restant de ses jours a Paris. Dans une lettre
adressée & Euler (plus grand mathématicien de I’époque), il jette les bases du calcul variationnel. Cet échange
est le début d’une longue correspondance entre les deux hommes. Napoléon Ier lui montra son estime toute
particuliere en le nommant membre du Sénat conservateur avec Monge et Laplace.

3. Plus précisément, ca vient de rg(tM) =rg(M), le rang des vecteurs lignes est égal au rang des vecteurs colonnes de M



