FORMULE SOMMATOIRE DE POISSON

Référence : GOURDON : Analyse p. 273 + WILLEM Analyse harmonique réelle p. 149 pour Coro 1

Rappels sur la transformée de Fourier

Déf : la transformée de Fourier est tout d’abord définie pour u € L'(R) classiquement, pour y € R, par

a(y) = / u(t)e_2i”ydt
R
Elle est bien définie par théoréme de comparaison.

Déf : L’espace de Schwartz des fonctions a décroissance rapide est défini par :
SR): ={uelC®(R)/Va,B €N sup |xa8ﬁu(x)| < o0}
rER™
={u e C®(R) / Vo, € N*, lim |x0‘85u(x)| =0} C Co(R™)
—+00

2]
Prop : S(R)c [ LP(R™)

1<p<Koo
S(R)

u

Thm d’isomorphisme de Fourier : La transformation de Fourier F : est une bijection li-

— |S(R)
— (0
néaire. On a 4(z) = u(—z).

Egalité de Plancherel : Siu € S(R), on a |lull, = ||4]|,. Ainsi, F est continue si on munit S(R) de ||-[|,.

Propr : Si umeS(R),/ﬁv:/uﬁ
R i

— THEOREME (FORMULE SOMMATOIRE DE POISSON)

Soit f € S(R). Alors la série Z f(- 4+ n) converge normalement sur tout compact de R et, pour tout = € R,
ne”Z

S St n) = 3 fmyete

nez ne”L
Preuve :
Etape 1 :
1
Comme f € S(R), on sait que pour tout k, f*)(z) = O (2>
+oo \ T

Alors, soit M > 0 tq |f(z)| < M/x? pour |z| > 1 (il s’agit ici de prendre une “marge" de x, un x assez
grand puisque le O est en +00).
On veut montrer que Z f(x 4+ n) converge normalement sur tout segment de R.

nez
M
Ainsi, Vo € [-K,K], V¥n € Z tq |n| > K + 1 (pour que |z +n| > 1 cf!), |[f(z+n)| < [CEESE <
T+n

1. Ainsi,ona|n|>K+1> K < |z| donc |z +n| > |jz| —|n||=|n| —|z| > K+1-K =1
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(In| - K)*
—_———

indpt de =

o M
Ainsi 17+ ) < oo
Par comparaison des séries & termes positifs avec les sommes de Riemann, la série Z f(z+n) CVN sur

nez
tout segment de R. Notons F' = Z f(- 4+ n) sa limite simple.
nez

Par un raisonnement similaire, on montre que Z f'(z +n) CVN sur tout segment de R.

nez
Le théoréme de dérivation des séries de fonctions (comme f € C') montre que F est de classe C! sur R et
vérifie, pour tout x € R,

Fllw)=)_ f'(z+n)

neZ
Etape 2 :
De plus, pour x € R, pour N € N,
N N+1
Y fla+l+n)= > fl@+n)
n=—N n=—N-+1

donc en faisant N — +o0, on en déduit F(z + 1) = F(x) ie F est 1-périodique.
On calcule les coefficients de Fourier de F, pour N € Z :

1
ex(F) / P(t)e2mNtq
0

2 +oo 1 )
= > / f(t+n)e 2™ Niqt
n=—o0 0
00 n+1
_ Z / f(t)e—QiTrNt e2i7rN7’L dt
n=—oovm :'1
+OO . A
= [ et = )
— 00
Ainsi, comme F est C! et de période T' = 1, on peut appliquer le théoréme de Dirichlet, pour tout z € R,
F(x) =3 fme™#
neE”Z
D’ou le résultat souhaité. ]

COROLLAIRE 1

Dans S'(R)’ on a 07 = Z(gk _ SZ (: Ze2i7rk~>

keZ kEZ

Preuve du Corollaire 1 :

Ce qui est entre parenthéses est & montrer selon le temps®.
On fait attention ici & la notation du Willem. ¢ signifie ¢ ie (0, ¢) = ¢(0). Donc :

(Tad, ) = (0, 7—ap) = (6, 0(- + a)) = p(a) = (da, )

2. on peut inverser car la série CVN et F est C!

3. On utilise la transformée de Fourier d’une translatée d’une fonction quelconque, 5 =1 et la formule d’inversion. C’est plus
ou moins fait dans le livre.
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Ainsi 7,0 = 6,.

On va déja vérifier que ces sommes sont définies.

Soit ¢ € S(R), avec la formule sommatoire de Poisson en z = 0, on sait que Z ©(n) existe.
nez

Du coup, (dz, ¢ Z (k) donc dz existe bien.

kEZ
Vérifions que &z est une distribution tempérée ie dz : S(R) — C et dz est linéaire et continue.

On sait que [-[|,, , : ¢ — sup ") (:L")‘ sont les semi-normes définissant la topologie de S(R).
’ rzeR

el < leml= 3 5 [n%e(m)] + p(0)]

nez nez*

1
< (Z n) lella0+ lelloo

nez*
———
2
2X T
2

o
< 5 (Il + ello,)

Zng”‘P”k,z
<0

Ainsi 0z est bien une distribution tempérée (S’'(R)). On peut donc calculer sa transformée de Fourier.

Soit ¢ € S(R),

(0z,0) = (67,9) (def de Fourier dans les distrib)
= Y ¢(n)  (def de dz)
nez

= Z o(n) (Formule sommatoire)
nez
= (0z,p) (def de 67)

Donc 67 = SZ, [ |

COROLLAIRE 2

Vs >0, Ze*””S*\IZe*’T”

nez neEZ

Preuve du Corollaire 2 :

Soit a > 0. On va appliquer la formule sommatoire de Poisson & f : z +— e—oa”

On calcule, sin € Z,
R 2o (u=vat) 1 —u? o2
fn :/e at e 217rtndt v /e u \qu
( ) R \/a R

I(n)

Posons, pour z € R, I(z) = ot AT gy

R
On va chercher une équation différentielle vérifiée par I. Déja, montrons que I est dérivable. Pour cela, posons
2 2irx—
flx,t)=e""e Ve,

0 t DY
f est intégrable (comparaison & l'intégrale de Gauss). De plus, 8f (z,t) = —2i7rTe*th 2ime o
&)
af af t 4
—— est continue par rapport a x et at et |=—(z,t)| < 2mr——e”
p par rapp 5 (20 1) Ta
———

intégb et indep de x
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—2im _ 2 it
te e E

= — e vadt.
L Vo Jr
D’autre part, on integre par parties I :

Ainsi I est dérivable et I'(x)

t=4+oc
I(z) = et e TATUE qf = efﬁi\/_a e~ A s 7/ —ote=t’ \/.E v
R \\/T’ —2irx oo JR —2irx
0
Finalement : o
I(z) =— I'(z
(2) = 55 T'()
Donc

Et ainsi

On applique la formule sommatoire de Poisson en x = 0,

2 ™ 2
2 :e—an _ s § :e—"a"
«

nez neZ

2

Ceci étant vrai pour tout a > 0, on prend a = 7s.

Réponses a de possibles questions

1. A-t-on le résultat si on affaiblit les hypotheses ? (Alexis Ropiquet)

« _ 42 _Qigx—t—
,L te e VA AL
1T R
1 (w)
|

1
— Oui : on n’a juste besoin de o mais on peut fabriquer un contre-exemple avec f(z) = O () et une
T

convolution.

Notes :

v A Toral, on ne fait qu'un des 2 corollaires selon la lecon mais attention on 1’écrit des le début avec le
plan comme ¢a on ne se trompe pas. Avec le Corollaire 1, c’est un peu court, il faut bien prendre son temps.
Avec le Corollaire 2, on a juste le temps qu’il faut, il ne faut pas speeder (sauf si on est a la bourre a la fin),
ni prendre son temps. Toujours pour le Corollaire 2, étre entre 7 et 8 min a la fin de la démo du théoréme.

Thm 7, coro 1 3’42 (aie), coro 2 7.
v' Il faut ici savoir redémontrer 'intégrale de Gauss pour le Corollaire 2.

& Siméon Po1ssoN (1781 - 1840) est un mathématicien, géometre et physicien frangais. Sa contribution la plus
essentielle concerne ’électricité et le magnétisme qu’il contribua a fonder mais il eut également une influence
en astronomie, notamment sur l'attraction des planetes. En mathématique, ses travaux les plus importants
portent sur la série sur les intégrales définies, sur les séries de Fourier, les intégrales de Fourier, sur le calcul des

variations, sur la probabilité des moindres résultats des observations.
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