INTEGRALE DE FRESNEL

Référence : MADERE : Développements d’Analyse p. 166

THEOREME
On a I’égalité suivante :

400
i’ dg = ﬁei%
0 2

Preuve :
too
On pose ¢ = / e’ dux.
0

¢
Pourt,T}O,onpose:f(t):/ i dz, F(t // el(e*+v%) dzdy et I(T) = / F(t)dt.
0 [0,]2
On va exprimer F(¢) de deux manieres.

D’une part, la fonction (z,y) — (™ +9%) est continue sur le pavé compact [0,t]?. En appliquant Fubini, on
obtient : F(t) = f(t)>.

D’autre part, notons :

Ay ={(z,y) € ]R2|x €0,t] et y € [0,2]}

Ay ={(z,y) eR*ly € [0,t] et x € [0,y]} Ay

La fonction (z,y) ~ (y,x) est un C'-difféomorphisme de A; sur
A}. Par changement de variable, on obtient : A;

_ // ei($2+y2)dxdy+// o (#H) dpdy = 2// J(540°) ey
A, . A,

La forme de lintégrande suggere alors un passage en coordonnées polaires : (r,0) — (rcosf,rsinf) est un
t
C!-difféomorphisme de K; := {(r7 0) € R?|0 € [07 g] et r € [0, 9} } sur A;.
cos

On obtient alors :
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Puis, en injectant dans I(T), on obtient :
) dedt
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En appliquant Fubini, puis le changement de variable v = —0 on trouve :

nr ———/ / ( > td@————/ /COSG i cos&dudﬁ———— f< r >cos€d9
cosf

On souhaite désormais faire tendre 7" vers +oco. On va montrer que f est bornée au voisinage de +oo. Il suffit

t
de montrer que lintégrale de Fresnel est convergente. Etudions / e da.
1
Par changement de variable © = 22 et en faisant une intégration par parties :
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Donc f est bornée au voisinage de +o00, donc lim I(T) = iZ.
T—+o0 4

Par ailleurs, lim f(t) = ® et lim F(t) = ®. Montrons que lim I(T) = ®.
t—+o00 t—+o0 . T—o0
Soit € > 0; 3A > 0,Vt > A, |F(t) — ®*| < 3 Soit T'> A, on a :
1

1 A 1 T A 1 T
I(T):T/O F(t)dt—i—T/A F(t)dt puis |[I(T) — ®*| < T/o |F(t) — @7 dt—&-T/A |F(t) — ] dt

T—A

<§ pour T2>2Ty < -

NI

Donc pour T > max {A, Tp}, |I(T) — ®*| <&, d’'ou Jim 1(T) = P2,
— 00

™ T ox
Par unicité de la limite : % = 117 d’ou & = iielz.

Pour déterminer le bon signe, on regarde le signe de () :

< L, du * sinu 2, 2D Gin gy
Sm(P) = Sm (/ oo’ dx) =Qm (/ e ) = / du = / du
0 0 2V/u 0 2Vu ,;) 2k 2Vu

_ i /(2k+1)7r sinu dut /2(k+1)7r sinu du) - i /(2k+1)7r sinu (1 1 ) du> 0
k=0 \Y2kT 2v/u (k41 2Vu k=0 7 2km 2 VATV T
Ainsi, & = gei% -

Notes :

v A T’oral, 13’45 allure normale.
& Augustin FRESNEL (1788 - 1827) -tuberculose- est un physicien frangais. Fondateur de I'optique moderne, il
proposa une explication de tous les phénomeénes optiques dans le cadre de la théorie ondulatoire de la lumieére.
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