IRREDUCTIBILITE DES POLYNOMES
CYCLOTOMIQUES

Référence : GOZARD Théorie de Galois p.68
Lecons : 102,120,121,123,141.

— DEFINITION

2ikm
Pour n € N*, on note pu,, := {e n ke Z} I’ensemble des racines n-iemes de 1'unité et

oy = {emﬁ’r / kel,n-1], k/\nzl}

I’ensemble des racines n-iémes primitives de 'unité c’est a dire celles qui engendrent p,,. Le n-ieme polynome
cyclotomique est le polynéme défini par

o, = [[(x-9.

gens,

— LEMME 1

Ona X" —1=]]®uX)
d|n

Preuve :

Il suffit de montrer que u,, = |_| -
d|n

Sid|n, w; C pta C fn.
Chaque racine n-iéme de 1'unité a un unique ordre (multiplicatif) qui est un diviseur de n d’apres le théoréme
de Lagrange. Autrement dit, chaque élément de p,, appartient & un et un seul des . |

LEMME 2

Soient P € Z[X] non nul unitaire, A, B éléments non nuls de Q[X] et A unitaire.
Alors A, B € Z|X].

Preuve :

Déja, B est forcément unitaire aussi.
n—1

Notons A(X) = X" + Z a; X" ot a; € Q. Soit a; = pi sa forme factorisée (p; € Z et g; € N¥).

i=0 ¢
1 n—1
On pose ¢ = ppem(qo, - - -, gn—1). Ainsi, A(X) = X" + — Z 2, X" et les z; € Z.
i=0
Quitte & diviser 2o, ..., 2, 1 et ¢ par pged(zo, ..., 2,_1,q), on peut supposer ' pged(zo, ..., 2,_1,q) = 1.

Posons A; = gA. Par construction, A; € Z[X]. De plus, A; est primitif par la remarque si dessus. De méme,
on peut contruire de la méme maniére un polynéme By € Z[X] primitif tq By = rB. Le lemme de Gauss nous
dit que Ay B; est également primitif.

1. Ca ne change rien & notre probleme car le pged est dans Z donc si on doit remultiplier par lui & la fin on garde notre résultat
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Mais on a grP = A1 By donc ¢(qrP) = gre(P) = 1 donc gr = 1 et comme ¢ et r sont naturels ¢ = r = 1.
Donc A= A; € Z[X] et B= By € Z[X]

THEOREME
’gn a @, € Z[X] et ®,, irréductible dans Q[X]. Alors il le sera dans Z[X] car primitif (car unitaire).

Preuve :

Etape 1 Par récurrence forte, montrons que ®,, € Z[X].

— Pour n =1, c’est vrai car ®;(X) =X — 1.
— Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n — 1 et montrons le au rang n.
Par hypothese de récurrence, le polynome F = H b, €Z[X] et X" —1=9,F par le Lemme 1.

d|n
d#n
étant un corps, X" —1e sont, des polynomes a coefficients dans Q. Donc on peut faire la division
Q étant X" —1et Fsont d 1 fficients d Q.D t fi lad

euclidienne (avec unicité) de X™ — 1 par F :
X"—-1=FQ+ R avecdeg(R) < deg(F) et Q, R € Q[X]

Comme on avait déja X™ —1 = ®,, Py, par unicité, on a R = 0 et Q = ®@,, donc ¢,, € Q[X]. Le Lemme
2 permet de conclure.

Etape 2 Soit w € p). Comme Q est un corps, on peut avoir un polynéme minimal pour w sur Q. Soit f ce
polynéme qui est donc irréductible sur Q.
Comme w annule X™ — 1, f|X™ — 1 ie il existe h € Q[X] tq? X™ — 1 = f(X)h(X). Toutes les hypotheéses
sont bonnes pour appliquer le Lemme 2 qui nous dit que f et h sont dans Z[X].

Etape 3 Soit u € C une racine de f et p un nombre premier tel que p { n, montrons que f(u?) = 0.
— Comme f|X™ —1,onau" —1=0 donc u € u, donc u? € p,. Donc

0= (u")" — 1 = f(u")h(uP)

— Supposons par I'absurde f(u?) # 0. Alors h(u?) = 0.
Comme u annule f (choisi ainsi), et que f est irréductible sur Q, f est aussi le polynéme minimal de
u sur Q. Donc finalement f|h(XP). Il existe g € Q[X] tq h(X?) = f(X)g(X). On appelle le Lemme
2 encore une fois qui nous dit que g € Z[X].

— On se place maintenant dans F,, et on note - les classes. Par le morphisme de Frobenius (question 2/c
de Gourdon Algebre p.91 si on veut détailler), on a

[A(X)]P = h(XP) = f(X)g(X)

Soit § € F,,[X] un facteur irréductible de f. Alors [h" donc 8|h dans F,,[X]. Donc 62 divise fh = X" —T.
Par conséquent X" — 1 posséde une racine double dans une cloture algébrique de F,,. Ceci est absurde 3
car X™ — T est premier * avec sa dérivée mX" 1.

Donc I’hypothese de départ était fausse et f(u?) =0

2. Si on a un doute sur pk h est dans QQ on dit que h est dans C puis toujours pareil unicité de la division euclidienne dans Q.
3. On trouve une autre preuve qui revient au méme dans Gourdon algebre p.91 question 2/d

Supposons X™ — 1 = 7°s.

On dérive cette expression : nX" 71 = 20075 +6°5 et donc §|ﬁX”_1. Donc 6|mX™. Or §| (X™~1) donc 5| (RX™ —n) et finalement
par différence 5|ﬁ

Or pfnien # 0 et donc 0 est constant. Cela est absurde car alors § serait inversible et non irréductible dans Fp[X].

1 _
4. C’est le théoréme de Bezout car — XnX" ! — (X" —-T=1
n
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Etape 4 Soit & une racine n-iéme primitive quelconque de 'unité. On sait qu’il existe kAn = 1 tq &€ = w*. Par
élévations successives® de w & des puissances de p ol p premier ne divise par n, on montre que f (& =0.

Etape 5 Conclusion
On a donc montré que tous les éléments de p, sont racines de f donc de ®,,. Donc deg(f) > deg(®,,) = .
Mais f|®,, et ils sont tous les deux unitaires donc f = ®,, et finalement ®,, est irréductible dans Q[X]!

Méthode permettant de calculer “rapidement" ®, — Merci Pierre

— PROPOSITION (FORMULE D’INVERSION)

Soit G un groupe abélien noté additivement, g : N* — G une application et f : N* — G DPapplication définie

par f(n) = Zg(d). On a

d|n
g(n) = @) f (%) = u (%) fla).
d|n d|n
Preuve :
Zu(d)f(%) = Z w(d) Zg(e) = Z g(e) Zu(d) = g(n). car Zu(d) =0sinfe>1liesie<n N
d|n d|n el d|n d|z d|z

En notant G = C(X)* le groupe multiplicatif des fractions rationnelles a coefficients complexes, f,g : N* — G
les applications définies par f(n) = X" —1 et g(n) = ®,(X) on a f(n) = Hg(d) et la formule d’inversion de

d|n
Mébius (version multiplicative) donne

Exemple : ®25(X) = [ (xx* - 1)"**/*
d|28

— (X28 _ 1)“(1)(X14 _ 1)#(2) (X7 _ 1)#(4)()(4 _ 1)“(7)(X2 _ 1)#(14) (X — 1)#(28)

— (X28 _ 1)1(X14 _ 1)—1(X7 _ 1)0(X4 _ 1)_1(X2 _ 1)1(X _ 1)0

(X*-D(X?=1)  (XM41D)  1p 10, ¢8_ y6 ., yd_ y2
— =)~ gy XA XX

Notes :

v A Doral, 14’38 tout sauf le Lemme 1. Se garder le Lemme 2 & la fin pour aller plus ou moins vite des-
Sus.

v 1l faut savoir que Gozard ici contourne le probléme de la factorialité de Z[X] en la démontrant partiellement.

5. 1l serait plus propre de faire ici la récurrence du Gourdon (question 2/f).
k = p1---ps avec p; premiers. Par récurrence sur s, mq f(wk) =0.

— Pour s = 1, c’est par construction.

— Supposons le résultat vrai au rang s — 1 et montrons le au rang s.
Comme Kk An = 1, on a (p1---ps—1) An = 1 et par hypothése de récurrence f(wP1 " Ps=1) = 0. Or ps An = 1 donc
f (WP Ps=1)Ps) = ( (c’est I’étape 3) d’ou le résultat.
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Si ¢a nous géne, il vaut mieux prendre dans Perrin.
v On peut remarquer que deg(®,,) = ¢(n).
v" On peut également remarquer que pour p premier,

P, = (X—ez;f> (X—em(p;*l)ﬂ) _ Xl — 14+ X 44 xP1
X -1

(se retrouve avec la formule d’inversion) L’irréductibilité pour p premier peut se montrer plus rapidement avec
Eisenstein (exo 4p58 Gourdon)
v' D’une maniére générale on peut définir les polynoémes cyclotomiques sur un corps k quelconque : on les
note ®,, . Ici on étudie les polynémes cyclotomiques sur Q. Il faut avoir conscience & 'oral que les polynémes
cyclotomiques dépendent du corps ou I'on a choisi de se placer.
v A quoi servent ces polyndomes? Les extensions cyclotomiques ( un corps de rupture d’un polynome cycloto-
mique ) sont trés utilisées dans la résolution de certaines équations diophantiennes.
v Autre version : uniquement p premier + dim d’un ev FGNAI1 p.190
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