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Soient I un segment de R et f : I — I une application continue.

Lemme 1
Si K est un segment inclus dans f(I) alors il existe un segment L inclus dans I tel que K = f(L)

Preuve :

On pose K = [a, f]. Comme K C f(I), il existe (a,b) € I” tels que a = f(a) et B = f(b). Si a = B alors K = {a} et le
singleton L = {a} convient.

On suppose donc a # 3 et a # b. On suppose a < b.

Idée : prendre dans [a,b] un antécédent u de «a et un antécédent v de 8 tels qu’entre u et v il n’y ait plus d’autres
antécédents de o ni de 3.

On considére pour cela A = {z € [a,b] / f(x) = B}. C’est un fermé non vide (b € A) et minoré par a. Soit v = min{z € A}.
On a f(v) = B et pour tout t € [a,v], f(t) < 8 d’apres le TVI (car f(a) = o < f).

Soit alors B = {z € [a,v] / f(z) = a}. Par continuité de f, c’est un fermé non vide majoré par v. Soit u = max{z € B}.
On a alors u < v et f([u,v]) = [, 8]. On prend L = [u,v].

Le cas a > b se traite avec u = max{z € [b,a] / f(z) = B} et v =min{z € [u,a] / f(z) = a} |

Lemme 2

Iy C f(In-1)

Iny1 C f(Ig) pour 0 <k<n—1
Alors f" = fo---o f aun point fixe zo tel que f¥(z¢) € I pour tout k € [0,n — 1].

S’il existe n segments Iy, I, ..., I,,_1 inclus dans I tels que : {

Preuve :

Cas n =1 On a par hypothése un segment Iy = [a, b] tel que Iy C f(lo).
En particulier, il existe «, 8 € [a, ] tel que f(a) = a et f(B) = b. La fonction g(z) = f(z) — x vérifie g(B8) > 0 et
g(a) < 0 et elle est continue donc s’annule d’apres le TVI. Donc f a un point fixe dans Io.

Casn=2 OnalyC f(l1)et Iy C f(lo), donc Iy C fQ(IO).
Par le cas n = 1, 2 a donc un point fixe zo dans I, mais a priori on ne sait pas si f(zo) € I. Clest la que le
Lemme 1 intervient : il existe J1 C Ip tel que Iy = f(J1). On a donc J1 C Iy C f([1) = fQ(Jl). Par le méme
argument que précédemment, il existe o € Ji tel que f2(a:o) = xo, et cette fois on peut conclure : o € J1 donc

f(aio) el.

Cas général n > 3 On procede de la méme maniere en itérant.
Comme on a It C f(ly), on choisit J1 C Iy tel que f(J1) =1i. Ona I, C f(I1) = f2(J1). On choisit Jo C J; tel
2 . . . . .
que f°(J2) = I. De proche en proche, on construit ainsi une suite finie de segments

Jn-1 CJpo C...C J1 Cly

tels que fk(Jk) =Igpourl<k<n—1.

On a alors Iy C f(In—1) = f"(Jn—1). D’apres le Lemme 1, il existe donc J,, C J,—1 tel que Ip = f"(Jp).
Comme J,, C f™(Jn), il existe donc un point fixe z¢ de f™ dans J,,. Par construction des intervalles J, f* (x0) € I
pour tout k € [0,n — 1].



Définition
On dit que z € I est de période n > 2 si f*(z) = z et si f*(z) # x pour k € {1,...,n —1}. On dit que z est

de période 1 si c’est un point fixe de f.

Théoreme (Sarkowski-1964)

On suppose qu’il existe un point de période 3. Alors pour tout entier n > 1, il existe un point de période n.

Preuve :

Pour simplifier si I; et I> sont tels que I1 C f(I2), on notera I; — I>. Le Lemme 2 nous dit que si on a un cycle
Io = In—1 — -+ — I — Iy alors f™ admet un point fixe zo dans Iy vérifiant fk(:vo) € I, pour tout k € [0,n — 1].

Par hypothése f admet un point 3-périodique a. On pose b = f(a) et ¢ = f(b) = f>(a). Alors b et ¢ sont aussi 3-
périodiques et quitte & remplacer a par b et ¢ on prend a = min(a, b, c).

e On suppose a < b< ¢
On pose Io = [a,b] et I1 = [b,c]. Comme f(a) =bet f(b) =c¢, [1 C f(lo) ie I1 = Ip. De méme, on a Iy C f(I1) = [a,d],
donc Iy — I; et I1 — I . La derniére inclusion montre que f admet un point fixe dans ;.
De méme, le cycle Ip — I1 — Iy montre que f2 a un point fixe zo dans Ip tel que f(zo) € I. Comme o # b, xo ¢ I1 et
donc xo # f(xo). Ainsi, xo est 2-périodique.
Soit maintenant n > 4. On écrit le cycle Iy — I1 — -+- — I1 — I. D’aprés le Lemme 2, f admet un point fixe x € Ip

| ———

n—1 fois

tel que f* (z) € I pour k < n. x ne peut étre égal a b (sinon Ik < n tel que fk(as) =a ¢ I) et donc z est n-périodique.

eSia<c<b

On pose Iy = [a,c] et Iy = [¢,b]. On a cette fois It — Iy, Io — Ip et Iy — I1. On reprend le méme raisonnement que
précédemment en échangeant Ip et I;.

On a donc montré dans tous les cas que f admet des points n-périodiques pour tout n > 1. |
Notes :

v 11 est indispensable que I soit stable par f, comme on le voit avec le contre-exemple suivant : on prend
1

I=[0,a] C[0,1][et f: ] —=>R:z— T On constate que f(x) = 2 pour tout = dans 'intervalle I, donc
-

tout point de I est de période au plus 3, donc il n’existe aucun point de période plus grande que 3.

s s . . . ;. . ™ .
v' Le théoreme n’est plus vrai en dimension supérieure. Par exemple, la rotation d’angle — n’a que des points
’ 3

de période 3 sur le cercle unité.

v" Pour construire une fonction périodique de période 3, il suffit de faire une interpolation de Lagrange pour
construire un polynéme P vérifiant par exemple P(0) =1, P(1) =2, P(2) =0.
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