THEOREME D’APPROXIMATION DE
WEIERSTRASS PAR LES POLYNOMES DE
BERNSTEIN

Référence : ZUILY-QUEFFELEC : Analyse pour I’agrégation p. 518

— THEOREME (THEOREME DE BERNSTEIN - 1912)

Soit f :[0,1] — C une fonction continue. On pose

w(h) == sup{|f(u) — f(v)|,[u —v[ < h}

son module de continuité ! uniforme.
On considere
- k
Bu(f) = Bua) = Y- (1 )a* -0y ()
n
k=0

le ni*™€ polynome de Bernstein de f. Alors

(1) (Bp) converge uniformément vers f sur [0, 1].
1
(2) IIf = Ballo < Cw (ﬁ) ot C est une constante.

0

(3) L’estimation (2) est optimale : il existe f lipschitzienne telle que ||f — B, || = —= pour une constante

NG
5> 0.

Preuve :

(1) Soit z € [0,1] et (X;);>1 une suite de variables de Bernoulli i.i.d de paramétre . On note S, := X1+ -+X,.
Ainsi, S,, suit une loi binomiale? et on a alors :

E [ f (i”)] _ 3 éo (Z) 2F(1 = )k g <1’j) — By(z) et E[f(z)] = f(z) (constante, pas d’aléatoire)

S
Heuristiquement, comme — £, 24, on aimerait que B, (x) soit “proche” de f(z).

n
Mais on a, d’apres précédemment :

Sn S
£@) ~ Ba@) = [E| @) - £ (22)|| < B[ - £ (Z2)]]. (01)
f est continue sur [0, 1] compact donc uniformément continue par le théoréme de Heine, donc w(d) est défini
<o s -1 ()] <wo
n

S
pour tout § > 0 et lim w(§) = 0. On a donc que si |z — —
6—0 n

1. Un module de continuité est une application croissante non nulle g de RT dans RT tq g(0) = 0 et pour tout t,t' : g(t +t') <
9(t) + g(t').

2. Note pour la suite : comme elle est & support fini, elle admet des moments de tout ordre.

3. Si X est une variable aléatoire discréte & valeurs dans un ensemble dénombrable S C F, alors : E [@(X)] = E p(z)Px ({z}).

zeS

C’est le théoréme de transfert. Logiquement les hypotheéses du théoréme de transfert imposent que la fonction soit & valeurs réelles.
Mais ¢a ne géne pas qu’elle soit complexe, au pire on fait Re+ilm. On n’a pas non plus de probleme d’intégrabilité car on a un
variable aléatoire discréte sur un espace fini.

4. C’est la LGN faible. Une Bernoulli a un moment d’ordre 2.
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flx)—f (Sn)’ < 2||f|lo done, pour § > 0,
n

o5 (3)

Mais, par I'inégalité de Tchebychev®, on a

Par ailleurs,

Sn

r— —
n

Sn

xr— —
n

< 6) R (

>3).

Sy Var 37" Var(S,) nz(l—x)
P(’nm >5> S 5(2 ) w25 no?
1
= 4ns?
On en déduit que, pour tout z € [0, 1],
[1f1ls0

|f(z) = Bn(z)| w(d) +

2né? "’
d’ou
limsup || f — Bnlloo < w(9).
n—+o0o
Comme limw(d) =0, lim |f— Bulleo =0.
§—0 n——+o0o

(2) Montrons déja que w(Ah) < (A + Lw(h) :
D’apres le Lemme et par récurrence, on a w(nh) < nw(h) pour n € N. De plus, w est croissante donc, pour
X € R, w(Mh) < w([ATh) < [N|w(h) < (A + Dw(h).
1
1 .
1))

o (5] - ol 5
oo (2] <o (- 3)).

n
r— —
n

7 o)< (v

r— 2"
Déja, par définition de w,

r— —
n

On en déduit, avec (0.1) et

10~ B <o (2 VB [Vale— 22 +1] =o (J2) (14 v - 2 )
<W(\}ﬁ) <1+\/ﬁ x—?” 2)

par décroissance des LP(PP) (ou inégalité de Holder). Or

2

-

n

D’ou

<

N w

()

3 1
Dot || f — By |l < “w [ — ).
oit |f = Bu 2w(ﬁ)
2

o
5. Soit X une v.a. d’espérance u et de variance finie 62. On a, pour tout réel strictement positif ¢, P (| X — p| > t) < )

6. Si on se met dans L'(P) alors I'espérance c’est [|I-|l; etc. On peut appliquer ce qu’on connait sur les LP classiques, d’autant
que ici la “mesure” est finie (= 1).
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(3) On pose f:z— ,on a w(h) < h”. Par ailleurs,

-t ) ) - ) e ()] ]

1
Tout cela avec la probabilité x = 5

T — —

S, 1 1
n 2| = —FE[28. —
n ZH 2n H Sn n|]

1
On réécrit || f — Bplloo = Q—IE [[e1 + - +en|] avec &; := 2X; — 1 variables de Rademacher i.i.d. D’ot®
n :

1
||f_ BnHoo P %Hfl + - +5n||1

1
271\/6“61 + +5n||2

Or |leg +---+ep)5= Var(e; +---+¢,) +(E[e1 4+ +en])*> =n. Dot

25,—n 0

4Var(Sp)=4n3(1—3)=n

IF = Balloo > 5= > 5z (
— >—>—w|l—].
e T oyme T 2y \Wn
|
PROPOSITION (INEGALITE DE KHINTCHINE - 1923 7?)
1
oit 1,...,&, des variables de Rademacher (i.e. valant £1 avec probabilité 5) i.i.d. Soit f fonction combinaison
linéaire des ¢;. Alors || f|l2 < VeE|[|f]].
Preuve :
Ona f= Z a;ej. On sait que || f, = Z a? (se calcule facilement avec la définition car 7 = 1).
J J
De plus, on peut supposer ||f||3 = 1 (quitte & tout rediviser par || f|[,)-
n
Posons g := H(l +1iaje;). Alors pour presque tout x, et sachant que 1 + u < exp(u),
j=1
n n
g(@)| =[] 1+ a2e(@) = [[ /1 +
j=1 j=1
n
< H exp(a3) = y/exp (Z af) =+
j=1
Dot ||g]|leo < Ve. De plus, si j € {1,...,n},
Ele;g9] =E |e;(1 +1iaje;) H(l + iaker)
-y
= Ele;(1 +ia;e;)|E H(l +iager)| par indépendance des ¢;
k#j
= Ele; (1 +ia;e;)] [ E[L + ianex]
—y
=ia; car E(g;) = 0.
7. se montre facilement avec ||a] — [b]| < |a — b].
8. On ne peut pas faire en fait avec normes sont équivalentes sur I’espace de dimension finie n Vect(e1,...,epn) car la constante

que 'on obtient ainsi dépend, a priori, de n alors que I’on cherche une minoration indépendante de n.
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j=1 j=1
o Elfg)l _ 1
Iflh > e > =
llglloo e
|
LEMME
’;OHI‘ 51, 52 S RJr, w(51 + 52) < w(51) —+ w(52)
Preuve :
Soit (t,x) tel que |t — x| < J1 + da.
Silr—t <6—1,
|f(z) = f(O)] < w(d1) S w(b1) +w(02)
Sinon, supposons x > t. Alors
|f(&) = f@)] < |f@) = f(E+00)| + [ f(t+61) — f(2)] < w(d1) +w(d2)
carz— (t+01)=x—t—38 =|z—t|— 01 <+ — 3 = 8. Done |z — (t + §1)| < da. [ ]

Réponses a de possibles questions

1. (vrai oral) Préciser lemme de transfert (+embété avec les probas..)
f_)

2. (vrai oral) D’ou vient I'idée de la preuve ?
>

Notes :

v A Toral, (1) 6’34 (2) 9’30 (3) 14’ & allure normale

v Loi Bernoulli : B(p). Espérance : p. Variance : p(1 — p). Fonction caractéristique : 1 — p + pe'.

v Loi Binomiale : B(n,p). Espérance : np. Variance : np(1 — p). Fonction caractéristique : (1 — p + pe')™.

v’ Attention! ZQ part du principe que le module de continuité uniforme vérifie certaine propriété (comme mo-
dule de continuité). On les revérifie simplement, sauf celle montrée dans le Lemme.

v Le théoreme a été établi en 1885 par WEIERSTRASS. STONE a considérablement généralisé le théoréme en
1937 et en simplifia le preuve en 1948.

& Karl WEIERSTRASS (1815 - 1897) -pneumonie- est un mathématicien allemand, lauréat de la médaille Copley
en 1895. Il créa avec ENNEPER une classe complete de paramétrisations. Il est souvent cité comme le “pere de
I’analyse moderne”. Il consolida des travaux de Cauchy sur les nombres irrationnels et leur amena une nouvelle
compréhension. Ses travaux les plus connus portent sur les fonctions elliptiques. C’est lui qui le premier rendit
public un exemple de fonction continue nulle part dérivable.

& Marshall STONE (1903 - 1989) est un mathématicien américain célébre pour ses contributions en analyse
réelle, en analyse fonctionnelle et en théorie des algebres de Boole.

& Attention il y a trois mathématiciens BERNSTEIN :

Joseph (1945), israélien,

Felix (1878 - 1956), allemand, théoréme de Cantor-Bernstein,

Sergei (1880 - 1968) soviétique, auteur de cette démonstration. Sa thése de doctorat soumise en 1904 & la Sor-
bonne résout le 19e probleme de Hilbert. Ses travaux portent sur ’approximation des fonctions et la théorie des
probabilités.

& Alexandre KHINTCHINE (1878 - 1959) est un mathématicien russe puis soviétique. Il est principalement connu
pour son travail sur la théorie des probabilités. Ses travaux portent notamment en mathématiques sur 'analyse
réelle, la théorie des probabilités, la théorie ergodique et les fractions continues, et en physique sur la physique
statistique.
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v" Rappel : lim sup, lim inf.
Si (un)n>0 est une suite bornée de réels. Alors v, = sup{ux | kK > n} est décroissante et w,, = inf{uy | k > n} est
croissante. De plus, comme w, < u, < v,, ce sont donc des suites convergentes.

On pose : limsupu, = lim v, =infv, et liminfu, = lim w, supw,.
n——+oo n—+oo n——+oo n—-+4oo
On a alors, par ex, lim sup u,, = 400 si la suite n’est pas majorée, et liminf u,, = —oo si la suite n’est pas minorée.
n——+oo n—+00
Exemples : limsup(—1)" = 1, liminf(—1)" = —1, limsupsinn = 1, liminfsinn = —1
n——+oo n—+00 n——+oo n—+00
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