1
VALEUR PRINCIPALE DE —
X

Référence : ZUILy : Elements de distributions et d’équations aux dérivées partielles (sur plusieurs pages)
Lecons : 254,255.

— DEFINITION
1

(p- 23) La fonction x — — n’est pas localement intégrable sur R. Cependant, on peut quand méme lui associer
x

1 1
une distribution appelée valeur principale de — et notée vp—. On pose, pour ¢ € C°(R) = D(R),
x x

1
(vp—, ) = lim de
& 0 jeze T
On peut montrer que
1 , 1 e
{(vp—,¢) = lim —p(@)de = —(¢p(@) —p(=2))dz, V€ D(R)
e—0 |z|>e x 0 x

PROPOSITION 1

1
vp— est une distribution, d’ordre au plus 1.
x

Preuve (p. 23) :

1
Déja, vp— est clairement linéaire.

T
Soit K un compact de R, K C [-M, M].
Pour ¢ € C5°(R), on a

1
On pose ¥(x) = / @' (tz)dt € C(R) et |[¢(x)| < sup |<p’|.
K

0
/ g@) dz = Ap(O)/ de +/ Y(x)de
e<lel<m T e<lel<m T e<lel<M

Iy Iz

On écrit alors

1
D’une part, comme la fonction z — — est intégrable sur [e, M| et impaire, I; = 0.

D’autre part, le théoréme de convergence dominée montre que lim I = / ¥(z) dz.
e—0
|| <M

1
Finalement, vp— = / Y(z)dz < Chp sup |<p'|. |
z z|<M K
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PROPOSITION 2

1
vp— est exactement d’ordre 1.
x

Preuve (p. 23) :

Supposons par ’absurde qu’elle soit d’ordre 0. Alors on aurait I'inégalité :
1
vp= < Csup |y
x K

0<p, <lsurR

1
Pour n > 1, considérons la suite (¢,) C C5°(R) telle que : { ¥ = 1 sur {E’ 1} .

L= —o0, — | U2,
¢ Osur} oo2n}u[ “+oo[

11 est facile de voir sup |¢n| = 1.
R

,on a

2 1
/ L(x)dx:/ #n(2) d:c}/ ldac:lnn
|| >e x 1 x % xT

1
(vp=,¢n) = Inn
X

D’autre part, pour ¢ < —
2n

Donc

et on ne peut avoir une inégalité du type de la premiere.
Contradiction. ]

— PROPOSITION 3

1
La distribution obtenue vérifie toutes les propriétés de la fonction x — —. Au sens des distributions, on a :
x

1
1. zvp— =1
T

1
2. (In|z|)" = Vb

Preuve :
1. (p. 36) Vp € Co°(R)

1 1 !
(xvp=, ) = (vp—,zp) = lim (z)dx = (z)dx = (1, )
Px P pm 12 /I>E‘P /90 ¥

e—0+

2. (p. 38) La fonction f(z) = In ||, pour = # 0, appartient & Lj,.(R) donc est une distribution tempérée.
Soit » € Cy°(R),
2

(o) = —(o) = / o] ()de = — lim / In Ja] ¢ (2)dz
|z|>e

R e—0t

I

On a :

I = [ 7€ln(—x)<p/(a:)d:r—|— / o In(z)¢’ (z) da

oo

—e e
= [In(==z)p(2)] "% — / @ da + [In(z)p(2)] 5> — / ¢lz) dx

=lnep(—e¢) — / ‘ M dz —Inep(e) = [p(—¢) — ¢(e)] Ine — / @ dz

z o)z ¥
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On a, comme dans la preuve de la Proposition 1, ¢(x) = ¢(0) + xz¢(z) avec 1 continue.
Donc ¢(—¢) — ¢(e) = —(P(=¢) + ¢(¢)). D'ou :

I = —elnefd(—e) + ¥(e)] — / LGOI <vpé,cp>

le|>e T e—0

Dou (f',¢) = <vp§,so>.

|
1
Remarque : le support de la distribution vp— contient celui de la fonction constante et égale a 1, autrement dit R.
T
PROPOSITION 4
1
vp— est tempérée.
T
Preuve (p. 117) :
Soit p € S(R).
Ona:/ @dx:/ SD(I)daz—i—/ de.
lojze T e<lal<t T lzjz1 T
Idem que précédemment, ¢(z) = ¢(0) + z1)(z) avec 1 continue et |p(z)| < sup |<p/|.
R
0 0
Or z — £0) étant intégrable sur [e, 1] et impaire : / #(0) dz = 0.
z e<lel<t T
Ainsi :
/ @dx:/ 1/1(1:)d:r+/ Mdas
lojze T e<lal<t lzj>1 T
Or, par convergence dominée, on obtient :
1
<vp7,<p> = (z) dx—i—/ de
x 2l <1 lzj>1 ¥
Et on en déduit alors :
1 , dx
‘<fo,<p>‘ <2sup|4p|+ —5 | sup |zp(z)]
T R lzjz1 T/ w€R
1
Ce qui montre que vp— est tempérée. |
x
PROPOSITION 5
1 . i
On pose T'= vp—. Alors T'= —iH + 3 ot H = g+ est la fonction de Heaviside (NB : H' = ).
T
Preuve (p. 117) :
Attention aux conventions...
ne pas le faire. Si vous avez envie, regardez Flo |

2. convergence dominée cachée ici
2. idem
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Notes :

v" A Toral, on fait ce qui nous arrange selon le temps et la lecon. Prop 1 2 3 +rq =13’12 en lent. Prop 1

24 = 12’24 en lent.

v' Son support singulier est suppsing(vpé) = {0}.

v On peut également montrer que H = —%vp(%) + 5—20.

v Pour finir le terme “valeur principale" est considéré comme mal adapté pour désigner une distribution car
faisant référence a la “valeur principale de Cauchy" qui désigne la valeur qu’on peut assigner a une intégrale
impropre. Certains préferent parler de “pseudo-fonction" (notée P.F. au lieu de V.P.) ce qui peut étre confondu

avec la notion de “partie finie" d’une intégrale impropre ....
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