ELLIPSE, CERCLES DE CHASLES, DIAMETRES
CONJUGUES

Référence : TRIGNAN : La géométrie des nombres complexes p.187 et MONIER : Géométrie MPSI p.119 pour le
Lemme

pour placer P je fais une rotation de M d'angle m/2 (multiplication par i)
puis j'additionne les vecteurs OM et OM"

en fait je remarque méme que (OM") est // a la bissectric

pour placer M' je sais que OM' est orthogonale afa bissectrice blabla

+ que M' est sur I'ellipse par calcul

— CONTEXTE

Soient a,b et ¢ positifs. On considere I'ellipse (E) de foyer F(c;0) et F'(—c;0) définie dans un repére orthonormal
par ’équation

et on a a’® = b* + .
A tout point M d’affixe z = z + iy de Dellipse (E), on associe le point M’ d’affixe 2’ = 2’ + iy’ tel que
242 2

On définit enfin ' P d’affixe u = z + iz’ et P’ d’affixe v’ = z — iz’ (dépendent de M).

LEMME
’;ropriété classique des ellipses : M F + MF' = 2a.

Preuve :
N 2 . , / —— — Z_u/
1. On peut noter d’ores et déja que M, P et P’ sont alignés. En effet, (P M,MP, —) arg ( ) =arg(l)=0
u—z
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Traduisons la propriété voulue en terme de nombres complexes : |z + ¢| + |z — ¢| = 2a autrement dit

Vit +y?+ V(@ - +y? =2

ou encore
(@+0)+y* +2/(r+ ) + 12V (- + 9?2 + (2 - ) +37 = dd’
On a:
2 y2 5 9,9
§+b—2:1 & b2+ a®y? = a®b

& (a® — A)a? +a*y? = a*(a® — ) et 2? <a® et y*> <2
o —d? (@ + P+ P) tat = -2 et ¥+ <ad?+ b =24 — ¢

& —da*(2® +y? +P) +da* = —4cP2? et 20— -2 -y >0

2

@(Jc2+y2—|—02)2—4a2(x2+y2+02)+4a4:(1:2—|—y2+c) — 4?2 et 26— -2 -y >0
@(a:2+y2—|—62—2a2)2:(x2—|—y2—|—c2+26x)(x2+y2—|—62—2633) et 20— -2 —y2 >0
sa? 4y 4 =20 = =@+ T+ ) (@ — O +97)
o 22+22 22742:72 2 2 _ r)2 2
a® +2¢ +2y° —da V@ + 0?2 +12) ((z = 0)? +y?)
(z—c)2+(z+c)?

|
PROPOSITION (POUR LA CONSTRUCTION)
— 12 —
1. ona oM’ = |[arF| |mF .
2. La droite (OM’) est orthogonale a la bissectrice [M N) des demi-droites [MF) et [MF").
Preuve :
1. (question la) On a 2" = ¢® — 2> = (¢ — 2)(c+2) (*). En module, cela donne : 2| = |c — z| |c + z].
—2 —
Géométriquement HOM’ — |lopi — oF H—]\Zf —I>7'H d’otl la relation souhaitée.
2. (question 1b) On veut vérifier que ( 13 ) g [x] ie (Om,OM’) — (Oa:,MN) = g [7].
1 —_— —_—
La bissectrice ? [M N) vérifie (Om,Mz@) =3 [(O—%,MF) (Oaz Aﬁ)} [7].
On passe (*) a Pargument : 2arg(z’") = arg(c — 2) + arg(c + z) [27]. Ce qui donne en terme d’angle
—_— —_— —_—
(0z,00M") = (@Z,F’M) n (@T\ﬁ) [27]
—_— —_—
_ (@):,MF’) n (@W) + 7 [2n]
Donc o o o
1 —
(EZ,OM) -5 {(@,MF’) n (OI,W)} n g 7]
D’ot le résultat. ]
PROPOSITION

1. On a |uu/| = c? et |u| + |[u/| = 2a.
2. L’ensemble des points P et 1'ensemble des points P’ quand M décrit I'ellipse (E) forment deux cercles
appelés cercles de Chasles de ellipse.

2. Attention, toujours regarder si on parle modulo 7 ou 2.
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Preuve :

1. (questions 2 et 3) Le premier point est facile car uu’ = (z +i2')(z — i2/) = 2% + 2% = 2.
Pour la deuxiéme égalité, on calcule : |u|? = uii = (2 +i2') (2 — i2) = |2|* —iz2/ +12'2 + |2/|
W = u'u = (a— i) (2 +i2') = |2|* +1iz2/ —i2'Z + |7
Donc, a l'aide du premier point on obtient : (|u| + [u/)]* = 22> + 2]2/|> + 2¢2.

De plus?

(Iz+el+lz=c)* =z + el +2|(z +¢)(z = )| + ]z = ¢
:(z—|—c)(2+§:)—|—2|z2—c2’—|—(z—c)(2—\2/)
=122+ tcz+D)+217) P+ P+ E—c(z+2)
:2(|z\2—|—|z/|2+c2)

Donc finalement (Ju| + [u/[)? = (|z + ¢| 4 |z — ¢|)®. Et comme ce sont des nombres positifs, on conclut *
avec le Lemme
lu| + [u'| = |z +c| + |z — ¢| = 2a

2. Calculons HO?H et H(ﬁ

Avec la question précédente, on a

(lul = [u'))? = (lul + [0'])? = 4 |ul [o'| = 40® — 4c?* = 4b°
Donc

lu| + |u'| =2a
|u] — |u'| = +2b

—
Quitte & échanger P et P’, on peut supposer HO’}%H =|ul =a+0bet HOP’H = |u’'| = a — b. Donc leur

norme est constante (ne dépend pas de M) donc les cercles de Chasles de ’ellipse sont les deux cercles de
centre O et de rayon respectifs a + b et a — b. |

COROLLAIRE (DIAMETRES CONJUGUES - BIZARRE NE RESSEMBLE PAS A CE QU’IL Y A SUR INTERNET)

/ . \ . , . — 2 —% 2 2 2
OM et OM’ sont les diametres conjugués de lellipse : HOMH + HOM =a”+b°.
Preuve :
On identifie parties réelle et imaginaire dans z? 4+ 22 = ¢? :
2 222 2
t+ Tt =y = =c
0 Y Y (0.1)
zy+2'y =0
b2 b2
Mais on a que M € (E) et on a montré que M’ € (E) aussi. Donc y* = b* — — 7% et 3> = b* — —a'?
a a

On remplace dans notre premiere équation :

2
(2 4+ 2'%) (1—1—;‘12) = +2°% =a® +0°

3. La suite d’équations qui suit ici peut également s’écrire avec 2z’ car 22 + 2’2 = ¢2 est symétrique en z et z’. Ainsi, on obtient
2 2
que (‘Z/ + C| + |z/ — c|) =2 (lzl2 + ’z" + 62) = (Jz+¢| + |z — ¢])%. Puis comme ce sont des nombres positifs, on obtient avec

le Lemme que ‘z/ + c’ + |z/ — c’ = |z +¢| + |z — ¢| = 2a ce qui traduit 'appartenance de M’ & l'ellipse (utile pour placer M").

|| = ||5P|| + 0P|

4. On a en fait montré géométriquement que HWH +
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Donc on obtient :

22 42 = g2
v2 4y = b2

Et le résultat en découle immédiatement

2

2 =
HO—J\/IH +HOM’ =@+ y)+ @ +y?) =a®> +b?

Notes :

v A Toral, pas envie de faire le Lemme qui est juste astucieux. Voir si le temps de faire les diametres
conjugués ? Peut-étre montrer le truc de la bissectrice pour la construction. C’est joli et ca fait des arguments.
8’30 pour contexte + la proposition et 3’24 pour diameétres conjugués.

& Michel CHASLES (1793-1880) est un mathématicien francais. On lui doit d’importants travaux en géométrie
projective, ou il montra toute la richesse de la notion de rapport anharmonique, ainsi qu’en analyse harmonique,
avec la représentation de certains potentiels.
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