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Introduction

Ce document est une collection d’exercices que j’ai préparé lorsque j’ai donné des colles en
CPGE (filliere MP) au Lycée Chateaubriand de Rennes durant 1I’année 2025-2026.

Les exercices proviennent de diverses sources: Internet (le site bibmath [1]] est trés bien
documenté, avec des corrigés, mais des sites d’enseignant.e.s en CPGE peuvent fournir de
tres bons exercices [2, [3]) ou j’ai pu puiser bon nombre d’exercices en adaptant/ajoutant/
modifiant des questions, des exercices classiques que j’ai pu moi-méme traiter lors de mon
passage en CPGE ou encore d’autres exercices tirés de mon imagination.

Il se peut tout-a-fait que des erreurs (de francais ou de maths) se soient glissées lors de la
rédaction et aient échappé a mon controle, auquel cas je m’en excuse d’avance.

Bonne lecture a toutes et a tous !
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Chapitre 1

Séries numériques

1.1 Convergence d’une série

Exercice 1.1 (Nature d’une série) *

Déterminer la nature des séries suivantes:

Ql- Z(nj1)n2
o -l

Solution

n I’l2 1 - 21 1 1
Ql- Soitn € N*. On a ( " 1) = (1 + - = e (1+3)  Un développement limité
n n
’ 1 ! 1
assure que —n“In{l+—-)=-n“|—+ o |-||=-n+ o (n).
n n n—-+oo \ n n—-+o0o
. 5 1 no. . . nA\" . .
Ainsi, pour n assez grand,ona—n“In |1 + — | < —=, soit ainsi ( ) < e 2. Lasuite
n 2 n+1

n

n
étudiée étant a termes positifs, la série Z ( ) est donc convergente.

n+1

Q2 - On sait que (1 — —) = "n(1-3) Oronaln(l - —) =——-—=+4+ o0 (—2) Donc
n n n

1 1 1 1

nln (1 - —) =-1-—+ o (—) Finalement, (1 - —) —> ¢~ L. Donc la série
n n

diverge (grossierement).

1) nln(1+L) 1 1 1 )
Q3 - On note que (1 + —3) =e =/, De plus, on a In (1 + —3) ==+ o0 (—3), soit
n n n n—+oo \ n

7
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alors nln (1 + i) = i + o0 (—) On obtient ainsi

n3 n2 n—+oo

ce qui assure la convergence de la série.

Exercice 1.2 (Série géométrique et dérivation) %

Soit x € [0, 1[. Montrer que la série Z nx" converge et calculer sa somme.

Solution

. ) 1 1
Soit x € [0, 1[. Par croissance comparée, on ax" = o (— doncnx" = o —]. Les
n—+oo n3 n—-+oo n2

deux suites €tant a termes positifs, par comparaison avec une série de Riemann, la série nx"
converge.

De plus, pour n € N, condisérons la fonction

fu: [0,1[ — R

n

X — Zxk'

k=0
Les propriétés des sommes géométriques assurent que, pour tous x € [0,1[ et n € N,
1 —x"tl . - :
fu(x) = 4z fu est dérivable sur [0, 1[ (comme somme de fonctions polynomiales) de

dérivée égale i
£ 01 — R
n
X —> kak_l ’
k=0

1 - (n+ Dx" + nx™*!
(1-x)?

< x — (n+ Dx"™ + nx"*2
plication par x, E kxk = e . En faisant tendre n vers +oco, on obtient
- X
k=1

De plus, on a, pour tout x € [0, 1], f;(x) = , donnant ainsi, aprés multi-

+0o

n=1

Maxime BOUCHEREAU 8 2025-2026
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Exercice 1.3 (Séries de Bertrand) xx

A . ,, 1
Soient @, 8 € R. Discuter de la convergence de la série Z ————. On pourra
n®(Inn)P
commencer par étudier lescas @ < l eta > 1.
Solution
. 1 1
- Si @ > 1, alors, pour tout n > 2, = = 0 —|. Par
n*(Inn)f — p5* T (Inn)f e \p'et

comparaison avec une série de Riemann (tous les termes sont positifs), la série converge.

) . . 1 1 ) ..
- Si @ < 1, en réutilisant la relation i T —— , on obtient ainsi
pa(Inn) n2 -nT (Inn)8
1 (Inn)? 1 B 1 p . rie d
vl 5= 0 — | Par comparaison avec une série de
ns nt n%Inn) n—+oo \ n%(Inn)

Riemann, la série diverge.

-Sia =1etf > 1, on peut effectuer une comparaison série-intégrale. La fonction

x —> —L— est décroissante sur [1,+c0o[. On a donc, pour tout k > 2,
x(Inx)#

L /k dx
k(Ink)# = Ji_; x(Inx)B
Par sommation, on obtient ainsi

n ; ndy ) | L y
kZ:; k(Ink)# S /2 x(Inx)8  1-p [(m”) (In2) ]

i . In2)!-# ) .
La suite de droite converge vers % donc est bornée. La suite des sommes partielles

est donc majorée et croissante (car les termes sont positifs) donc la série converge.

- Sia=1etp <1, alors, la fonction x — x(lnl—x)ﬂ est décroissante a partir d’une certaine
valeur A > 0. Une comparaison série-intégrale assure que, pour tout k > A,

1 k+1 dx
—_— 2 _—.
k(Ink)B /k x(Inx)A

Par sommation, on a (quitte a supposer A entier),

n 1 n+1 dx B 1 - y
1; W g /A x(Inx)?  1-p [(ln(” +1))"7 - (InA) ] )

La suite de droite tend vers +oco. Par comparaison, la série diverge.

Maxime BOUCHEREAU 9 2025-2026
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- Sia =1etp =1, alors la fonction x —

est décroissante a partir d’une certaine
x In(x

valeur A > 0. Une comparaison série-intégrale assure que, pour tout k > A,

/k+1 dx g 1 g /k+2 dx
v xIn(x) ~ kln(k) ~ Jiey xIn(x)’

Par sommation, on a (quitte a supposer A entier)

/n+l dx n 1 /n+2 dx
= g —_— 2 —_—,
4 xIn(x) Py k1n(k) A+l xIn(x)

soit alors, par intégration

In(In(n + 1)) — In (In(4)) > > In(In(n +2)) — In (In(A + 1))
k=A

k In(k)

On montre que In(In(n+1)) ~ In(In(n)). En effet, on sait que

—+
1 1 1
In(In(n+ 1)) =1In (ln(n) +In (1 + —)) =1In (ln(n) +—-4+ o0 (—)) En factorisant
n n n—+oo \ n
par In(n) dans la parenthése du premier logarithme, on a ainsi
1 1
In(In(n+ 1)) =In(In(n)) +In|1 + + o0 .
nln(n) n—+w \nln(n)
Le terme de droite est bien négligeable devant In(In(n)), ce qui conclut. On montre
d’une maniére similaire que In (In(n +2)) ~ In(In(n)). On a ainsi
n—-+oo

S
~ In(In(n)).
kZ:; kin(k) n—+eo

La série se comporte comme In(In(n)) lorsque n — +oo, elle est donc divergente.

1.2 Séries alternées

Exercice 1.4 (Série numérique d’un reste) x

+0o0 k
(-1
2 .
b K2+ Vk
(ty)nen est bien définie et déterminer la nature de la série Z Uy,.

Soit (u,) la suite, définie pour tout n € N par u,, := Montrer que la suite

Solution
-1) k

K2+ vk
et vérifie les hypotheses du théoreme des séries alternées, donc est convergente. La suite des
restes est donc bien définie.

La suite (u,),en correspond a celle des restes de la série Z Cette série est alternée

Maxime BOUCHEREAU 10 2025-2026
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. 1
D’apres le théoreme des séries alternées, on a |u,| < . Or, on a

(n+1)2+vVn+1
(n+ 1)2 +Vn+l ~ n2 Donc, par comparaison avec une série de Riemann, la série Z U,
n—++oo
converge.

1.3 Séries abstraites

Exercice 1.5 (Convergence et carré) x

QI - Soit Z u, une série a termes positifs convergente. Montrer que Z ui converge.

Q2 - Soient ) u, et ), v, deux séries convergentes a termes positifs. Montrer que
U,v, converge.

Q3 - Le résultat précédent reste-t-il valide si on retire I’hypothese de positivité sur les
termes des deux séries ?

Solution

QI - Si Z u, converge, alors u, 2. 0, donc, par définition de convergence vers 0, il existe
n—
un certain rang no € N tel que pour tout n > ny, |u,| < 1. Ainsi, pour tout n > ny,

u? < u,. Donc, par sommation, Z uy < Z u. On obtient ainsi

kn() k}’lo

n

no—1 n
Sie S
k=0 k=ngy

k=0

n
La suite de droite converge (convergence de ), u,), donc la suite Z ui est majorée

k=0 neN
et croissante (car le terme général est positif). Donc Y, u2 converge.

Q2 - Soit n € N. L’inégalité de Cauchy-Schwarz assure que

1
n n 2 n 2

Sun< (S| (S

k=0 k=0 k=0

La suite de droite converge car, d’aprés la question précédente, Y, u2 et Y, v2 convergent.
n

Donc la suite Z UVi est majorée et croissante (car le terme général est positif).

k=0 neN
Donc ) u,v, converge.

Maxime BOUCHEREAU 11 2025-2026
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" PN ‘. .
Q3 - Prenons, pour tout n € N*, u,, = v, = % Le théoreme des séries alternées assure

1 .
que Z u, et Z v, convergent. Pourant, pour tout n € N*, u,v, = —. Le critere de
n

convergence des séries de Riemann assure que Z unvy, diverge. Le résultat n’est donc
pas conservé.

Exercice 1.6 (Test de condensation de Cauchy) * * %

Soit (uy)nen une suite décroissante de réels positifs.

Q1 - Montrer que les séries Z U, et Z 2"uyn sont de méme nature.
21’!
Indication: On pourra raisonner sur la suite Z Uk
k=1 neN

Q2 - Application: Soit @ € R. Déterminer la nature de la série de Riemann Z_a en
n

fonction de «.

Solution
on n 20+1_] 2/+1

Ql1- SoitneN. Ona Z Uy = Z Z ur. Dans chaque somme Z U, on peut minorer uy
k=1 j=0 k=2J k=27

par u,;+1_; €t majorer uy par u,;, donnant ainsi

n 2J+1- n 2011 n 20t1-1
IDNTTIIONT
Jj=0 k=2J j=0 k=27 j=0 k=2J

n
soit, apres simplification, Z 2 Uy < Z up < Z 2/ Usj.

j=0 k=1
n+1 2" n
Nous obtenons ainsi — Z 2ku2k Z Up < 2k U,x, ce qui permet de conclure par
k 1 k=1 k=0

comparalson.

Q2 - Soit @ € R. D’apres la question précédente, en prenant pour tout n € N, u, = #, les

: 1 1 _ R .
séries E — et E 2" = E (2'7%)" sont de méme nature. Or, la seconde série est
na (2n)a

une série géométrique, convergente si et seulement si 2!=% < I,i.e. | —a <0 soita > 1.

Maxime BOUCHEREAU 12 2025-2026



Chapitre 2

Algebre linéaire et éléments propres

2.1

Algebre linéaire de base

Exercice 2.1 (Famille de fonctions exponentielles) x

Soient n € N, ay,--- ,a, des réels tels que a; < --- < a,. On considere la famille de
fonctions F = { fitxr—eY

Q1 - Montrer que ¥ est libre dans I’espace vectoriel C* (R, R).

Q2 - ¥ est-elle génératrice de I’espace vectoriel C*(R,R) ?

x}1<j<n'

Solution

Q1 - Soient Ay,---,4; € R tels que A1f; +---4,f, = 0. On a donc, pour tout x € R,
e + e + - - - + 2,e" = 0. En multipliant cette égalité par e™“'*, nous obtenons
A+ Apel@=a0x 4.y 3 elan—a)X Comme ay—ay, -+ ,a, —a; > 0, on fait tendre x vers

Q2 -

—oo, et on obtient ainsi A1 = 0. Il reste alors A,e??* +-- -+ A,,e%* = 0,avecar < --- < a,,
ce qui correspond au probleme de départ avec une fonction en moins. Récursivement, on
montre ainsi que A, = --- = A, = 0, ce qui conclut.

Notons g la fonction x :— xe“*. Soient Ay,--- , 4, e Rtelsque A1 fi +---+Af, =g
On a alors, pour tout x € R, ;e + -+ + 1,e“* = xe"". En multipliant cette égalité
par e”“** on a Apelar—an)x 4.4 /ln_le(“"-l_“")x +A, = xel@=an)x O fait tendre x vers
+00, ce qui donne 4, = 0. Il reste donc A1 + - -+ + A,_1e“* = xe"*. En procédant
récursivement, on montre que A,—; = --- = A = 0. [l reste 4;e“"" = xe“*, soit 1| = x, ce
qui est impossible, puisque A; est un scalaire. F n’est donc pas génératrice de C* (R, R).

13
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Exercice 2.2 (Une application linéaire entre matrices) *

Soit la matrice

Soit # I’endomorphisme

u: M(R) — My(R)
X — MX

QI - u est-il injectif ? Surjectif ?

Q2 - Déterminer une base de Ker(u) et Im(u).

Solution

Q1 - On peut noter que
2 0]\ _|00
“\|-1 of) "o of
Le noyau de u n’est pas réduit a {0,}. Ainsi, u n’est pas injectif.

De plus, on note que det(M) = 0. M n’est pas inversible. Supposons qu’il ex-
iste X € M(R) telle que u(X) = I. Les propriétés du déterminant assurent que
0 = det(M) det(X) = det(MX) = det(l;) = 1. Contradiction. u n’est donc pas surjectif.

Q2 - Soit X € Ker(u«). Notons X = [)ZC vyv] ,oux,y,z,w € R. On a ainsi

x+2z y+2w| [0 O
X eRerlw) <= |30 16: 3y+6w ‘[0 o]

x+2z =0

y+2w = 0°

On peut donc proposer {[_12 g] , [8 _12]} comme base de Ker(u).

De plus, comme le noyau est de dimension 2, le théoréme du rang assuere que I’image
est également un sous-espace vectoriel de M (R) de dimension 2. De méme, en notant

X N
Xz[ y],oux,y,z,weR,ona
 w

x+2z y+2w
3x+6z 3y+6w

x+2z y+2w

MX = 3(x+22) 3(y+2w)|°

Maxime BOUCHEREAU 14 2025-2026
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On peut donc proposer {[; 8] , [8 ;] } comme base de Im(u).

Exercice 2.3 (Une matrice semblable a sa transposée) **

Soit A € R. On considéere la matrice

QI - Quelles opérations élementaires successives sur les lignes et les colonnes de J,
permettent de passer de J, a sa transposée ?

Q2 - En déduire que J, est semblable a sa transposée.

Solution

QI - Etudions la permutation des lignes et colonnes 1 & 3 de J,, on obtient ainsi

Q2 - Permuter les lignes (resp. colonnes) de J, revient a multiplier a gauche (resp. a droite)
par la matrice

0
P=10
1

S = O
SO =

Onaainsi PJ,P = J;. De plus, on vérifie aisément que P~' = P, ce qui prouve le résultat.

Maxime BOUCHEREAU 15 2025-2026
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Exercice 2.4 (Projection sur un plan) %

Soit le R-espace vectoriel R?, considérons le plan vectoriel

F = {(x,y,z) e R? :x+y+z=0}.
Soit la droite vectorielle D = Vect {(0,0, 1)}.
QI - Montrerque E = F @ D.

Q2 - Soit la projection p : E — F la projection sur F' parallelement a D. Donner la
matrice de p dans la base canonique de R>.

Q3 - Donner une base de F, que I’on notera {v{, v2}. En notant v3 = (0,0, 1), montrer
que {vy, v2, v3} est une base de E. Donner la matrice de p dans cette base.

Solution

Q1- Soit (x,y,z) € R Ona (x,y,2) = (x,y,—-(x + 7)) + (0,0,x + y + z), avec
(x,y,—(x+y)) € Fet(0,0,x+y+z) €e Ddonc E = F+D. Deplus,si (x,y,z) € FND,
alors, comme D = VectVect{(0,0,1)}, il existe 1 € R tel que (x,y,z) = (0,0,2).
Donc x = y = 0. De plus, (x,y,z) € Fdonc x+y+z =0soitz =1 =0, donc
(x,v,2) =(0,0,0),1i.e. Fn D = {0}, ce qui conclut.

Q2 - On a ainsi
p: E=F&eD — F
(x’yaz) B (x’y,_(x"')’)) ’
En notant C la base canonique de R3,ona
1 0
1

Matc(p) = | 0

0
0].
-1 -1 0

Q3- Ona

B
Il

{(x,y,z)€R3:x+y+z=0}

{(x,y,—(x +y))’ (.X', y) € Rz}
Vect {(1,0,-1), (0,1, 1)} .

La famille {vi,v2} = {(1,0,-1), (0, 1,—1)} est génératrice de F et est de dimension 2,
c’estdonc une base de F'. De plus, en complétant cette famille avec le vecteur vz = (0,0, 1),
on a

det (vi,v2,v3) =| 0
-1 -1

Maxime BOUCHEREAU 16 2025-2026
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donc {v, v, v3} estune base de E. De plus, comme p(vy) = v, p(v2) = vpet p(v3) =0,
on a finalement

S = O
S o O

1
Matgy, vy} (p) =10
0

2.2 Valeurs propres

Exercice 2.5 (Valeurs propres d’un opérateur) x

Soit T I’endomorphisme de C* (R, R) défini pour tout f € C*(R,R) par

T() x> £ + = ()

Déterminer les valeurs propres (réelles) de T ainsi que les sous-espaces propres associés.

Solution
Soit A € R une valeur propre de 7. On cherche alors f € C*(R,R), non nulle, telle que T'(f) =

! o I
—— £ (@), soit £/(x) = (a - +x2) f@).

La résolution de cette équation différentielle assure qu’il existe @ € R tel que pour tout x € R,
f(x) — a/exlx—Arctan(x)

Af. Autrementdit, pourtoutx € R, 1f(x) = f'(x) +

Ainsi, pour tout réel A, A est valeur propre de T, avec pour sous-espace propre associé

E (T) = Vect {x —> eﬂx'ArCtan(’“)} )

Exercice 2.6 (Différence finie et polynomes) **

Soit n € N*. On considere 1’application linéaire

w: RyX] — R,[X]
P +— PX+1)-PX)"

Q1 - Déterminer Im(u). En déduire rg(u).
Q2 - Déterminer la matrice de u dans la base canonique de R, [ X].
Q3 - Déterminer les valeurs propres de u ainsi que les sous-espaces propres associés.

Q4 - u est-il diagonalisable ?
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Solution

n

Q1 - Soit P € R,[X]. On écrit P = Zaka avec ap, di, - - ,dr € R. On a alors
k=0

n n n k-1
u(P) :Zak [(X + )F - xF] = Zak [(x + 1)F - x¥] :Zak (k)Xf

k=0 k=1 = = VY
k=1
La famille de polyndmes Z ( .)X’ est échelonée en degré (de 0 an — 1) et
— \J
j=0 I<k<n

est de cardinal n, c’est donc une base de R,,—1[X]. On a donc Im(u) = R,—1[X] et par
conséquent, rg(u) = n.

Q2 - On avu ala question précédente que u(1) = 0 et pour tout k € [[1, n]],
k=1

k\_ .
u(x*) = Z ( ,)X’. On obtient ainsi, si 8 = {1, X,--- , X"},
=0\
0o 1 1 1 - 1
0 2 3 - n
IR B R
atg(u) = 0 .
0) L)
0

Q3 - Soit A une valeur propre de u. Il existe alors u € R,[X] \ {0} tel que u(P) = AP.
Matriciellement, cette relation devient Matg(u)Matg(P) = AMatg(P). De plus, si

n
P= Zaka avec ap, - ,d, € R, alorson a
k=0
ag
aj
Matg(P) =
an

La relation u(P) = AP revient donc a résoudre le systéme linéaire suivant:

a + a + -+ ap = Adao
2a0 + --- +  nay, = Aa
n
(M an = Ay
0 = Aa,

On a donc Aa, = 0.
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-Si A # 0, alors a, = 0. En passant a la ligne du dessus, on a a,-; = 0.
Pour 0 < i < n -1, la ligne i du syst¢tme possede son membre de gauche qui
dépend de a;y1, - - - , a, alors que son membre de droite dépend de a;. On peut donc
"remonter” le systtme en montrant récursivement que a,—, = --- = ag = 0, soit
P = 0. u n’admet donc pas de valeur propre non nulle.

-Si A =0, alors P € ker(u). Puisque rg(u) = n, le théoréme du rang assure
que dim(ker(u#)) = 1. Or, si P est constant (i.e. agp € R, a; = --- = a, =0,
alors u(P) = 0. 0 est donc valeur propre de u, avec comme sous-espace propre
(qui coincide avec le noyau de u) associé 1’espace des polyndmes constants Ry [ X],
isomorphe a R, ce qui est bien un espace de dimension 1.

Q4 - Il n’existe donc pas de base de vecteurs propres (le sous-espace propre associé a 0, la seule
valeur propre, n’est que de dimension 1), donc u n’est pas diagonalisable.

Exercice 2.7 (Lemme de Hadamard et disques de Gerschgorin) xx

Soient n € N*. On considere A = (a; j)1<i,j<n € M (C).

QI - On suppose que A est a diagonale strictement dominante, i.e. pour tout entier
n

1<i<n,la|> Z la;,;|. Montrer que A est inversible.
j=1j#i

n
Q2- Soit 1 < i < n un entier. Considérons D; = {z€ C:|z—a;;| < Z la; ;| ¢-
j=lj#i
Soit A une valeur propre de A. Montrer que A € U D;.

1<i<n

Solution

Q1 - Raisonnons par I’absurde en supposant que A est a diagonale strictement dominante et
non inversible. Le noyau de A n’est donc pas réduit a {0}. Soit alors X = (x,--- ,x,) €

ker(A) \ {0}. Comme X # 0, il existe un entier 1 < iy < n tel que |x;)| = Max|x;| > 0.
I<i<n
n
Comme AX = 0, on a —a;, ; X;, = Z aj, ;jxj. En divisant par x;, puis en passant a la
J=Lj#io

valeur absolue, on a

n

< Z iy, ;s

/:1’./:'&10

n X;
|aio,i0| < Z |aio,j| X_

J=1,j#ip

10

ce qui contredit I’'inégalité de départ. A est donc inversible.
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Q2 - Soit A une valeur propre de A. Il existedonc X = (xy,--- ,x,) € C*"\{0}telque AX = AX.

Comme X estnon nul, il existe un entier 1 < iy < ntelque |x;,| = Max|x;| > 0. Larelation
1<i<

sisn

n
AX = AX donne ainsi (a;, ;, — A)Xxi, = — Z aj, ;x;. Endivisant par x;, puis en passant

J=Lj#io
n

a la valeur absolue, on a |a;,;, — 4| < Z |laj,,;|, autrement dit A € D;; C U D;.

J=1,j#ip I<i<n

Exercice 2.8 (Valeurs propres et dérivée seconde) * x x

Soit le R-espace vectoriel E = {f € C*([0,1],R) : Vk € N, f20(0) = f(Zk)(l)}.
Q1 - Montrer que E n’est pas réduit a {0}.

Q2- On considére I’endomorphisme 7 € L(E) défini pour tout f € E par
T(f) = —f”. Montrer que T est bien défini et déterminer les valeurs propres
(réelles) de T ainsi que les sous-espaces propres associés.

Solution

Q1 - Soit f la fonction définie sur [0, 1] et a valeurs réelles donnée par f : x — sin(zx). f
est de classe C* sur [0, 1] et pour tout k € N, f® : x — (—7%)¥ sin(7x). On a bien
f € E \ {0}, ce qui conclut.

Q2- T est bien linéaire par linéarité de la dérivation. Soient f € E et k € N
(=" (0) = —fCk+2(0) = — fCKk+D)(0) = 0. On montre de la méme maniére que
(- (1) = 0. Donc T(f) = —f” € E.

Soit A € R une valeur propre de 7. On cherche donc f € E \ {0} tel que T(f) = Af, soit
[+ Af =0. 1l s’agit d’une équation différentielle du second ordre.

- Si A <0, alors ils existent @, 8 € R tels que pour tout x € [0, 1], f(x) = aeV- 4
ﬁe‘ﬂx . Or,ona f(0) = f(1) =0, ce qui conduit au systeme linéaire

a + g =0
e‘/__/la/+e_\/__ﬂﬂ:O'

Puisque 4 < 0, e~ V=1 < 1 < e¥-1q et la résolution de ce systeme linéaire assure que
a = =0,donc f = 0. A n’est donc pas valeur propre de T'.

- Si A =0, alors ils existent @, 8 € R tels que pour tout x € [0, 1], f(x) = ax + 8. La
condition f(0) = f(1) = 0 conduit au systéme linéaire

B =0
a + B = 0

On obtient donc @ = B = 0, soit f = 0, donc 0 n’est pas valeur propre de 7.
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-Si 2 > 0, alors ils existent @,8 € R tels que pour tout x € [0,1],
f(x) = acos (\//_lx) + Bsin (\//_l ) La condition f(0) = 0 donne @ = 0, donc

pour tout x € [0,1], f(x) = Bsin (\/zx) De plus, la condition f(1) = 1 donne
B sin (\/Z) =0.

> Si VA ¢ 7N*, alors sin (\/Z) # 0, donc g =0et f =0, donc A n’est pas valeur

propre de T si VA € nZ.

> Si VA € nN*, autrement dit s’il existe p € N* tel que 1 = (pn)?, alors, si
f 1 x — Bsin(pnx) (o B € R), on a T(f) = (pn)>f = Af. Donc, A est
valeur propre de T si VA € nN*.

Ainsi, les valeurs propres de T sont (pm)?, ol p € N* et les sous-espaces propres
associ€s sont E,.12(T) = Vect {x + sin (pzx)}.
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Chapitre 3

Intégration

3.1 Intégrale sur un intervalle quelconque

Exercice 3.1 (Nature d’une intégrale) %

Déterminer la nature (convergente ou divergente) des intégrales suivantes:

Ql - /Om (\‘71 4t = V1423 In(x)dr.

I
e /0 VEI(D)

Q3 - / gy
1

Solution

Ql- Soit f : x +— (Vl +x* =1 +x3) In(x). f est continue sur |0, +oco[, on étudie alors
la convergence de I’intégrale en O et en +co en séparant ’intégrale en deux parties

+00 1 +00
/ F)dr = / fod+ [ .
0 0 1

3 1
- Un développement limité en O assure que Vi+xt—V1+x3 ~ —gxs, donc

X—>

1 . (
f(x) o —§x3 In(x). Les résultats de croissance comparée assurent que
X

—

1
f(x) — 0, donc I’intégrale / f(x)dx converge.
X—> O

- De  méme, un  développement  limit€ en  +oco  assure  que
1 In(x

Vi+x*=V1+x3 ~ —-—, donc fx) ~ - *) Comme
x—+o0  3x2 x—+o0  3x2

In(x) 1 In(x) _
32 3x3 x3 e x3
+00

. . 1
), une comparaison avec une intégrale de — as-
X

sure que I'intégrale f(x)dx converge.
1

22
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+0o0
L’intégrale / <{4/ 1+x4 =1+ x3) In(x)dx est donc convergente.
0

Q2 - Soit f:x+——> ———. f est continue sur |0, 1[, on étudie alors la convergence de
Vx ln(X)

llntegrale en séparant l'intégrale en deux parties

/ f(x)dx = / £ () + / Fx)dx.

- Comme

O on a donc f(x) = o

2l
1 2

une intégrale en —, I'intégrale / f(x)dx converge.
X 0

o) ), donc, par comparaison avec
nx) x—

1
- Undéveloppement limité au voisinagede Ode t — f(1+¢) assureque f(1 +1¢) ~ 0T
—>

1
Par comparaison avec une intégrale de —, I'intégrale [ f(x)dx diverge.
X 1

1
1
Lintégrale ——dx est donc divergente.
& /0 VX In(x) g

. 1 . 1
Q3 - Soit f : x — x¥ "™ Comme f est contlnue sur [1, +oo[, on étudie la convergence de
I’intégrale en +co0. En constatant que f(x) = e Bt (o? , On obtient ainsi

() = IO P )

X—>+00

1 1
Cela implique que f(x) = o, (—2), donc, par comparaison avec une intégrale de —,
X—>+00 \ X X

+00

i g L n(x)
I’intégrale xx dx est convergente.
1

Exercice 3.2 (Intégrales et logarithme) x

1
Soit n € N*. Montrer que I’intégrale / In(x)"dx converge et calculer sa valeur.
0

Solution
Nous allons raisonner de maniere récursive pour étudier cette suite d’intégrales.

Tout d’abord, nous avons, pour £ > 0, une intégration par parties assure que

1 1 1
[ s = ez - [ x fde= [rinGoRl = Leing) - <l
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1
Nous avons ainsi / In(x)dx = —1 — gIn(g) + €. Enfaisant tendre & vers 0, on a bien la con-
&

1
vergence de I’intégrale ainsi que / In(x)dx = —1.
0

1
Soit maintenant n € N*. Posons [,, = In(x)"dx. Nous allons exprimer I, en fonction de

0
I,, apres avoir montré la convergence de [,,. Soit € > 0. Une intégration par parties assure que

1
/ In(x)"*dx

1
[x ln(x)””];ii - (n+ 1)/,9 X - }Cln(x)”dx

1
—eln(e)™ —(n+1) / In(x)"dx.

Ainsi, si [, converge, et les résultats de croissance comparée assurant que

£ ln(s)”+1 —>0 0, on obtient la convergence de I, lorsque £ — 0. Comme /| converge, I,
E—

converge pour tout n € N*. De plus, on a I,4; = —(n + 1)I,. Ainsi, puisque I; = —1, une
récurrence assure que I, = (—1)"n!.

Exercice 3.3 (Décroissance et fonction gaussienne) xx*

+00
. , 12 N
Montrer que I’intégrale / e~""dt converge (on ne cherchera pas a calculer sa valeur)
0

M P e —x?
et que e dt ~
X

X—400 2x

Solution

2

. . . 2 L 1
Tout d’abord, les résultats de croissance comparée assurent que t2e” — 0,ainsi,e™ = o —1,
t—>+00 t—>+00 tz

. : 1 o : 2
donc, par comparaison avec une intégrale en pr et par positivité de la fonction t — e™"",

+00
. , _42
I'intégrale / e~""dt converge.
0

De plus, si T > x > 0, alors une intégration par partie montre que

T —x2 -T2 T -2
/ elPar=__% —/ e—dt,
. 2x 2T . 212

+o00 5 e—x 400 e_t
soit, lorsque T — +oo, / e dr = — / ~_dr
x X

2x

+00 e—[2
Comme on a 0< —dr < —
12 )
X X

1 +0o0
e dt, on en  déduit que
2

+00 e—z +00 )
/ t_zdt = 0 ( / e’ dt), ce qui fournit le résultat souhaité.
X X

X— 400
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3.2 Convergence dominée

Exercice 3.4 (Suite d’intégrales - Découpage) xx

Dans tout I’exercice, n € N.

+00
QI - Montrer que I’intégrale / converge.
0

+00
Q2 - Soitl, = /
0

Solution
Soit n un entier positif.

X"+ e*

——. Montrer que la suite (1,,),>0 converge et préciser sa limite.
X"+ e

Q1 - Lafonction f,, : x —> est continue sur R, donc nous allons étudier I'intégrabilité

X"+ eX
en +oo. Pour tout n € N, f, est positive et f,(x) ~ e . Lafonction x — e~ étant
X—>+00

intégrable et positive sur R, les fonctions f, le sont aussi, ce qui conclut.

Q2 - Etudions la limite (éventuelle) de la suite de fonctions ( f;,),>0-

e si xe[0,1]
si x=1
si x>1.

1 1
ﬁ 1—
X" 4+ ¥ n—+o 63

De plus, pour tous n > 0, x € [0,1], 0 < —— < e " et la fonction x — e est
intégrable sur R,. Ainsi, d’apres le théoréme de convergence dominée, on a
+o00 dx 1
— eFdr=1-¢7l.
0 X"+ e¥ n—+too Jo
|
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Exercice 3.5 (Un équivalent d’une suite d’intégrales) x x x

Dans tout I’exercice, n € N \ {0, 1}.

+00
QI - Montrer que I’intégrale / converge.
0

+00
2- Soitl, =
Q R ,/0 1+ x"

Indication: Couper l’intégrale en deux.

dr 1

nt + " n—+oo pi=1’

1+ x

. Montrer que la suite (1,,),>» converge et préciser sa limite.

+00
Q3 - En déduire que /
0

N . . !
Indication: Faire le changement de variable x = —.
n

Solution
Soit n un entier supérieur a 2.

est continue sur R, donc nous allons étudier I’intégrabilité

1 - La foncti :
Q a fonction f,, : x To

1 .
en +oo. On note que f,(x) = O (par exemple en montrant que le quotient
n—+oo \ 1 + x2
1 +x? . N iy
oo tend vers 0 lorsque x tend vers +00), ce qui conclut par comparaison a une intégrale
1

de —

x(l’

Q2 - Etudions la limite (éventuelle) de la suite de fonctions ( f;;),>2> en coupant I’intégrale en
deux.

- Six € [0, 1], alors

1 1 si xe[0,1]
> 1 N
1 + x" n—+co 3 si x=1.
1 )
De plus, pour tous n > 2, x € [0,1], 0 < 2.2 < 1 et la fonction x — 1 est
X

intégrable sur [0, 1]. Ainsi, d’apres le théoréeme de convergence dominée, on a

1 1
dx
— /dx:I.
0

o 141" oo

) 1 1

0. Deplus, pourtoutn > 2,x" > x~ soit

- Six > 1, alors — < .
+ X" n—s+oo L+x"  1+x2

Or, la fonction x — est intégrable sur |1, +oo[. Ainsi, par la théoréme de

+ x2

convergence dominée, on a

+00 +00
/ dr — 0 dx=0.
1

1 + x" n—+o0 0

Ainsi, par somme, la suite (/,,),>» converge vers 1.

Maxime BOUCHEREAU 26 2025-2026



Colles - MP

t
Q3 - Soit 7 > 0. Un changement de variable x = — assure que
n

T z T
dx 1/,, dt n—l/" dt
= — =n .
0 1+ x nJo 1+()n o n'+1t"

L
n

dr .
. Comme I, — 1, on a ainsi
nt+ n—+oo

+00
Donc, si T — 400, on a [, = n”_I/
0

+0co dt
I, =n"! / e — 1, ce qui fournit I’équivalent demandé.
0 n n—+oo

[ ]
Exercice 3.6 (Une suite d’intégrales) x x x
Soit n € N*,
+0co dx
Q1 - Montrer que I’intégrale / converge.
0 (I+x2)V1+xn
+00 dx
Q2 - Soitl, = / . Montrer que la suite (1,,),en- converge et préciser
" Jo (1 +x2)V1 +xm .
sa limite.
Solution
Soit n € N*.
1 1

Ql- Pourtousn € N, x > 0, V1 +x" > 1, donc Or, la fonction

< .
1+ +x  1+x?

X — est intégrable sur R, (comparaison a une intégrale de —. Donc I'intégrale
X

+ x2

+00 dx
converge.
'/0 (1+x2)V1 +x7

Q2 - Soit la fonction

fu: [0,+00] — R
1

(1+x2)Y1T+xn |

- Si0< x<1,alors

31 +x" = (1 +xn)% = €%ln(1+xn) = e%(xn+n—(>)+oo(xn)) —_— 1.

n—>+oo
On obtient ainsi £, (x) 1
ﬁ .
n obtient ainsi f, (x e T 22
1 1
- Six=lalors f(1) = —— = "20+) _, —
21"'2 n—s+4oc0 2
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- Six > 1, alors

1{.— _
31 +x" =X (1 + X n)" = xe’11 ln(1+x ) e;(x n+n—i>)+oo(x n)) — X.

n—-+oo

On obtient ainsi f;,(x) Donc pour tout x > 0, f,(x) o f(x)

ﬂ —_—
n—+oo x(1 4 x2)
avec, pour tout x > 0,

1
—— si xe[01]
X
f(x) = : sio x=1
1 .
m S1 X€]1,+00[

De plus, lors de la premiere question, nous avons établi que pour tous n € N*,

x € Ry, |fu(x)| € ——, et la fonction x +— est intégrable sur R,. Ainsi,
X

2
+ X
par le théoreme de convergence dominée, on a

"—>+°°/ fx)de= /1+x2 [m)ﬁ

Une primitive de x —

2 étant donnée par x — Arctan(x), la premiére inté-

grale vaut Arctan(1) — Arctan(O) =
Pour le calcul de la seconde intégrale, une décomposition en éléments simples assure

1 X
e ——— = — —
Txa+x) " x 1+x2

[Tﬁﬁ B / __/ 1+x

- [1n(T2) 1(1+T2)+ln(2)]
[m (1 + %) + 1n(2)] .

+00
Donc, en passant a la limite 7 — +oc0, on obtient /
1

.Ainsi,siT > 0,o0na

= N =

dx 1
— Y Zin(2), soit
Td+a) 202 sol

1
finalement I, — T,z In(2).
n—+00 4 2
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3.3 Intégrales de fonctions abstraites

Exercice 3.7 (Limite d’une fonction intégrable) x

Soit f : [0, +co[— R une fonction de classe C! telle que f et f’ soient intégrables sur
[0, +co[. Montrer que f — O.

X—>+00

Solution
Tout d’abord, comme f est de classe C!, on peut écrire, pour tout x > O,

+00

X
f(x) = f(0) +/ f'(r)dt. Puisque f’ est intégrable sur [0, +oo[, 'intégrale f(n)de
0 0

converge, donc il existe £ € R telle que f(x) — ¢.
xX—>+00

Supposons que ¢ # 0. En revenant a la définition de la limite, pour tout € > 0, il existe A > 0 tel
que pour tout x > A, | f(x) — €| < &. Soit alors € > 0. Il existe donc A tel que, pour tout x > A,

X
{—e< f(x) <€+ ¢g,soit,enintégrantentre O et x, (£ — &)x < / f()dt < (€+¢&)x. Sit >0,
0
E

4
X > A,

1 X X
1- il > —/ f(r)dt > 1+ f. On a donc montré que / f(t)ydt ~ {€x. Or € # 0,
5 f_x 0 5 0 X—>+00
+00

1 X
alorson a, pourtoutx > A, 1 — - < g_/ fde <1+ % De méme, si £ < 0, alors pour tout
X Jo

donc ce résultat est absurde puisque 1’intégrale f(t)dt converge par intégrabilité de f.
0

Donc ¢ = 0.

Exercice 3.8 (Lemme de Riemann-Lebesgue) *x

Soit f : [0, +co[—> R de classe C! et intégrable. Montrer que pour tout n € N, la
fonction t — f () cos(nt) est intégrable sur [0, +co[ puis que

/+oof(t) cos(nt)dt — 0.
0 n—-+oo

Indication: On pourra d’abord montrer le théoréme pour une intégrale sur [0,T], ou
T < 4o0.

Solution
Tout d’abord, si n € N, alors, pour tout ¢ > 0, | f(¢) cos(nt)| < |f(t)|, donc, par comparaison
entre fonctions positives, la fonction t — f(¢) cos(nt) est intégrable sur [0, +oo[ et I’intégrale

+00

f () cos(nt)dt converge.
0

Soit T > 0. Une intégration par parties assure que

T

/T . 1 : 1 o
f(®)sin(nt)dt = — f(T) sin(nT) — — / f'(t) sin(nt)dt.
0 n nJo
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Le premier terme converge vers 0 comme produit d’une suite bornée et d’une suite con-

T T
1
./fwmmmm<—/|fmm-a(MM@mme
0 n 0 n—-+oo

| f’| sur [0, T] est bien finie car f” est continue. On obtient ainsi

1
vergeant vers 0. De plus, on a —
n

T
/ f(t)cos(nt)dt — O.
0 n—-+oo

Puisque f est intégrable sur [0, +oo[, on a /x+oo | f(2)|dt Nt 0. Soit € > 0. D’apres ce
qui précede, il existe T > O tel que /T - |f(¢)]|dr < g De plus, d’apres le résultat établi sur
[0,T], on a ‘/OT f(¢) cos(nt)dt T 0, donc il existe ny € N tel que pour tout entier n > ny,
<

. On a donc, pour tout entier n > ny,

T
‘/ f(t) cos(nt)dt
0

ST

<

T 400
/ F(t) cos(nt)di| + / £l < e,
0 T

/+oo f(t) cos(nt)dt
0

ce qui conclut.

Exercice 3.9 (Théoréme de Cesaro version intégrale) x x x

Soit f : [0, +co[— R une fonction continue telle que f(x) — L, ou L € R. Montrer
X—>+00

1 X
que—/ f()dt — L.
X Jo X—>+00

Solution

. . . . &

Soit & > 0. Puisque f(x) — L, il existe xo > 0 tel que pour tout x > xg, |f(x) — L| < 3
X—>+00

Ainsi, nous obtenons, si x > xg.

‘%/0 f(t)dt—L' E/O 0f(t)dt+)lc/xo f(t)dt—L‘

1| o | _ _ _
%/'fQMI —/'ﬂgm—x Xy XX, 7Y,
x |Jo X Jy x

X

X X — Xo
L[

—‘/ f(r)dt

X 1Jo

On peut majorer le second terme du membre de de droite de 1’inégalité en utilisant I’'inégalité
triangulaire sur les intégrales, donnant ainsi

1 X 1 X0
;/0 f(t)dt—L<;‘/0 f(r)dt

Toujours sur le second terme du membre de droite de I’inégalité, puisque t > xp,ona|f(7)—L| <
%, ce qui donne alors

N

+

|L|xo

N

+

1
+ —
X

/ LF(r) — L1t

|L|xo
=

1 X
+)_C/x0 | f(¢) — L|dr +
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1 [ 1 0 EX—X Ll|x
‘—/ f(t)dt—L' < —‘/ f()dt| + = 0+| Io.
x Jo x |Jo 3 X
1| [/ e |L|x
< —‘/ f(t)dt+—+| Io_
x |Jo 3 X
1 10 e
De plus, on peut toujours trouver x; > 0 tel que, pour tout x > xj, — ‘ / f(r)dt| < 3 et
X 1Jo
ILlxo &
xp > 0 tel que, pour tout x > x», < 3 Donc, pour tout x > Max(xg,x1,x2), on a

1 X
)—C/O f(t)dr - L

< &, ce qui conclut.

Maxime BOUCHEREAU 31 2025-2026



Chapitre 4

Polynome caractéristique et réduction

4.1 Diagonalisation de matrices

Exercice 4.1 (Diagonalisation de matrices - Piste verte) x

Justifier que les matrices suivantes sont diagonalisables. Les diagonaliser (recherche de
valeurs propres et d’une base de vecteurs propres, forme diagonale):

1 -1 0 2 00 2 -1 0

A=10 2 0 B=|-1 10 c=(0 1 O

-2 -2 1 2 23 -1 -1 1

Solution

X-1 1 0

A - Le polynéme caractéristique de A estdonné par y4 = 0 X -2 0 |.Onaainsi
2 2 X-3
X-1 1 0
_ l£3 X -1 1
X4 = 0 X-2 0 |= (X—3)‘ 0 X—Z‘

2 2 X-3
(X =D(X=-2)(X -3)

Les valeurs propres de A sont donc 1, 2 et 3, distinctes, donc la matrice est diagonalisable.

X
Soit X = |y| € E;(A). Ona
Z

32
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X -y = X
AX =X — 2y =y
- 2x - 2y + 3z = z
{x:z,zeR
=
y =0

1
& E|(A) = Vect: (0
1

X
De plus, soit X = |[y| € E»(A). Ona
z

X =y = 2x
AX =2X 2y = 2y
- 2x - 2y + 3z = 2z
X = -y
7z = 2(x+y)
{x = -y , YeER
z = 0
1
& E>(A) = Vects [-1
0
X
Enfin, soit X = |[y| € E3(A). Ona
Z
X -y = 3x
AX =3X 2y = 3y
- 2x - 2y + 3z = 3z
{z € R
—
x =y =20
0
& E3(A) = Vect{ [0
1
1 1 0 1 00
Donc, en posant P = |0 -1 0,0naP‘1AP: 020
1 0 1 0 03

X-2 0 0
B - Le polyndme caractéristique de B est donné par yp =| 1 X -1 0 |.Onaainsi
-2 -2 X-3
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X-2 0 0
Y = | 1 X-1 0 [=(X-DX-2)(X-3)
2 2 X-3

Les valeurs propres de B sont donc 1, 2 et 3, distinctes, donc la matrice est diagonalisable.

X
Soit X = |y| € E{(B). Ona

Z

2x = X

BX=X - x + Yy =y

2x + 2y + 3z = z

— {z = -y, yeR
x = 0
0

<= E|(B) =Vectq| 1
-1

X
De plus, soit X = |y| € E»(B). Ona

2x = 2x
BX =2X - x + y = 2y
2x + 2y + 3z = 2z
{y = —x , x€R
z = 0

1

< E>(B) = Vect{ -1

0

X
Enfin, soit X = |y| € E3(B). Ona
Z
2x = 3x
BX =3X - x + Yy = 3y
2x + 2y + 3z = 3z
z € R

x =y =0

0

& Ej3(B) = Vect4 |0

1
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0O 1 O 1 00
Donc,enposantP=|1 -1 O ,onaP'BP=1(0 2 1
-1 0 1 0 03
X -2 1 0
C - Le polyndme caractéristique de C estdonnépar yc=| 0 X -1 0 |.Onaainsi
1 1 X-3
X-2 1 0
e = | 0 X-1 0 l23()(—3)‘)((;2 Xl_l'
1 1 X-3

(X -D(X-2)(X-3)

Les valeurs propres de C sont donc 1, 2 et 3, distinctes, donc la matrice est diagonalisable.

X
Soit X = |y| € E;(C). Ona
z
2x -y = X
CX=X y =)
- x -y + 3z =z
{x y , z€R
z =y
1
= EI12(C) = Vect4 |1
1
X
De plus, soit X = |y| € E»2(C). On a
z
2x —y = 2x
CX=2X y = 2y
- x -y + 3z = 27
{z x , z€R
—
y 0
1
< E>(C) = Vect? |0
1
X
Enfin, soit X = |y| € E3(C). Ona
Z
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2x —y = 3x
CX =3X y = 3y
- x -y + 3z = 3z
{z e R
—
x =y =20
0
< E3(C) = Vect? |0
1
1 10 1 00
Donc, en posant P = |1 0O O,onaP'lCP: 020
1 11 0 0 3

Exercice 4.2 (Diagonalisation de matrices - Piste bleue) x*

Justifier que les matrices suivantes sont diagonalisables. Les diagonaliser (recherche de
valeurs propres et d’une base de vecteurs propres, forme réduite diagonale):

3 -6 0 3 -2 0 1 -2 -2
A=|1 -1 -1 B=|-1 1 -1 c=(0 3 2
-1 0 4 -1 2 2 -1 -1 2
Solution
X-3 6 0
A - Le polyndme caractéristique de A estdonné par y4 =| -1 X +1 I |.Onaainsi
1 0 X-4
X-3 6 0 Ly Lo (X)L X-3 6 0
XA = -1 X+1 1 | 77722777 -1 X+1 1
1 0 X-4 X-3 -X*+3X+4 0
6 | X =3 6 _ 1 6
- x-3 —X2+3X+4__(X_3)‘1 X2 +3X +4

= —(X-3)(-X?>+3X-2)=(X-1D(X-2)(X-3)
Les valeurs propres de A sont donc 1, 2 et 3, distinctes, donc la matrice est diagonalisable.

X
Soit X = |y| € E;(A). Ona
Z
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AX =X

:3y
= 3z

—_—— —N— —
[\®]
=R
[
N N
RS
[
[\l
|
S OO N =R

<o N =R R
|
A L8

& E|(A) = Vect; |1

X
De plus, soit X = |y| € E»2(A). Ona
Z

3x — 6y = 2x
AX =2X x -y - z =2y
- X + 4z = 2z
x — 6y =0
= x — 3y - z =0
- X + 2z =0
x = 6y
— x = 2z
x — 3y — 7z =20
x = 6y
= z = 3y
y € R
6

X
Enfin, soit X = |[y| € E3(A). Ona
Z
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3x — 6y = 3x
AX =3X x -y - z = 3y
- X + 4z = 3z
- 6y =0
— x — 4y — 7z =0
- X + z =0
y =
— X = z
z € R
1
& Ej3(A) = Vect: (0
1
361 1 00
Donc,enposant P=|1 1 0O|,ona PlAP=10 2 0
1 31 0 03
X-3 2 0
B - Le polyndme caractéristique de B est donné par yp =| 1 X-1 1 |.On aainsi
1 -2 X-2
X-3 2 0 Ly Lam(X-2)L X-3 2 0
xg = | 1 Xx-1 1 [777=7770 X-1 1
1 -2 X-2 -X+3 -X*+3X-4 0
1G3 X-3 2 2

1
T l-x+3 —X2+3X—4':_(X_3)‘—1 ~X2+3X -4
= (X=-3)(-X?>+3X-2)=(X-D(X=2)(X-3)

Les valeurs propres de B sont donc 1, 2 et 3, distinctes, donc la matrice est diagonalisable.

X
Soit X = |y| € E{(B). Ona
Z
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3x — 2y = X
BX =X & - x 4+ y - z =Yy
- x + 2y + 2z = z
2x - 2y =0
= - X -z =0
- x 4+ 2y + z =0
y = X
= Z = =X
- x 4+ 2y + z =0
y = X
— Z = —X
x € R

1
& E|(B)=Vectq| 1
-1

X
De plus, soit X = |y| € E»(B). Ona
Z

3x — 2y = 2x
BX =2X < - x + y - z = 2y
- x + 2y + 2z = 2z
x - 2y =0
— - x -y -z =20
- x + 2y =0
x = 2y
= z = =3y
y € R
2
<= E>(B) =Vects| 1
-3

X
Enfin, soit X = |y| € E3(B). Ona
Z
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3x — 2y = 3x
BX =3X - x + y - z = 3y
- x + 2y + 2z = 3z
- 2y =0
— x — 2y — z =0
- x + 2y — z =0
y = 0
= X = -z
Z R

1 2 -1 1 0
Donc, en posant P = | 1 1 Ol,onaP'BP=10 0]f.
-1 -3 1 0 3
X-1 2 2
C - Le polyndme caractéristique de C estdonné par yc =| 0 X -3 -2 |.Onaainsi
1 1 X-2
X-1 2 2 |, a0 X+3 -X243X
ve = | 0 x-3 o |bhPg x 3 )
1 1 X-2 1 1 X-2
6 |-X+3 -X?+3X| -1 -X?+3X
T |x-3 -2 ‘_(X_S)‘l -2

= (X-=-3)(=X’>+3X-2)=(X-1D(X-2)(X-3)

Les valeurs propres de C sont donc 1, 2 et 3, distinctes, donc la matrice est diagonalisable.

by
Soit X = |y| € E;(C). Ona
Z
x - 2y — 2z = Xx
CX=X 3y + 2z =y
- x -y + 2z = z
- 2y = 2z =0
— 2y + 2z = 0
- x -y + z =0
y = -z
— x = 2z
z € R
2
< E|(C)=Vectq|-1
1
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X
De plus, soit X = [y| € E»(C). On a
z

x = 2y — 2z = 2x
CX=2X 3y + 2z = 2y
- x -y + 2z = 2z
- x - 2y — 2z =0
= y + 2z =0
- x -y =0
-y - 2z =0
= y + 2z =0
y = =X
x = 2z
— y = =2z
z € R

X
Enfin, soit X = |y| € E»(C). Ona
Z

x — 2y — 2z = 3x

CX=2X 3y + 2z = 3y
- x -y + 2z = 3z
- 2x - 2y - 2z 0
= 2z = 0
- x -y -z =20
x = -y
— y € R
z = 0
[ 1
— E3(C) = Vects |-1
K
2 2 1 1 00
Donc, en posant P = |-1 -2 -1 ,onaPlcp=10 2 0
1 1 0 0 0 3
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4.2 Reduction de matrices

Exercice 4.3 (Matrice stochastique de petite taille) x

Soient p, g €]0, 1. On considére la matrice A = [1 :Ip 1 f q]'
QI - Montrer que 1 est valeur propre de A. En déduire que A est diagonalisable.
Q2 - Calculer A¥ pour tout k € N.

Q3 - Les suites données par coefficients de A* convergent-t-elles ? Si oui, la matrice
formée reste-t-elle stochastique (i.e. de la méme forme que A) ?

Solution

l-p+p

,onaAX =
g+1l-g¢g

1 = X, donc 1 est valeur propre

Q1 - En considérant le vecteur X = [1

de A, avec pour vecteur propre associ€ | . . Ainsi, la trace de A étant donnée par2—p —q,

1
elle correspond également a la somme des valeurs propres, donc I’ autre valeur propre vaut
1 —p—q # 1. Le polyndme caractéristique de A est donc scindé€ a racines simples, donc
A est diagonalisable dans M;(R).

Q2- On cherche une base de vecteurs propres constituant une matrice de passage

1 0
-1 . £
P € GLy(R) telle que P~ AP = 0 1-p —q] . Soit X € Ej_p,_4(A). En ré-

solvant AX = (1 — p — g)X, on trouve X =

p], soit P = [} p]. P est bien in-

versible car ses deux colonnes ne sont pas combinaison linéaires (i.e. multiples ici)

1
1’'une de I’autre. Un rapide calcul assure que P~ = 4 P ] On obtient ainsi
(p+q 1 -1
1 0
“1ap _ o
P AP = [0 1—p —q]' Ainsi, pour k € N,
1 0
AF = p p!
k U—p—qV]
11 op 1 0 q p 1
T —q] |0 A-p-@F||1 -1|p+g

[1 p(l-p-q)k][q p]

1 —q(1-p-g)f||1 -1

1 Jg+p(1-p-g)F p—pﬂ—p—qﬁ]

p+qla-al-p-9)f p+q(l-p-q)F

1 |q kaU—p—qV
q p p+q

Ptq

p —ﬂ
q —q

q p

1
Q3- Comme |1 — p —g| < 1, on a, lorsque k —> +oco0, AF — —— g P

pPtq

] . Cette ma-
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D . . 1-p ! ,
trice limite est bien de la méme forme que A, i.e. [ ,p | p ,] avec p’ = f_ et
- pP+q
g = q
pP+q
|
Exercice 4.4 (Matrice a parametre) x
1 0 1

Soit @ € R. On considere la matrice A = | —1 2 If.

2—a a-2 a
Q1 - Pour quelle(s) valeur(s) de a A est-elle diagonalisable ?

Q2 - Calculer les puissances de A dans le cas a = 2.

Solution

QI - Soita € R. Le polynuome caractéristique de A est donné par
X-1 0 -1
xa=1| 1 X -2 -1 |, donnant ainsi
a-2 2-a X-a

X -1 0 -1
XA = 1 X-2 -1
a-2 2-a X-a
C X -1 0 -1
TR I 1 o x -2 -1
0 2—-a X-a
1 0 -1
= X-DH1 xX-2 -1
0 -a X-a
CrCone 1 0 0
2T ox-pht x-2 0
0 2-a X-a

(X - 1) (X =2)(X - a).

- Sia ¢ {1, 2}, alors les valeurs propres de A sont distinctes, le polyndme caractéris-
tique est scindé a racines simples, et A est diagonalisable.

-Si a = 1, alors 1 est valeur propre avec multiplicit¢ 2. On montre que
1

E1(A) = Vects 0] ¢. Le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 est de
0

dimension 1 < 2, donc A n’est pas diagonalisable.
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-Si a = 2, alors 2 est valeur propre avec multiplicit¢ 2. On montre que
0] |1

E>(A) = Vect< 1], |0] ;. Le sous-espace propre associé a la valeur propre 2 est de
0] |1

dimension 2, donc A est diagonalisable.

1 01 1
Q2- Sia=2,alors A=|-1 2 1|. On montre que E{(A) = Vecty [1]| ;. Une matrice de
0 0 2 0
1 01
passage estdonc P = |1 1 O}, calculons I’inverse de P.
001
101|100 10 1|1 00
1 10[010 Lalomla 01 -1|-110
00 1[0 01 00 1|0 01
L1<—L1—L3 5
Ly Lo+ Ls 1 00[]1 0 -1
~ 0 1 -1 1 1
001[0 0 1
1 0 -1 1 00
OnaainsiP'=|-1 1 1|etP'AP=]0 2 0 , donc, pour tout k € N,
0 0 1 00 2
1 0 0
A¥ = plo 28 ofp!
0 0 2k
(1 0 1]t 0 oO0][1 0 -1
= (1 1 0[l0 28 Oof]-1 1 1
0 0 1f[0 0 2F]]0 O 1
(1 0 2][1 0 -1
= |1 2 of|-1 1 1
0 0 2¢[[0 0 1
[ 1 0 2F-1
= [1-2F 2% 2k
o o 2t
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Exercice 4.5 (Méthode de la puissance) xx

Soient n € N* et A € M, (R), ayant pour valeurs propres les réels 1; > --- > 4, > 0.

QI - Montrer que A est diagonalisable.
Q2- On note {vy,---,v,} une base de vecteurs propres associ€s aux valeurs pro-
n
pres Ay, ,d,. Considérons xg = Za/iv,- avec a; # 0, et, pour tout k € N,

i=1
Xk+1 = Axg. Montrer que

(X1 lxk) (ﬂz)k
RuladLuLTA B N ) I
el? -~ (al

ou (-|-) est le produit scalaire canonique sur R".

Solution

Ql - Comme A; > --- > 4,, les valeurs propres de A sont distinctes. Le polyndme caractéris-
tique de A est donc scindé a racines simples, donc A est diagonalisable dans M, (R).

n
Q2- Soitk € N. Onax; = AfFxq = Z @;idkv;.
i=1
La bilinéarité du produit scalaire assure donc que, pour tout k € N,

(el = Y a2y = adlvil PEH + 0 (o))

I<i,j<n

el P = Grle) = avapdfabilvy) = aflivi 23 + 0 (1))

1<i,j<n

n

A2
) @fllPA 40 (k) 1+ 0 ((—) )

A1
On a ainsi = = A - soit
Il = P o ()~ o ((2))
/l n
<xk+1|x2k> _ A +O((—2) )
[k A
[
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Exercice 4.6 (Méthode de la puissance pour une matrice non diagonalisable) %x

A1 0
Soient des réels A > u > 0. On considere la matrice A = [0 4 0
0 0 u

Q1 - Montrer que A n’est pas diagonalisable.

Q2 - Calculer A* pour tout k € N (On pourra décomposer A comme la somme d’une
matrice diagonale et d’une matrice nilpotente.)

Q3 - Soient @,B,y € R avec o, # 0. Soient xog = (a@,f,vy) et, pour tout k € N,

1
Xk+1 = Axg. Montrer que M =A1+0 (_)
|| k

Solution

QI - Si A est diagonalisable, alors les sous-espaces propres associ€s aux valeurs propres A et u

sont respectivement de dimension 2 et 1. Or, on montre que
1

E (A) = Vectq |0] ¢, ce qui ne correspond pas a un espace de dimension 2, donc A
0

n’est pas diagonalisable.

A 00 010
Q2- Onremarqueque A =D +NavecD=|0 42 OfetN=|[0 O Of. Un rapide calcul
0 0 u 00O
assure que D et N commutent, et que N> = 0. On peut donc appliquer la formule du bindme
de Newton, donnant ainsi, pour tout k € N,
K ik PLI 7 Lat ()
Ak =3 ( ,)D"—fo =D*+KDM'N=|0 A ol
=AY 0 0 uk
Aa +kAHp
Q3- Soitk € N. Onax; = Afxy = AkB . Donc, en prenant les produits scalaires
uy

et en conservant le plus grand terme, on a

(it loe) = K% 4 0 (KAt et Il P = (rlee) = k2427262 + 0 (k).

1
. o ) K212+ O (kA% “O(F) .
soit, en passant a la division, PR ey o =A d’ou
bl BRI 0 () o (1)
<xk+1|xk> (1)
———=2A+0|-]|.
|| 12 k
]
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4.3 Matrices et endomorphismes nilpotents

Exercice 4.7 (Endomorphisme nilpotent) x*

Q1 - Soitu € £(R?), non nul tel que u? # 0 et > = 0. Montrer qu’il existe une base de

Q2- Soit A € M;3(R) telle que A> # 0 et A> = 0. Donner la dimension de

1 0

R3 dans laquelle la matrice de u vaut 0 1f.
0

oS O O
S

F={XeM;3R): AX + XA = 0}

Solution

Ql -

Q2 -

Comme u” # 0, il existe x € R? non nul tel que u?(x) # 0. Soit la famille {uz(x), u(x),x}.
Montrons que c’est une base de R3. Soient A, u, v € R tels que Au?(x) + pu(x) +vx = 0.
En appliquant u & cette égalité, on a uu?(x) + vu(x) = 0, et, en appliquant de nouveau
u, on a vu>(x) = 0, soit v = 0, puis 4 = A = 0. La famille {uz(x),u(x),x} est donc
libre et de cardinal 3 dans R?, de dimension 3, c’est donc une base de R3. En notant
B = {vi,v2,v3}, o v = u?(x), vo = u(x) etvy = x,onau(v)) =0, u(vy) = v; et
u(v3) = vy, soit alors

Matg(u)

I
S o O
[ e
S = O

Puisque A? # Oet A® = 0, d’aprés la question précédentee, A est semblablea T =

S O O
S O =
S = O

Il existe donc P € GL3(R) telle que PAP~! =T.

Soit alors X € F. On a XeF—AX+XA=0TY+YT =0, ou
Y = P 'XP. Ennotant Y = (¥i,j)1<i,j<3-Ona

Y21 Y22 Y23 0 yi1 yi2
YT+TY =0 |y31 Y32 ¥33|=—10 y21 y22].
o 0 0 0 y31 Y32
On aboutit donc a yo1 = y31 = y32 = 0, y22 = —y1,1 = —y33 €t y23 = —yi2.
a B vy a B vy
On peut ainsi écrire Y = |0 —a —pB[, soit X = P|0 —-a -B|P7!, pour a,B,y €
0 0 «a 0 0 «a

R. De plus, on montre que si X a la forme précédemment citée, alors on a bien
AX + XA =P (TP‘IXP + PTIXPT) P = P(TY +YT)P™' = 0.
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Exercice 4.8 (Matrices nilpotentes d’ordre 3) x x %

Soit A € M3(R) telle que A® = 0. Montrer que A est semblable 2 une des trois matrices
suivantes
000 000 010
0 0 0, |00 1|, |0 01
000 000 000
Solution

S o O
S O O

0
- Si A =0, alors A est semblable (et méme égale) a la matrice |0
0

- SiA #0et A2 =0. A n’est ni nulle, ni inversible (car sinon on n’aurait pas A?% = 0), donc
rg(A) € {1,2}.

Soit Y € Im(A). Il existe X € R3 tel que ¥ = AX. On a ainsi AY = A>2X =0,donc Y €
Ker(A). On aainsiI’inclusion Im(A) C Ker(A), soit, en passant aux dimensions, rg(A) <
dim(Ker(A)). Or, d’apres le théoréme du rang,
dim(Ker(A)) + rg(A) = 3, donc rg(A) = 1 et dim(ker(A)) = 2.

De plus, comme A # 0, il existe X € R3\ {0} tel que AX # 0. On a également
AX € Ker(A). Comme dim(Ker(A)) = 2, on peut compléter la famille {AX} en une base
{AX,Y} de Ker(A) (on prend Y ¢ Im(A), ce qui est possible car Im(A) € Ker(A) car la
dimension du noyau est plus grande que celle de I’image, cela garantit bien la liberté de
la famille {AX,Y}).

Montrons que {X,AX,Y} est une base de R>. Soient A,u,v € R tels que
AX + uAX +vY =0. En appliquant A a cette égalité, puisque AX et Y appartiennent
au noyau de A, on a AAX = 0, soit A = 0 puisque AX # 0. Il reste donc uAX +vY =0,
soit u = v = 0 par liberté de la famille {AX,Y}. Donc la famille {X, AX,Y} est une
base de R3 car elle est libre et est de cardinal 3, ce qui est bien la dimension de R3. En
notant Vi = Y, Vo, = AX etVs = X,ona AV, =0, AV, =0, AV3; = V), soit, en notant

oS = O

00
P=|vy, V, V3|,P'AP=10 0
00

- Si A3 = 0 mais A, A% # 0, il existe alors X € R3\ {0} tel que A2X # 0. Montrons que la
famille {A>X, AX, X} estune base de R®. Soient A, i, v € R tels que AX +uAX +vA®X =
0. En appliquant A i cette égalité, on a AAX + vA?X = 0, et en appliquant de nouveau
A, on a 1A%2X = 0. Comme A%2X # 0, on A = 0, puis u = v = 0, donc la famille
{AZX JAXL X } est libre et de cardinal 3 dans R3, c’est donc une base de R3. Posons
Vi = A’X, V, = AX, V3 = X. Ona AV| = 0, AV, = V| et AV3 = V,. En notant

010
P=|Vi V, Vi|,onabien PTAP=[0 0 1.
0 0O
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4.4 Matrices et endomorphismes trigonalisables

Exercice 4.9 (Matrices triangulaires supérieures) x

Q1 - Soit n € N*, on note 7,7 (R) I’ensemble des matrices triangulaires supérieures.

o ()
Q2 - En déduire que A~' € 7,7 (R) et que A~! est de la forme .
(0) —

Q3 - On se place dans le cas n = 2. Soit A € M»(R) \ {I} telle que 1 soit I’'unique

Soit A € GL,(R) N 7,*(R). Montrer que 1’application linéaire

¢: T, (R) — 7,7(R)
X — AX

est bien définie et est un isomorphisme.

valeur propre de A. Quelle est la dimension de F = {X e My(R) : AX = XA_I}

Solution

Ql -

Q2 -

Q3 -

¢ est clairement linéaire. De plus, tout produit de matrices triangulaires supérieures
étant lui-méme une matrice triangulaire supérieure, pour tout X € 7,*(R), on a bien
¢(X) € 7,7 (R).

De plus, si X € Ker(g), alors ¢(X) = AX = 0, soit X = 0 puisque A est inversible. ¢
est donc injective et est donc bijective puisque c’est un endomorphisme de 7,* (R) (méme
dimension des espaces de départ et d’arrivée).

Puisque ¢ est bijective et I, est triangulaire supérieure, il existe donc B € 7,*(R) telle
que AB = I,,. Par unicité de I’inverse, B = Al e 7,7 (R). Ainsi, A1 est de la forme

) (%) aiai, (%)

A7l = . Onadonc A7 'A = = I, soit, pour tout
(0) ay (0) anlnn

1<i <, a; = —.

Comme la seule valeur propre de A est 1, son noyau est réduit a {0}, donc A est inversible.
A n’est pas diagonalisable (si c’était le cas A serait semblable a I’identité, donc y serait

. _ 1 .
égale). 1l existe donc P € GL>(R) telle que P~'AP = [ a] pour un certain @ # 0.

0 1
Notons T cette matrice triangulaire supérieure. D’aprés les questions précédentes, 7~ ! est
. . L 1 . .
triangulaire supérieure et est de la forme 77! = [ 0 f ] pour un certain 8 # 0. Un rapide

calcul montre que S = —a.
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Soit alors X € F. Ona AX=XA'eTY=YT"'"ou Y = P"'XP. En notant

X
Y = y,ona
w

Z
TY = T x+az y+aw :[x —ax+y {w = —x
w Z —az+w z = 0
x oy ) o1 |x oy
OnadoncY = [0 —x] pourx,y € R, soit X = P [0 s P.

De plus, on vérifie que si X est de la forme précédemment citée, alors AX = XA~!. Ainsi,
F est un sous-espace vectoriel de M,(R) de dimension 2.
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Chapitre 5

Suites et séries de fonctions

5.1

Suites de fonctions, modes de convergence

Exercice 5.1 (Convergence simple et uniforme d’une suite de fonctions) x

Soient x € R, n € N*. On pose f,(x) = Zxk.

n—1

k=0

1. Pour quelle(s) valeur(s) de x ( fy,)nen+ converge-t-elle simplement. On notera f(x)
la limite de ( f;,(x))en+ quand cette suite converge.

2. Soientx €] — 1, 1[, n € N*. On pose ¢,(x) := f(x) — fu(x). Calculer la limite de
¢ en 1, et montrer que ( f;;)nen+ ne converge pas uniformément vers f sur | — 1, 1].

3. Soit a €]0, 1[. Montrer que la convergence est uniforme sur [—a, a].

Solution

Ql -

Q2 -

Q3 -

Soient n € N*, x € R. Si |x| > 1, la suite (f,;(x))sen+ ne converge pas (divergence
d’une série géométrique). Si |x| < 1, alors (f,(x))en+ converge (convergence d’une
série géométrique) et la limite est égale a ﬁ On pose donc, pour tout x €] — 1, 1],

1
fx) = —.
—X
xl’l
1—-x
Sup |fu(x) — f(x)| = 40, donc la convergence ne peut pas étre uniforme sur

xe]-1,1]
1-1,1[.

Soient n € N*, x €] — 1,1[. On a ¢,(x) = et donc limlgon(x) = 400, donc

|x|n a’ a

< < .

I-|x] 1-|x|] 1-a

Onaainsi Sup |f,(x) — f(x)] — 0. Laconvergence est donc uniforme sur [—a, a].
x€[-a,a] N0

Si a €]0,1[, x € [-a,a], n € N* alors |p,(x)| =
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Exercice 5.2 (Convergence uniforme et intervalle de départ) %

o 2.2
Soit n € N*. Pour tout x € R, on pose f,(x) = ne™"*

Q1 - Etudier la convergence simple de la suite ( f;,),en.

Q2 - Soita > 0. Montrer que ( f;)nen converge uniformément sur [a, +oo[.

n
(fu)nen n’est pas uniforme sur |0, +oo|.

1
Q3 - Quelle-est la limite de la suite ( fu (—)) . En déduire que la convergence de
neN*

Solution

Q1 - D’une part, on a f,(0) = n — +4oco. D’autre part, si x # 0, alors f,(x) —
n—+oo n

—+00

0 (croissance comparée exponentielle-polynomiale). Ainsi, la suite (f;),en converge
simplement vers la fonction nulle sur R \ {0}.

. 2.2 22 i
Q2- Soient a > 0 et x > a. On a |f,(x)]=ne™" <ne™* — 0, ie.
n—+oo
Sup |fu(x)] — 0, ce qui garantit la convergence uniforme sur [a, +oo[.
x€la,+oo[ =00
* 1 -1 s
Q3- Pour tout n € N*, on a f,|—|=ne — 400, Ainsi,
n n—-+oo

1
Sup |fu(x)] = fa (—) —> +o0, donc la convergence n’est pas uniforme sur |0, +oo|.
x€]0,4+00[ nj n—+eo

Exercice 5.3 (La convergence uniforme ne préserve pas la régularité) x

Soit n € N*. On consideére la fonction

fn: R — R

X x2+ 1

-
Montrer que ( f,)nen+ converge uniformément vers une fonction que 1’on précisera et
notera f. f est-elle réguliere ? Que peut-on en déduire ?

Solution
Tout d’abord, sin € N*, x € R, alors f,(x) — Vx2 = |x|. Ainsi, pourtoutx € R, f(x) = |x|.
n—+oo

De plus, pour tous n € N*, x € R,

1 1 1
0<A/x2+——Vx2= 0.

R
n n n—+oo
n( 24ly xz)

On a donc Sup|f,,(x) — f(x)] — 0, ce qui assure la convergence uniforme sur R. Toute-
YeR n—-+oo
fois, f n’est pas réguliere (elle est juste continue), alors que la suite (f,)qen+ est une suite de

fonctions régulicres. Ainsi, la convergence uniforme ne préserve pas la régularité.
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5.2 Suite, séries et intégration de fonctions

Exercice 5.4 (Intégration et convergence normale) **

Soit n € N*. On considere la fonction
fu: [0,1] — R
2 . 1
N x(1 = nx) si xe [(1),2]
0 S1 x € [;, 1]
Q1 - Montrer que (fy),en+ converge simplement vers une fonction f que 1’on précisera
sur [0, 1].

1
Q2 - Calculer fn(2)dt pour tout n € N*. (f,),en+ converge-t-elle uniformémennt

0
vers f sur [0, 1] ?

Q3 - Montrer que la convergence est uniforme sur [a, 1] avec a €]0, 1].

Solution

1
QI - D’une part, f,(0) =0 =2 0. D’autre part, si x > 0, alors f,(x) =0sin > [—-‘ Donc
X
pour tout x € [0, 1], fn(x) —+> 0.Ona f =0.

Q2 - Un simple calcul d’intégrale de fonction polynomiale assure que, pour tout n € N*,

1
/ fu(t)dt = / n’t(1 - nt)ds = 6 Si on avait une convergence uniforme de

(fu)nen+ vers O sur [0, 1], alors on aurait

= /Olfn(t)dt T /Olf(t)dt =0

ce qui est absurde, donc il n’y a pas convergence uniforme sur [0, 1].

Q3- Soient a €]0.1], x € [a1]. Sin > M > H alors f,(x) = 0.

Donc Sup |f,(x)| = 0, ce qui implique la convergence uniforme.
x€la,l] o
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Exercice 5.5 (Intégration et série de fonctions) **

+00
Soit x € R. On considere la série S(x) = Z

n=1

X
n? + x2°

Q1 - Montrer que S est continue sur R.

Q2 - Soit x > 0. Montrer que pour tout n € N*,

n+l n
X X X
/ 2 2dt< 2 2</ ﬁdt
X2+t x2+n el X2 +1

Q3 - Montrer que S admet une limite lorsque x — +oo et la calculer.

Solution

Q1 - Soientn € N*eta >0. Ona il

< 2 donc Z Sup

_r ‘<Za Cette séri
< —. Cette série
n?+x2  n? e~ n? + x2 n?

x€[—a,al n>1
est bien convergente (série de Riemann), ce qui implique la convergence normale et donc
uniforme de S sur [—a,a]. Donc S est continue sur [—a, a] pour tout a > 0, i.e. S est

continue sur R.

Q2 - Soit x > 0. La fonction t —> est décroissante sur [0, +oo[, donc, par croissance

o x2 +12
de I’intégrale, on a, pour tout n € N*,

n+l n
X X X
/ 3 2dt< > 5 g/ ﬁdl‘
n X<+t X“+n n—1X°+t

Q3 - Soientx > 0, N € N*. Par sommation de 1’inégalité précédente, on a

N
N+1 X X N X
L ) D sl Ml s L
1 X°+t xX“+n 0 X*+t

n=1

Par intégration, on a

N
N+1 1 X N
Arctan — Arctan -] < E ——— < Arctan | — .

N
1N

1
Ainsi, lorsque N — 400, on a % — Arctan (—) < S(x)
X
b/
Par encadrement, ona S(x) — —.
X—+00 2
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5.3 Utilisation des séries alternées

Exercice 5.6 (Fonction Zeta de Riemann alternée) xx

Soit x €]0, +o0[, on considere la série donnée par F(x) = Z
Q1 - Montrer que F converge simplement sur |0, +oo[.

Q2 - Montrer que pour tous p € N, a > 0, pour tout x > a, la suite ( - ) est
n
neN*

Q3 - En déduire que F est de classe C*™ sur |0, +oo.

Q4 - Calculer la limite de F et +co.

( 1)n+1

n=1

In(n)?

décroissante a partir d’un certain rang indépendant de x.

Solution

Ql -

Q2 -

Q3 -

Six > 0, alors la suite (—x) est décroissante et de limite nulle, donc, en appliquant le

neN*
théoreme des série alternée, F' converge simplement sur |0, +co].

Soienta > 0, p € Netx > a. Etudions la fonction

g: [l,+00] — R

In(r)?
t — Ex) .

Par quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas, g est dérivable
In(7)P~!

pres (p —x1In(f)). Ainsi, pour ¢ > e<, on a

sur [1, +oo[ et, pour tout ¢ > 1, g'(¢) =

P .
t > e~ etdonc g’(¢) < 0, donc g est décroissante.

In(n)?
nx
indépendant de x.

Ainsi, la suite

. N . e . .
) est décroissante a partir du rang |e« | + 1, qui est bien
neN*

On pose, pour tous n € N* et x > 0 f,(x) = . Soit a > 0. Pour tout n € N*,

(_1)n+2

fn est de classe C™ sur [a, +oo et sa dérivée p—ieme est donnée, pour tout x > a, par

-1 n+1 -1 p 1
) (x) = D (x n(n) . On a ainsi, pour tous n € N*, x > a, |f,(x)| = n(n)
n

La suite (| f,(x)]), e €st décroissante a partir d’un certain rang (indépendant de x) et de
limite nulle (par croissance comparée). D’apres le théoreme des séries alternées, la série
Z Ja (p) converge simplement sur [a, +oco[. De plus, le résultat du théoréme portant sur

nx1
la majoration du reste assure que, pour tout x > a,
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z": (=D In(k)? Z( l)k“ln(k)”

()" nty
o >

k=1 k=n+1
< In(n)?
(n+1)*
In(n)?
(n+ 1)
— 0.
n—-+oo

On a donc la convergence uniforme de la série Z f,,(p ). Donc par le théoreme de dérivation
nx1
des séries de fonctions, F est bien de classe C? sur [a, +oo[ pour tous a > O et p € N,

donc F € C*(]0, +o0,R).

Q4 - D’une part, F converge uniformément sur |0, +co[. D’autre part,ona fy(x) =1 — 1

X—>+00

et, pour toutn € N*, f,(x) — 0. Ainsi, d’apres le théoréme d’interversion des limites
X—>+00

pour une série de fonctions, ona F(x) — 1.
X—>+00

5.4 Suite de fonctions abstraites

Exercice 5.7 (Convergence d’une suite de fonctions croissantes) *

Soit ( f;)nen une suite de fonctions croissantes définies sur [0, 1] et a valeurs réelles. On
suppose que pour tout x € [0,1], f,(x) — 0. Montrer que cette convergence est
n—-+oo

uniforme.

Solution
Pour tout n € N, f, est croissante, donc pour tout x € [0,1], f,(0) < f.(x) < fu(1).

On a ainsi S[up]|fn(x)| < Max {| £,(0), | fu (D)} — 0.
xe[0,1 e

Exercice 5.8 (Convergence uniforme de polyndmes) %

Soient f : R — R et (P,)uenw une suite de polynomes telles que
Suplf(x) = P()] = 0.

xeR

Q1 - Montrer qu’'il existe N € N tel que, pour tout entier n > N,

Sup|Py(x) = Pp(x)| < 1
x€ER

Q2 - Montrer que pour tout entier n > N, P, — Py est constant.

Q3 - En déduire que f est polynomiale.
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Solution

Q1 - Par convergence uniforme de (P,),en vers f sur R, il existe N € N tel que pour tout

entier n > N, Sup|f(x) — P,(x)| < 3 Ainsi, I'inégalité triangulaire assure que pour tous
xeR
n> N,x eR,

|Pn(x) = Pu(x)| < [PN(x) = Pu(X)] + [Pp(x) — f(x)]
< Sup|Pn(x) = Pp(x)| + Sup|Py(x) — f(x)]
xeR xeR
1 1
—+=-=1.
2 2
Ainsi, en passant a la borne supérieure a gauche, on a, pour tout entier n > N,
Sup|Py(x) — Pr(x)| < 1.

xeR

Q2 - P, — Py estun polyndme borné sur R, donc il est constant.

Q3 - Pour tout entier n > N, il existe C,, € R tel que P,, = Py + C,,. C, étant une constante,
onaC, = Py(0) - P,(0) — Px(0)— f(0). Notons C cette limite. On a ainsi d’une
n—+oo

part, P, = Py +C,, — Py + C et d’autre part, P, — f. Par unicité de la limite,
n—+oo

n—-+oo

f = Py + C (et la convergence est bien uniforme).

Maxime BOUCHEREAU 57 2025-2026



Chapitre 6

Dénombrement et familles sommables

6.1 Ensembles dénombrables

Exercice 6.1 (Suites de fonctions de N vers N) x

QI - Soit ( f;,)nen une suite de fonctions N — N. On considere la fonction
f: N — N
p — fp(p)+ 1L
Montrer que pour toutn € N, f, # f.

Q2 - En déduire que I’ensemble des fonctions N — N n’est pas dénombrable.

Solution

Ql- SoitneN.Ona f(n) = f,(n)+1# f,(n)donc f, # f.

Q2 - Supposon que I’ensemble des fonctions définies sur N et a valeurs dans N soit dénombrable.
Alors cet ensemble peut-&tre indexé par N, et représenté par une suite de fonctions ( f;,),en
oupourtoutn €N, f, : N — N. Or, f : N — N mais pour toutn € N f # f,. On
a donc construit une fonction N — N qui n’appartient pas a ( f;)nen, sensé toutes les
rprésenter. Contradiction. Cet ensemble n’est donc pas dénombrable.
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Exercice 6.2 (Suites d’entiers naturels) x%

Q1 - Soit p € N*. On note A, I’ensemble des suites d’entiers naturels nulles a partir du
rang p. Montrer que 1’application

¢p - NP = A,
(M(),"' 7up—1) — (MO"“ aup—laoa“')
est bijective.

Q2 - En déduire que I’ensemble des suites d’entiers naturels nuls a partir d’un certain
rang est dénombrable.

Q3 - Montrer que I’ensemble des suites d’entiers naturels stationnaires est dénombrable.

Solution

N

Q1 - On considere deux suites (uy)uen €t (vy)nenw nulles a partir du rang p telles que

Sop(uO,"‘ 7”])—1) = (l/l(),"' aup—lao"'.) = (VO"“ ,Vp—],o,"’) = SDP(VO"'. ,Vp_]).
On a ainsi (ug, -+ ,up-1) = (vo,- -+ ,Vp-1), ce qui montre I'injectivité de ¢,. De plus, si
(uo, -+ ,up-1,0,---) € Ay, alors on a (u,)nen = @p(uo, -+ - ,up—_1). @p €st surjective.

Q2 - Notons A I’ensemble des suites d’entiers naturels nulles a partir d’un certain rang.
Uy)nen € A si et seulement s’il existe p € N tel que pour tout entier n > p, u,, = 0, i.e.
p que p p
(un)nen € A, ce qui estéquivalent a dire que (u,)nen € UpeN A,. Onadonc A = U A,
peN

Ay est réduit a la suite nulle, et, pour tout entier p > 1, A, est en bijection avec N”, qui est
dénombrable comme produit fini d’ensemble dénombrables. Donc A, est dénombrable,
et A est donc dénombrable comme réunion dénombrable d’ensemble dénombrables.

Q3 - De méme, notons, pour p € N, I’ensemble B, des suites stationnaires a partir du rang p.
On considere 1’application

. +1
/% N7 — B,
(MO,"' aup—l,up) — (I/l(),"’ aup—l’ upa upa"')'

On montre d’une maniere analogue a la premiere question que ¢, est bijective (injectivité
évidente, surjectivité en identifiant les p premiers termes d’une suite stationnaire a partir
du rang p).

De plus, on note B 1’ensemble des suites d’entiers naturels stationnaires. (u,),en € B si
et seulement s’il existe p € N tel que pour tout entier n > p, u, = up, i.e. (Un)nen € B,
ce qui est équivalent a dire que (u#,)nen € Upen Bp. Onadonc B = U B,.

peN

Pour tout entier p > 0, B, est en bijection avec N” *1 qui est dénombrable comme produit
fini d’ensemble dénombrables. Donc B, est dénombrable, et B est donc dénombrable
comme réunion dénombrable d’ensemble dénombrables.
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Exercice 6.3 (Points de discontinuité d’une fonction croissante) * * %

Soient a,b € Rtels que a < b, f : [a,b] — R une fonction croissante. Pour tout
x €la,b[,onnote 6(x) = lim f(y)— lim f(y). f estcontinue en x si et seulement si
y—x*t y—x~

6(x) =0.
1

Q1 - Soitn € N*. On pose E, := {x €la,b[: 6(x) > —}. Montrer que E,, est fini.
n

Q2 - En déduire que le nombre de points de discontinuité de f est dénombrable.

Q3 - Ce résultat est-il encore valide pour une fonction f : R — R croissante ?

Solution

Q1 - Soit k € N* (le cas k = 0 revient a dire que soit f est continue, soit elle possede des
points de discontinuité avec des sauts plus petits) et soient xq,--- ,x; € E, tels que
a<xp<---<xr<b. Illsexistent alors yy, -+, yr, Vk+1 €la,b[ telsque a < y; < x1 <
<o < Vg < Xk < Yr41 < b. On a ainsi, pour tout entier 1 < i < k, f(yi+1) — f(yi) > %
Donc, par croissance de f, on a

k

fb)=fla) = fyis) = fla)> Z Lf ien) = O]+ f ) = f(a)

i=1

k
> D ) - fO0] >
=1

1

S|

Donc k < n[f(b) — f(a)]. k est nécessairement fini.

Q2- Soit E TI’ensemble des points de discontinuit¢ de f. On peut écrire
E = {x €la,b[: 5(x) > 0}. On a ainsi

1
er:»d(x)>O<:>3neN*:6(x)>—<:>E|neN*:ern4:>erEn.
n
neN

Donc E = U E,. E est une réunion dénombrable d’ensembles finis, donc est dénom-

neN
brable.

Q3 - Si f: R — Rest croissante, alors, pour p € N*, notons F), := {x €] — p, p[: 6(x) > 0}.

Par la question précédente, F), est dénombrable, et on a F' = U F,, donc F est dénom-
PEN*
brable comme réunion dénombrable d’ensembles dénombrables.
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6.2 Calculs de sommes

Exercice 6.4 (Sommabilité d’une famille) %

Montrer que les familles suivantes sont sommables et calculer leur somme.
7P+
Ql - |) ,2z€C: |zl < 1.
9 ] (p.gen?
p,p
Q2- q'z') ,z€C.
P4 ] (p,q)en>
eP? — 1 712
Q3 - —2) ,z € C:Re(z) <0. On admettra que Z 5= —.
9" ] (p.g)eNxv = €
Solution

p+q
Q1 - Soitz € C: |z| < 1. Pour tout (p,g) € N?, ona ¢

q
=P % Z—' Les familles (z”)yen et
q.:

q
(—’) sont sommables (série géométrique avec |z| < 1 et série exponentielle) donc par
q:]seNn

qe

. (2P o
produit la famille ( ' ) est sommable. On a ainsi
q- ) (p.g)en?
ZPta s =2 74 e?
_ rl. =
Z q Z ¢ Z q! 1-z
(p.q)EN? p=0 p=0
. (g7 .
Q2 - Soit z € C. Pour g € N, la famille ' est sommable (convergence d’une série
p- PEN
PP (e lZ')q R gl P
exponentielle). De plus, pour g € N, Z A donc la famille Z <
q'p! q! q'p!
p=0 =0
geN
est sommable (toujours par convergence d’une série exponentielle). Par le théoreme de

PP
Fubini, 1a famille (q <

est donc sommable et on a
plq! (p.q)eN?

qP & (qz)” () _ e
Z plgq! _qu Z ng

(p.q)eN? p=0

. ) 1
Q3 - Soit z € C tel que Re(z) < 0. Les familles (e”°),oy et (—2) sont sommables
qeEN*
(convergence d’une série géométrique pour la premiére car |¢?| = eRe() < [ et d’une série
: . o [erF
de Riemann pour la seconde). Par produit, la famille —) est donc sommable,
q (p,q)eENXN*

etona
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+o00
epz 2

z\p | . =
]
Exercice 6.5 (Somme télescopique) x*

1
Q1 - Montrer que, pour tout g € N*, la série
ng (P+g*)(p+qg*+1)

2,

(p,q) ENXN* q*

converge.

1
Q2 - Pour tous ¢ € N*, P € N*, simplifier la somme
Z (P+q)(p+q*+1)
En déduire que la famille Z - est sommable
(p+g*)(p+q*+1) '

gEN*
Ty
(P +a*)(p+q*+ 1)), e
1

que la valeur de la somme .
(p,q)g;}xN* (P+g®)(p+qg*+1)

est sommable ainsi

Q3 - En déduire que la famille (

Solution
QI - Soitg € N*. On a ! . Par comparaison avec une série de
- it g . ~ — i vec u i
(p+q*)(p+q*+1) p—+o p?
1
Riemann, la série converge.
,;) (P+q*)(p+q*+1)
Q2- Soientg e N*et0< p< P. E tant ! !
- Soient g et0 < p < P. Ennotant que - = ,
p+q> pH+g*+1 (p+g)(p+q>+1)
la somme Z est donc télescopique et vaut i - ; Ainsi
(p+612)(p+q +1) P > P+1+4¢> ’
lorsque P — +0c0, on a Z ! = —. Toujours par comparaison avec
’ P+a®(p+q*+1) ¢*
400 1
une série de Riemann, la famille Z 3 est donc sommable.
AP+ (p+qg*+1)

geN*

Q3- Les hypothéses du théoreme de Fubini étant vérifiées, la famille

1
( ) ) ) est sommable et on a
(P +qH)(p+q*+ 1)), peavar

1 = =1 2
Z 2 2 - Z Z 2 - Z 2" 6"
paiabar P TN tat+1) o (p+q )(p +q>+1) a6
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]
Exercice 6.6 (Produit de Cauchy) xx*
1 400 bk
Soient @ > 1 et n € R. On pose, pour tout n € N, u,, = - g Montrer que la série
a" 4 k!
+00
Z u, converge absolument et calculer la somme Z Uy.
n=0 n=0
Solution . .
n n— n
. 1 (b 1 ) 1 (b
Soienta > 1,b € Retn € N. Onaun:Z— - — .Or,lessérlesZ— —| et
k!'\a a n!\a
k=0 n=0
1 n
Z (—) convergent absolument (convergence d’une série exponentielle et géométrique), donc,
n=0 a
par produit de Cauchy, la série Z u, converge absolument et on a
n=0
+00 +00 n +oo n b
1 (b 1 aea
=[S 2 ) (S]] -
| _
n=0 (nzO n-\a n=0 a a-1
[ |

6.3 Sommation par paquets

Exercice 6.7 (Somme et diviseurs d’un entier) *x x %

Q1 - Soitx €] — 1, I[. Montrer que la famille (x”9),, ;)e+)2 €st sommable.
Q2 - Montrer que (N¥)? = |_| {(p,q) e (N)2: pg = n}
neN*

Q3 - Pour tout n € N*, on note d(n) le nombre de diviseurs positifs d’un entier. Montrer

que Z qu=2d(n)x”.

(p.q)e(N)? n€N

Solution

Q1 - Soit p € N*. La famille (|x|"?) e+ = ((1x]7)”)4en- est sommable (convergence d’une

+00 |x|p +00
série géométrique) et on a E |x|P4 = ~  |x|?. La famille E |x|P4 est
1 — |x|P p—+o0
9=! q=1 peN

donc sommable. Par le théoréme de Fubini, la famille (x”4 )( p.g)e(i)2 est sommable.

Q2 - Pour tout n € N*, notons 1, := {(p, q) € (N9)?: pg = n}.

- Soit (p,q) € (N*)2. On a pq # O et ainsi. (p,q) € I, donc (N*)2 U I,.

neN*
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- Réciproquement, soit (p, g) € U I,. 11 existe donc n € N* tel que pg = n. On a
N*
. *”62 N #\ 2
donc p, g # 0 soit (p, q) € (N*)=. D’ou U I, € (N7)~,

neN*

- Ona (N*)2 = U I,,. Montrons que cette réunion est disjointe. Soient ny,n, € N*

neN*
tels que n; # nay, et supposons que I,, N I,, # 0. Soit (p,q) € I,, N 1,,. Ona

ny = pq = np, ce qui est absurde. Donc I,,, N I,, = 0, donc la réunion est bien
disjointe.

Q3 - Pourtousx €]—x,x[,n € N*,lafamille (|x|"?)(, 4)e1, €st sommable, car comporte un nom-
bre fini d’éléments. De plus, pour tout n € N la famille

Z |x|P4 = (|I,|x|"),,epy- €5t sommable car |I,| < n et la série de terme général

(p.q)€ly neN*
(n]x|")nen+ converge (par croissance comparée). Ainsi, le théoréme de sommation par

paquets assure que
> e X e
(p.g)e(NN*)? neN*

Or, le cardinal de I, est égal au nombre de couples d’entiers dont le produit vaut n, soit
au nombre de diviseurs positifs de n, i.e. d(n), ce qui conclut.
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6.4 Familles sommables abstraites

Exercice 6.8 (Familles de carré sommable) xx

Soit / un ensemble fini ou dénombrable. On définit 1’ensemble des familles de carré
sommable sur / et & valeurs réelles, noté £%(I, R) par

iel

*(I,R) := {(u,.)ie, eRl: Z u? < +oo}.
En d’autres termes, (u;);e; € €>(I,R) si et seulement si (ul.z)ie ; est une famille sommable.

Q1 - Montrer que si (u;)ier, (U;)icr € £2(1,R), alors (u;v;)ic;s est une famille sommable.
En déduire que ¢%(1,R) est un R—espace vectoriel.

Q2 - Soient (#;)icr, (t;)icr € €2(1,R). Montrer 1’inégalité de Cauchy-Schwarz

§ Uivi

iel

o

iel i€l

Q3 - Trouver un ensemble dénombrable I et une famille (u;);e; € €>(I, R) qui n’est pas
sommable.

Solution

1
Q1 - Soiti € I. On a |u;v;| < 3 (ulz +vl.2). Comme les familles et (ul.z)id et (V,-Z)iel sont

sommables, la famille (u;v;);c; est donc sommable.

Ainsi, si (u;);es et (v;);e; sont deux familles de carré sommable, alors pour tout i € 1,
(u; +vi)?* = ulz + 2u;v; + vl.z. Les familles (ul.z)iel, (uv;)ier et (vl.z),-el étant sommables, la
famille ((u; + v;)?)ics est également sommable, ce qui montre la stabilité par addition.

De plus, si A € R, la famille ((Au;)?)ies = (/lzu?),-e ; est également sommable par linéarité
de la somme, donc la famille (Au;);c; est de carré sommable, ce qui prouve la stabilité par
multiplication par un scalaire et montre que £>(/, R) est un R—espace vectoriel.

Q2 - Soient (u;)icr, (vi)ier € €>(I,R). Considérons la fonction

P: R — R
A — Z(u,-+/lv,-)2.

iel

Cette fonction est bien définie, car £(1,R) est un R—espace vectoriel. On a ainsi, pour
tout 1 € R,

P(1) = Zulz + 2/lZul-v,- +/122vl.2.

iel iel iel
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Q3 -

P est polynomiale de degré 2, et est par ailleurs positive sur R. Ainsi, son discriminant

est négatif ou nul (P admet au plus une racine réelle), donnant ainsi

4 (Z) < (Z ) . (Z ) |

iel i€l iel

Apres division par 4 et passage a la racine carrée, on a

2,

iel

o 5

iel iel

1

Prenons / = N* et, pour tout i € N*, u; = ;. La famille (u;)ie; n’est pas sommable

. . . 1
(divergence de la série harmonique). En revanche, (ul.z)l-e = (—) est sommable (con-
iel

i2

vergence d’une série de Riemann), donc la famille (u;);c; est bien de carré sommable, ce

qui conclut.
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Chapitre 7

Probabilités 1

7.1 Cas pratiques

Exercice 7.1 (Jeu de fléchettes) xx

Deux joueurs (1 et 2) jouent aux fléchettes. Ils tirent a tour de rdle sur une cible en
alternant. Le jeu s’arréte des que 1'un des joueurs touche la cible et gagne ainsi la
partie. Le joueur 1 commence en tirant, puis le joueur 2 tire, et ainsi de suite. A chaque
lancer, le joueur 1 a une probabilité p; de toucher la cible, tandis que le joueur 2 a une
probabilité p, de toucher cette méme cible.

On remarque que le joueur 1 joue aux tours impairs (1, 3,5, - - -) tandis que le joueur 2
joue aux tours pairs (2,4, 6, - --). Pour n € N, on note les évenements

- A,: Le joueur 1 I’emporte au rang 2n + 1.
- B,: Le joueur 2 ’emporte au rang 2n + 2.
- Pouri € {1,2}, G;: Le joueur i gagne le jeu.
Q1 - Calculer P(A,) et P(B,,).
Q2 - En déduire P(G) et P(G»), puis que le jeu dure indéfiniment.

Q3 - Montrer que le jeu est équitable (autrement dit les joueurs 1 et 2 ont la méme
P1

1-pi

probabilité de gagner) si et seulement si p, =

Solution

QI - Soitn € N. I’évenement A, correspond au scénario suivant:

- A nreprises, le joueur 1 rate la cible puis le joueur 2 rate la cible.

- Le joueur 1 atteint la cible.

Les lancers étant indépendants, on a P(A,) = (1 — p1)*(1 — p2)"p1.

67



Colles - MP

Q2 -

Q3 -

De méme, I’éveénement B,, correspond au scénario suivant:

- A n reprises, le joueur 1 rate la cible puis le joueur 2 rate la cible.
- Le joueur 1 rate la cible

- Le joueur 2 atteint la cible.

Les lancers étant indépendants, on a P(B,) = (1 = p1)"*'(1 = p2)"p».

L’évenement G a lieu si et seulement s’il existe n € N tel que A, a lieu, autrement
+00

dit, G| = U A,. Un joueur ne pouvant gagner simultanément a deux rangs distincts,
n=0
+00
les évenements A, sont deux a deux disjoints. On a donc G| = |_| A,, donnant ainsi
n=0
+00
P(G) = ZP(A,,) = a . De la méme maniére, on a
poary p1tp2—=pip2

+00
1 -
P(Gz)ZZP(Bn)= (-pop2
poary p1+p2=pip2

Notons / I’évenement "Le jeu dure indéfiniment". /, G et G, forment un systeme complet
d’éveénements, donc on a P(/) = 1 — P(G) — P(G;) = 0, donc le jeu s’arréte presque
slirement.

Le jeu est équitable si et seulement si P(G;) = P(G»), i.e. si et seulement si

. 1
p1=(1=pi)paie. pr= lp .
—P1

Exercice 7.2 (Nombre au hasard) xx

On tire au hasard un nombre entier strictement positif. On suppose que, pour tout n € N*,

la probabilité d’obtenir n vaut p, = " Pour £ € N*, on note A 1’évenement "Choisir
un multiple de £".

QI - Vérifier qu'on défninit bien une loi de probabilité sur N*.
Q2 - Soit k € N*. Calculer la probabilité de Ag.
Q3 - Calculer P(A; U A3).

Q4 - Soient p,q € N\ {0,1}. Que vaut A, N A,. Les événements A; sont-ils deux a

deux indépendants ?
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Solution

1. Pour tout n € N*, on a p, € [0, 1], de plus, la série géométrique Z pn converge, et

+00 n +00 n
1 1 1 1
sa somme est donnée par Z (—) == Z (—) = ——— = 1. On définit bien une
n=1 2 2n=0 2 2(1 _%)

probabilité sur N*.

~ 1 S
2. OnaP(Ak)_Z?_ZZTk_z—kl_i_zk_l,
neN* n=1 2k

3. Sélectionner un nombre divisible a la fois par 2 et 3 revient a selectionnner un nombre
divisible par 6, donnant ainsi A, N A3 = Ag. On a donc P(A; N Az) = P(Aj) + P(A3) —
P(A2 N A3) = P(A) +P(A3) —P(Ag) = 3+ 7 — 55 = &.

4. Si p,q € N*, alors sélectionner un nombre divisible a la fois par p et par g revient a
sélectionner un nombre divisible par p V g, ou p V g désigne le PPCM de p et g. On a
donc A, NA,; =Apyy.

Posons m = p vV q. Si, pour p,gq > 2, A, et A, sont indépendants, alors P(A,,) =
P(A,)P(A,), soit > 1_ 7= 2= 1)1(2q 7y donnant ainsi 2" —1 = 2P*4— (2P +29) + 1,
i.e2™ = 2P*1 — (2P + 29) + 2. Le nombre de gauche est divisible par 4 (car m > 2). A
droite, le premier terme est divisible par 4 (car p + g > 2), tout comme le second terme
(car p,q > 2). En revanche, le troisieme terme ne ’est pas. On a donc a gauche un
nombre divisible par 4 et a droite un nombre qui ne I’est pas. Contradiction. A, et A, ne
sont pas indépendants.

Exercice 7.3 (Lancer de d€) x x %

On lance un dé€ équilibré. Pour n € N*, on note les événements
- B,,: Le n-ieme lancer donne un 2 ou un 4.

- S,: Le n-iéme lancer donne un 6.

Q1 - On note, pour tout n € N*, I’évéenement A,,: On obtient un 2 et un 4 aux n — 1
p
premiers lancers puis un 6 au n-ieme. Ecrire A, en fonction de By, - - - , B;—1, S;.

Q2 - On lance le dé jusqu’a ’obtention d’un 6. Quelle est la probabilité que tous les
nombres obtenus soient pairs ?

Solution

Q1 - Puisque’on aun 2 ou un 4 aux n — 1 premiers lancers du dé, les évenements By, - - - , B,—1
ont lieu. De plus, en faisant un 6 au n-ieme lancer, I’évenement S,, a lieu. On a ainsi
A, =Bin---NB,_.1 NS,.
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Q2 - Notons A I’évenement "Tous les lancers de dé donnent un nombre pair". Puisque 1’on
s’arréte en ayant fait un 6, on doit avoir fait aux lancers précédents un 2 ou un 4. Autrement

+00
dit, nous avons A = U A,. Comme, pour tous n € N* §,, N B,, = 0 (on ne peut pas faire

n=1
un 6 et un autre nombre en méme temps), on a donc, pour tous entiers i, j > 1 tels que

+00
i #j,A;NA; =0. Laréunion est donc disjointe, donnant ainsi P(A) = Z P(A,). Les

n=1
1 n
lancers de dés étant indépendants, on a, pour tout n € N*, P(A,,) = 3 (5) , donnant ainsi
1 (1)" 1 1
TS [\
s2413) 5oy

Exercice 7.4 (La ruine du joueur) x % %

Soient N € N\ {0, 1} et p €]0, 1[. On pose ¢ = 1 — p. Un joueur dispose de k euros, ou
k est un entier compris entre O et N. ce joueur joue a pile ou face a ’aide d’une piece.
Avec une probabilité p, il tombe sur pile et gagne 1 euro. Avec une probabilité ¢, il tombe
sur face et perd un euro. Le jeu s’arréte lorsque le joueur possede 0 ou N euros (ru-
ine ou fortune). On note py la probabilité d’€tre ruiné (i.e. a 0 euros en partant de k euros).

On note les évenements

- Pp: Le premier lancer donne pile.
- R: Le joueur finit ruiné.
Q1 - Déterminer pg et py.
Q2 - Montrer que pour tout entier k compris entre 1 et N —1,0na px = ppr+1 + gpi-1-

Q3 - En déduire la valeur de py pour tout entier k tel que 0 < k£ < N.

Solution

Q1 - Puisque je jeu s’arréte quand le joueur possede 0 ou N euros, on a ainsi pg = 1 (ruiné des
le départ) et py = 0 (ne pourra jamais étre ruiné s’il posseéde la somme maximale des le
départ).

Q2 - Supposons que le joueur dispose de k euros au départ. {Pl, P_l} forme un systéme complet
d’évenements. On a ainsi

P(R) = P(R|P1)P(P) + P(R|P{)P(P) = pP(R|P}) + gP(R|P}).

Si le joueur fait pile (éveénement Py), le joueur dispose donc de k + 1 euros et se retrouve
ruiné avec une probabilité pi;1. De méme, si le joueur fait face (évenement P_l), le
joueur dispose de k — 1 euros et se retrouve ruiné avec une probabilité p;_;. On a donc
P(R|P}) = pi+1 et P(R|P1) = pk—1, donnant le résultat souhaité.
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1
Q3 - On a ainsi une suite récurrente d’ordre 2 pry1 — —pr + g Pik-1 = 0. Le polyndme car-

actéristique associé a cette suite est donné par X> — —X + 9 Le discriminant vaut
p P
(2p - 1)?
p2

- Si p # g, les deux racines du polyndme caractéristique sont 1 et %. Il existent donc

k
a, 3 € R tels que pour tout entier k compris entre O et N, px = a + 8 (1) . Les
p

conditions pg = 1 et py = 0 menent au systeme linéaire

a + B 1
{a + ,B(%)N =0

() -(2)°
()

1
-Sip=¢q-= 5 alors le polyndme caractéristique posseéde 1 comme racine double. Ils

La résolution de ce systeme donne, pour tout entier 0 < k < N, py =

existent donc a, 8 € R tels que, pour tout entier k compris entre 0 et N, py = a + k.
Les conditions pg = 1 et py = 0 donnent ce systeme linéaire

a =1
a + BN = 0°

La résolution de ce systeéme donne, pour tout entier 0 < k < N, py =1 — N

7.2 Limites de probabilités

Exercice 7.5 (Rumeur) »x

Une information de type vrai/faux est transmise a I’intérieur d’une population. Avec une
probabilité p € [0, 1], 'information recue d’une personne est transmise de fagon correcte
a la personne suivante. Avec une probabilité 1 — p, I’'information recue d’une personne
est transmise de fagon contraire a la personne suivante. On note

- py, la probabilité que I’information apres » transmissions soit correcte.
- I, ’évenement: "L’information apres n transmissions est correcte".
Q1 - Exprimer p,.; en fonction de p,. En déduire la valeur de p, en fonction de p et n.

Q2 - Calculer linl pn- Que se passe-t-il ? Discuter en fonction de p.
n—-+0oo
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Solution

Q1 - Soit n € N. Comme {In,E} forme un systeéme complet d’évenements, la formule des
probabilités totales assure que

P(Iy+1) = P(Lns1| 1) P(1n) + P(Lys1 | 1,)P(1,),
soit Pn+1 = P(In+1|1n)pn + P(In+l|E)(1 - pn)

- P(1,4+1]1,) représente la probabilité que I’information regue soit vraie tout en étant
vraie au départ. Elle est donc correctement transmise, donc

P(ly+111n) = p.
- P(I,41]1,) représente la probabilité que I’information regue soit vraie tout en étant
fausse au départ. Elle est donc incorrectement transmise, donc

IP)(In+1 |E) =1- p-
On a ainsi, pour toutn € N, p,.1 = 2p — 1)p, + 1 — p. 1l s’agit d’une relation décrivant
une suite arithmético-géométrique. Soit £ € Rtelque £ = 2p—1)f+1—p. Onal = %
En posant g, = p, — € = p, — %, onaqgu+1 = (2p —1)gu, soit g, = 2p — 1)"qo, i.e.

1 1
=-2p-D"+=.
pn=52p-1)"+5
Q2 - On a plusieurs comportements distincts suivant la valeur de p.

- Sip =1, pourtoutn € N, p, = 1, 'information est presque-siirement transmise de
maniere correcte.

- Sip =0,pourtoutn € N, py, = 1et pr,41 = 0. L'information est presque-siirement
transmise de maniere correcte.

— %, I’information est transmise de maniere confuse (cor-
— 400

rectement et incorrectement de maniere équiprobable a long terme).

-Si0<p<1,p,
n

Maxime BOUCHEREAU 72 2025-2026



Colles - MP

Exercice 7.6 (D’une ville a I’autre) xx

On considere deux villes A et B. Chaque année, une partie de la population de chacune
des deux villes déménage dans I’autre ville. Ainsi, d’une année a I’ autre:

- 10% de la population de la ville A déménage dans la ville B.

- 20% de la population de la ville B déménage dans la ville A.
On suit I’évolution d’un habitant au fil des années, on note les événements:

- A,: L’habitant habite dans la ville A I’année n.

- B,: L’habitant habite dans la ville B 1’année n.

Pour tout n € N*, on note a, = P(A,) et b, = P(B,). Lhabitant en question habite
initialement dans la ville A.

a w .
Ql- En notant X, = b” , écrire une relation entre X, = MX,
n

ou M € M;(R) est une matrice que I’on précisera.
Q2 - Calculer les puissances de M, en déduire une expression de X,, en fonction de n.

Q3 - Quelle est la limite de (X),),en ? Sur le long terme, quelle est la probabilité que
notre habitant habite dans la ville A ?

Solution

Q1 - Pourtoutn € N, {A,, B,} est un syst¢tme complet d’éveénements, donc d’apres la formule
des probabilités totales, on a

P(An+1) = P(An+1|An)P(An) + P(An+1|Bn)P(Bn)
P(Bn+1) = IP)(Bn+1|An)P(An) + P(Bn+1|Bn)P(Bn) ’
soit ainsi
an+1 = P(An+1 |An)an + P(An+1 |Bn)bn
bpy1 = IP)(Bn+l |An)an + IED(Bn+1 |Bn)bn ’

- P(A,+1]1A,) correspond a la probabilité de rester dans la ville A entre I’année n et
I’année n + 1, donc P(A,+1|A,) = %.

- P(A,+1|By) correspond a la probabilité de déménager de la ville A a la ville B entre
I’année n et ’année n + 1, donc P(A,.41|B,) = %.

- P(B,+1|By) correspond a la probabilité de rester dans la ville B entre ’année n et
I’année n + 1, donc P(B,+1|B,) = ‘3‘.

- P(B+1]Ay) correspond a la probabilité de déménager de la ville B a la ville A entre
I’année n et I’année n + 1, donc P(B,+1|A,) = %
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On a ainsi
{an+l = %an + %bn
bn+1 = %an + %bn’
) . 119 2
soit X,,y1 = MX,,ou M = M [1 8]

Q2 - Recherchons les valeurs propres de M. Le polyndme caractéristique de M est donné par

17 7 7
m =X - EX + 0° (X — E) (X —1). M est bien diagonalisable (valeurs propres

distinctes). La recherche de sous espaces propres donne

E%(M) :Vect{[_ll]}, E((M) :Vect{[ﬂ}.

. 1 2 .
Une matrice de passage est donc donnée par P = 11/ et on retrouve bien
117 0
-1 _
P "MP = 0 [0 10]. On a donc, pour tout n € N,

M = p. l7 O]~P‘1

Puisque X,, = M" Xy, et comme 1’habitant est dans la ville A a I’année 0, on a X = [(1)] ,

donc pour tout n € N,

n
v - 112+ (%)
n— 5 7 n
-3
1
Q3- Onaainsi X;, — = [1] Ainsi, sur le long terme, notre habitant habitera la ville A
n—+oo
2
avec une probabilité 3
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7.3 Inégalités probabilistes

Exercice 7.7 (Probabilité d’une intersection) %

Soient (Q, ¥, P) un espace probabilisé et A, B € . Montrer que

Max {0, P(A) + P(B) — 1} < P(A N B) < Min {P(A),P(B)} .

Solution
Tout d’abord, nous avons ANB C A, donc P(ANB) < P(A). De méme, onaP(ANB) < P(B),
ce qui mene a I'inégalité de droite.

De plus, nous avons P(AN B) =P(A) +P(B) -P(AUB) > P(A) +P(B)—1etP(ANB) > 0,
ce qui donne I’inégalité de gauche.

Exercice 7.8 (Inégalité de Bonferroni)

Soit (Q, ¥, P) un espace probabilisé. Soit n € N*. Soient Aj,---,A, € ¥ des évene-

n
ments. Montrer que P(AjU---UA,) > ZP(Ak) —(n—-1).
k=1

Solution
Montrons le résultat par récurrence.

- Initialisation: Dans le cas n = 1, on a, pour A| € ¥, P(A;) > P(A;) — (1 — 1), ce qui
montre 1’initialisation.

- Hérédité: Considérons 1’inégalité vraie au rang n € N* pour des éveénements
Ay,---,A, € F.Onaalors

P(AIU"'UAnUAn+1) = P((AIU"'UAn)UAn+1)
= P(A1U---UA,) +P(An1)
- P(A1U--UA) N Au)

2 TR = (1= 1) =B (A1 U+ U A 0 g
k=1

Vv

ZP(Ak)—(n— -1
k=1

Zn: P(Ay) —n,
k=1

Vv

ce qui montre 1’hérédité.
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Exercice 7.9 (Majoration de la probabilité d’une réunion) **

Soient (Q, F,P) un espace probabilisé et Ay, - - - , A, € ¥ des événements (pour n € N*).
n n
Q1 - Montrer que pour tout entirer k tel que 1 < k < n, Ay U U A\A, = U A;.

ik

1<k<n

n
Q2 - Montrer que P (U Ai) < Min Z P(A)) — Z P(A; N Ay)
i=1
lik

Solution

Q1 - Montrons le résultat par double inclusion. Soit k£ un entier compris entre 1 et n.

n

- Soit x € U A;. 1l existe donc i, entier compris entre 1 et n tel que x € A;. Si
i=1

i =k, alors x € Ax. Sii # k, alors x ¢ A mais x € A;, soit x € A;\Ay, donc

xeAkUUA,\Ak OnaﬁnalementUA CAkUUA\Ak

i=1 i=1 i=1
i#k i+k

- Réciproquement, comme pour tout entier i comprls entre 1 et n tel que i # k,

A;\Ar C A;, on a ainsi UAI\A/( C UA soit Ay U UAz\Ak - UA
;ik zik lik =

Q2 - Soit k un entier compris entre 1 et n. On a

D B(A) = Y P(AN A = B(AL) + ) P(A) —P(A; N Ay) = B(Ag) + ) P(A\Ag).
i=1 j j j

ik ik ik

L’inégalité de Boole ainsi que la question précédente assurent que

ZP(A)—ZP(A NAg) > P AkUUA\Ak _P(UA)

i=1
zik zik

Cette inégalité étant vraie pour tout entier k compris entre 1 et n, on obtient ainsi le résultat
souhaité.
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Chapitre 8

Polynome minimal et réduction

8.1 Arithmétique des polynomes

Exercice 8.1 (PGCD de deux polynomes) x*

Calculer P A Q ou P, Q sont donnés par:
Ql- P=X*-10X>+35X%-50X +24etQ = X> —8X% + 17X — 10.
Q2- P=X*-11X3+41X?>-61X+30etQ = X> - 7X* + 14X - 8.

Q3- P=X*-12X>+49X?>-78X +40etQ = X’ - 6X*>+ 11X — 6.

Solution

Q1 - Appliquons I’algorithme d’Euclide.
- La division euclidienne de P par Q donne

X* - 10X3 + 35X% - 50X + 24|X3 -8X%2+17X - 10
- X*+ 8X3 —17X3 + 10X X-2

— 2X3 + 18X?% — 40X + 24

— 2X% — 16X? + 34X - 20

2X? - 6X + 4

Onadonc P = (X —2)Q +2X? - 6X + 4.

- La division euclidienne de Q par 2X? + 6X + 4 donne

X3 - 8X2 + 17X - 102X? -6X +4
- X* +3Xx%2 - 2X 1x-3

—5X> + 15X - 10

+5X% - 15X + 10

0
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Le reste de cette division euclidienne étant nul, on retient le dernier reste non nul
(normalisé€) dans I’algorithme d’Euclide, donnant ainsi

PAQ=X>-3X+2.
Q2 - Appliquons I’algorithme d’Euclide.

- La division euclidienne de P par Q donne

X* - 11X3 + 41X% - 61X + 30| X3 —7X>+ 14X -8
- X*+ 7X3 - 14Xx3 + 8X X-4

- 4X3 +27X% - 53X + 30

+ 4X3 — 28X% + 56X — 32

- X? +3X -2

Onadonc P = (X —-4)Q - X? +3X - 2.
- La division euclidienne de Q par 2X? + 6X + 4 donne

X3 —7X% + 14X - 8|-X?>+3X -2
- X3 +3X% - 2X -X+4
—4X% + 12X - 8
+4X2 - 12X + 8
0

Le reste de cette division euclidienne €tant nul, on retient le dernier reste non nul
(normalisé) dans I’algorithme d’Euclide, donnant ainsi

PAQ=X>-3X+2.
Q3 - Appliquons I’algorithme d’Euclide.

- La division euclidienne de P par Q donne

X4 — 12X3 + 49X% — 78X + 40|X? - 6X>+ 11X -6
- X*+ 6X3 - 11X3 + 6X X-6

- 6X3 +38X% - 72X + 40

+ 6X° —36X% + 66X — 36

2X> - 6X + 4

Onadonc P = (X - 6)Q +2X? - 6X +4.
- La division euclidienne de Q par 2X? + 6X + 4 donne

X3 - 6X% + 11X — 6[2X? - 6X +4
- X% +3Xx% - 2X ix-3
-3X>+ 9X -6
+3X> - 9X +6
0
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Le reste de cette division euclidienne étant nul, on retient le dernier reste non nul
(normalisé€) dans I’algorithme d’Euclide, donnant ainsi

PAQ=X>-3X+2.

8.2 Trigonalisation de matrices

Exercice 8.2 (Trigonalisation de matrices - Piste bleue) xx*

Justifier que les matrices suivantes ne sont pas diagonalisables. Les trigonaliser (recherche
de valeurs et d’une base de vecteurs propres que I’on completera, forme réduite triangu-
laire supérieure):

0 1 1 2 N 1 0 1
A=[(0 2 0 B=|10 1 -1 c=1|1 2 -1
-1 1 2 -1 -1 1 11 1
Solution
X -1 -1
A - Le polyndme caractéristique de A est donné par y4 =|0 X -2 0 |.Onaainsi
I -1 X-=2
X -1 -1 Lo (XL X -1 -1
xa = [0 x—2 o |PTREEEHL X-2 0
1 -1 X-2 X?-2X+1 -X+1 0
l£3 0 X-2 _ 2
= TIx2oox+1 —x+1] " X-DXT-2XA4 )
= (X-2)(X-1)?

Les valeurs propres de A sont donc 2 et 1, respectivement de multiplicité 1 et 2.

X
Soit X = |y| € E;(A). Ona
Z
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y + z = 2x
AX =2X 2y = 2y
- x + y + 2z = 2z
{ - 2x + y + z 0
—
- X + Yy 0

l

X
De plus, soit X = [y| € E;(A). Ona
Z
y + z = X
AX =X 2y =y
- x + y + 2z = z
- x +y 4+ z =20
= y =0
- x +y + z =20
- X + z =0
y =0
{x:z,zeR
—
y 0
1

< E{(A) = Vect? |0
1

La somme des dimensions des sous-espaces propres de A ne vaut pas 3, donc A n’est pas

diagonalisable. On peut compléter la famille de vecteurs propres en une base de R?, par
0

exemple en ajoutant le vecteur [Of. On remarque ainsi que

1
1 0
= (0| + {O].
1 1
0
1
0

N O =

0
A (O
1

S O N

110
Donc, enposant P = |1 0 Of,ona P~ lAp =
1 11

B - Le polyndme caractéristique de B est donné par yp = 0 X-1 I |.Onaainsi
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X-2 -1 -1 L (XL 0 -X+1 -X?>+3X-3
g = 0 XxX-1 1 | 7"= o x-1 1
1 1 xX-1 1 1 X -1

— 2 _ -
R B N C S )

= (X-2)(X-1)°

Les valeurs propres de B sont donc 2 et 1, respectivement de multiplicité 1 et 2.

X
Soit X = |y| € E»(B). Ona
Z
2x + y + z = 2x
BX =2X y — z = 2y
- x -y + 2z =12z
y +z =20
— -y -z =20
- x -y -z =20
x = 0
0
& E;(B) =Vectq| 1
-1
X
De plus, soit X = |y| € E{(B). Ona
Z
2x +y + z = x
BX =X < y — z =Yy
- X -y + z =z
x +y + 2z =20
= z =0
- x -y =0
{x = -y , yER
z = 0

& E|(B) = Vectq -1
0

La somme des dimensions des sous-espaces propres de B ne vaut pas 3, donc B n’est pas
diagonalisable. On peut compléter la famille de vecteurs propres en une base de R?, par
0
exemple en ajoutant le vecteur [O[. On remarque ainsi que
1
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0 1 1 0
B|0|=|-1|=|-1]+
1 1 0 1
0O 1 O 2 00
Donc,enposantP = | 1 -1 O,onaP_lBP: 01 1
-1 0 1 0 01
X -1 -1
C - Le polyndme caractéristique de C estdonné par yc =0 X -2 0 |.Onaainsi
I -1 X-=2
X -l -y Ly+(X-2)L X -1
e = |0 x-2 o |7PTTPETOH 0 X-2 0
1 -1 X-2 X?-2X+1 -X+1 0
,],93 0 X -2 _ _ 2
= Tlxroox 41 —x 41T X-2ET-2X4D)
= (X-2(Xx-1)°

Les valeurs propres de C sont donc 2 et 1, respectivement de multiplicité 1 et 2.

X
Soit X = |y| € E»(C). Ona
z
X + z = 2
CX=2X < x + 2y - z 2y
X + y + z 2z
- X + z =0
= X -z =0
x +y —z =20
{x =z , z€R
—
y =0
1
<= E>(C) = Vect |0
1
X
De plus, soit X = |y| € E;(C). On a
b4
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X + z = x
CX=X X + 2y — z =y
X + vy + z = z
z =0
— x +y —z =20
X + y =0
{x:—y,yeR
z = 0
1
& E|(C) = Vect{ |-1
0

La somme des dimensions des sous-espaces propres de C ne vaut pas 3, donc C n’est pas
diagonalisable. On peut compléter la famille de vecteurs propres en une base de R?, par

0

exemple en ajoutant le vecteur [0|. On remarque ainsi que

[0 1 1 0

c|0l=|-1[=|-1[+]0

1 1 0 1
1 1 O 2 00
Donc, en posant P = |0 -1 Ol,onaP'cP=0 1 1
1 0 1 0 01

Exercice 8.3 (Trigonalisation de matrices - Piste rouge) x x x

laire supérieure):

Justifier que les matrices suivantes ne sont pas diagonalisables. Les trigonaliser (recherche
de valeurs et d’une base de vecteurs propres que I’on completera, forme réduite triangu-

0 2 1 0 -3 -1 -4 -8 2
A=|[-2 4 1 B=12 5 1 cC=(3 6 -1
5 =60 -7 —-11 -1 -1 -1 2
Solution
X -2 -1
A - Le polynome caractéristique de A estdonné par y4 =2 X -4 -1|.Onaainsi
-5 6 X
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X -2 - o |X-2 -X+2 0
XYa = |2 x-4 177277 2 x-4 -1
-5 6 X -5 6 X
L P 1 -1 0
= (X-2)|2 Xx-4 1|72 (x-2)| 2 X-4 -1
-5 6 X 2X -5 X?>-4X+6 0
1G3 1 -1 _ 2
= XDy s v axag=X-DE-2X+1)
= (X-2(x-1)°

Les valeurs propres de A sont donc 2 et 1, respectivement de multiplicité 1 et 2.

X
Soit X = |y| € E»(A). Ona
Z
2y + 7z = 2
AX =2X — - 2x + 4y + z = 2y
5¢ — 6y = 2z
- 2x + 2y + z =0
5x — 6y - 2z = 0
LyeLo+2L, - 2x + 2y + z =0
=
x - 2y =0
{ = 2y , yeR
z = 2y
2
— E>(A) = Vect < |1
2
X
De plus, soit X = |y| € E;(A). Ona
<
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2y + = X
AX =X — - 2x + 4y + =y
5x — 6y = z
- x + 2y + z =0
— - 2x + 3y + z =0
S5x = 6y — z =0
Ly — Ly + 21,4
Ly—L3+2L,+L; |- x + 2y + z =0
=" -y -z =20
2y + 2z = 0
{ x = -z , z€R
—
y = =z
— E>(A) = Vectq| 1
-1

La somme des dimensions des sous-espaces propres de A ne vaut pas 3, donc A n’est pas

diagonalisable. On peut compléter la famille de vecteurs propres en une base de R>, par
0

exemple en ajoutant le vecteur |0|. On remarque ainsi que

0 1 1 0
A0l =|1l=]1]+(0]f.
1 0 1

-1
2 1 0 2 0 0
Donc, enposant P = |1 1 Ol,onaP'AP=1(0 1 1.
2 -1 1 0 0 1
X 3 1
B - Le polyndme caractéristique de B estdonné par yp =|-2 X -5 -1 |.Onaainsi
7 11 X+1
X 3 1 o X-2 X-2 0
Y5 = 2 X-5 -1 |72 2 x-5 -1
7 11 X+1 7 1 X+1
1 1 0
= (X-2)-2 X-5 -1
7 11 X+1
LyeLs+(X+1)L ! ! 0
RGNS Qb)Y I X-5 -1
-2X+5 X*-4X+6 0
1G3 1 1 _ _ 2
- (X=2 ox4s x2_ax46 = XX -2X+1)
= (X -2)(X - 1)?
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Les valeurs propres de B sont donc 2 et 1, respectivement de multiplicité 1 et 2.

X
Soit X = |y| € E»(B). Ona
Z
- 3y - z = 2x
BX =2X 2x + Sy + z = 2y
Ix - 11y - z = 2z
2x + 3y + z =0
Ix — 1ly - 3z = 0
Ly—L3+3Ly { 2x + 3y + z =0
—
x = 2y =0
{ = -2y , yeER
=Yy
-2
= E>(B) = Vects | 1
1
X
De plus, soit X = |y| € E;(B). Ona
b4
- 3y -z =X
BX =X = 2x + S5y + z =y
- Ix - 1ly - z = z
- x - 3y - z =0
— 2x + 4y + z =0
- T7x - 1ly - 2z =0
Ly — Ly + 21,4
Lye—L3+3L,-L; |- * — 3y — 2z =20
— - 2y -z =0
2y + z =0
{ = -y , yER
= —2y
-1
= E>(B) = Vect{ | 1
-2

La somme des dimensions des sous-espaces propres de B ne vaut pas 3, donc B n’est pas
diagonalisable. On peut compléter la famille de vecteurs propres en une base de R>, par

0
exemple en ajoutant le vecteur |0|. On remarque ainsi que
1
0 -1 -1 0
B|O[=|1|=[1]+]/0].
1 -1 -2 1
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-2 -1 0 2 00
Donc, en posant P = | 1 1 O|l,onaP'BP=|0 1 1|.
I -2 1 0 01
X+4 8 -2
C - Le polyndme caractéristique de C estdonnépar yc =| -3 X -6 1 |.Onaainsi
1 1 X-2
X+4 8 -2 Ll X-2 2X-4 O
Xc = 3 X-6 1 |M"ETPI 3 x-6 1
1 1 X-2 1 1 X-2
1 2 0
= (X-2)-3 X-6 1
1 1 X-2
Ly—L3—(X-2)L I 2 0
2 P (x-2)| -3 X-6 1
3X -5 -X?+4X-11 0
1C3 1 2 _ 2
= —-(X-2) AX -5 —X24+8X 11 =—(X-2)(-X"+2X-1)
= (X -2)(X - 1)?

Les valeurs propres de C sont donc 2 et 1, respectivement de multiplicité 1 et 2.

X
Soit X = |y| € E»(C). Ona
Z
- 4x - 8y + 2z = 2x
CX =2X — 3x + 6y — z = 2y
- x -y + 2z = 2z
- 6x — 8 + 2z =0
= 3x + 4 - z =0
- x -y =0
{ 3x + 4y -z =0
=
- X -y =0
Li—L{+3L; { y — 7 = 0
=
- x -y =0
{x = -y , yeR
z =y
1
— E>(C) = Vect4 | -1
-1
X
De plus, soit X = |y| € E;(C). On a
Z
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- 4 - 8y + 2z = x
CX=X = 3x + 6y — z =y
- x -y + 2z = z
- 5x - 8 + 2z =0
= 3x + 5 - z =0
- x -y + z =20
L](—L1—5L3
Ly« Ly +3L3 -3y - 32 =0
= 2y + 2z = 0
- x -y + z =20
{y:—z,zeR
=
X 2z
2
— E>(C) = Vects | -1
1

La somme des dimensions des sous-espaces propres de C ne vaut pas 3, donc C n’est pas
diagonalisable. On peut compléter la famille de vecteurs propres en une base de R>, par
0
exemple en ajoutant le vecteur |0|. On remarque ainsi que
1

0 2 2 0
C|(0] =]|-1|=|-1|+(O].
1 2 1 1
1 2 0 2 00
Donc, en posant P = | -1 -1 O,onaP_ICP: 01 1
-1 1 1 0 01

8.3 Polynomes d’endomorphismes

Exercice 8.4 (Polyndme annulateur et represéntation matricielle) x *

Soit u € L(R?) un endomorphisme tel que u> + u = 0.
Q1 - Montrer que Im(u) @ ker(u) = R3.

Q2 - On suppose de plus que u # 0. Montrer que ker(u) ® ker(u> + Id) = R>, avec
dim(ker(u? + Id)) = 2.

o O

Q3 - Montrer qu’il existe une base B de R? dans laquelle Matg(u) =

S O O
S = O
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Solution

Ql-

Q2 -

Q3 -

Soitx € R?. Onax = —u?(x) + x + u?(x). Or, u(x + u*(x)) = u(x) + u’(x) = 0 donc
x + u?(x) € ker(u) puisque —u?(x) = u(—u(x)) € Im(u), on a R = ker(u) + Im(u).

De plus, six € ker(u) NIm(u), alors il existe v € R? tel que x = u(v). Comme u +u> = 0,
onax = —u’(v) = —u®(x). Or, x € ker(u) donc x = 0. On a donc la décomposition en
somme directe.

Le polyndme X* + X = X(X? + 1) est un polyndme annulateur de u, et
X A(X?+1) = 1, donc le lemme de décomposition des noyaux assure que
ker(u? + Id) @ ker(u) = ker(u® + u) = R3.

Comme u # 0, on arg(u) > 1 donc le théoréeme du rang assure que dim(ker(u)) < 2. La
décomposition en somme directe des noyaux assure que dim(ker(u* + Id)) > 1.

- Si dim(ker(u? + Id)) = 1, alors il existe un vecteur e € R3 non nul tel que ker(u? +
Id) = Vect{e}. Or, ker(u? + Id) est stable par u, donc il existe 1 € R tel que
u(e) = de. On a ainsi, puisque u> + Id = 0, u*(e) = 2> = —e ce qui conduit 2
A2 = —1. Contradiction. dim(ker(u? + Id)) > 2.

- Si dim(ker(u? + Id)) = 3, alors pour tout x € R, u?(x) = —x. Ainsi, le polynome
caractéristique de u, de degré 3, admet au moins une racine réelle, donc ils existent
A € Rete e R non nul tels que u(e) = de. On a ainsi u?(e) = A1%e = —e, donc
A% = —1. Contradiction. dim(ker(u? + Id)) < 2.

Puisque dim(ker(u? + Id)) = 2, on a dim(ker(«)) = 1, donc il existe v; € R? non nul tel
que ker(u) = Vect{v}.

De plus, il existe v € R? tel que v € ker(u” + Id) et u(v) # 0. Montrons que la famille
{v,u(v)} estlibre. Soient A, u € R tels que Av + pu(v) = 0. Appliquons u a cette relation.
On a Au(v) — puv = 0, soit le "systéme" suivant

|
)

v+ uu(v)
Au(v) — v

|
o

2
Supposons que 4 # 0. A I'aide du systeme précédent, on a u(v) = %v = - (%) u(v),
donc u(v) = 0, ce qui est contradictoire. On a ainsi A = 0, soit u = 0. Donc la famille

{v,u(v)} est libre dans ker(u* + Id). Comme ce noyau est de dimension 2, c’est une base
de ker(u? + Id).

Posons v, = u(v) et v3 = v. On a u(vy) = —v3 et u(v3) = vp. De plus, la famille
B = {vi,v2,v3} est une base de R? (c’est une base adaptée a la somme directe R3 =
0O 0 O
ker(u) @ ker(u® + Id)). Comme u(v{) =0,ona Matg(u) = [0 0 1.
0 -1 0
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Exercice 8.5 (Somme directe et polyndme annulateur) x x *

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Soit P € R[X] tel que P(0) = 0 et
P’(0) # 0. Soitu € L(E). On suppose que P(u) = 0.

Q1 - Que peut-on dire sur les coefficients de P ?

Q2 - Montrer que E = Im(u) @ ker(u).

Solution

Q1 - SiPestdedegré n € N*, onécrit P = a, X" +---+ a1 X + ap. Les conditions P(0) =0
et P(0) # 0 donnent respectivement ag = 0 et a; # 0.

Q2 - Montrons la décomposition en somme directe. Soit y € E. Si y € ker(u) N Im(u), alors
u(y) = 0 et il existe x € E tel que y = u(x). Donc, pour tout k > 1, uF(y) = 0 et
u*1(x) = 0. On a ainsi

0 = P(u)(x)

= au"(X) + -+ au’(x) +a; u(x) + ap x
~——  ——
=0 =y =0

= ay)y.
Comme a; # 0,onay = 0.

De plus, le théoréme du rang assure que rg(u) + dim(ker(u)) = dim(E), donc ici,
dim(Im(u)) + dim(ker(u)) = dim(E), ce qui montre donc que E = Im(u) & ker(u).

8.4 Puissance de matrices

Exercice 8.6 (Puissance d’une matrice) *

On considére la matrice A = [_2 (1)]

Q1 - Soit le polyndme P = X2 — 3X + 2. Montrer que P est un polyndme annulateur de
la matrice A. Quelles sont ses racines ?

Q2 - En réalisant une division euclidienne de X" par P (pour n > 2), calculer A”.
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Solution

Ql- Ona

A% -3A+2D
33 53 1, 2o
~ |2 0f [-2 0 -2 0| [0 2
|7 31,.[9 3],]2 0
|6 2| "|-6 0] [0 2

oo
0 0"

P(A)

OnaP=(X-1)(X-2).

Q2 - Soit n € N*. On veut calculer A”. Comme P est de degré 2, une division euclidienne
de X" par P assure qu’ils existent Q,,, R, € R[X] avec deg(R,) < deg(P) = 2 tels que
X" = PQ,+R,. Enévaluanten A, comme P(A) =0,ona A" = a,A+b,l,oua,, b, € R.

De plus, comme P = (X — 1)(X —2), ona P(l,) = P(2I) = 0, donc, en évaluant en I,
et 215, on obtient le systeme

a, + b, = 1
2a, + b, = 2"~

La résolution de ce systeéme donne, pour toutn € N, a, = 2" — 1 et b, = 2 — 2", soit

A" (2" = DA+ (2-2Y

C[3@0-1) 2n-1] [2-20 0
= |20 -1 o |T| 0o 2-2

[2"“ -1 2"- 1]

22 -2 |”

Exercice 8.7 (Matrice ne comportant que des 1) %

Soit n € N*. Soit J € M, (R) une matrice carrée de taille n dont les coefficients sont tous
égaux a 1.

Q1 - Calculer J? et en déduire un polynome annulateur de J.

Q2 - En déduire les puissances de J.
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Solution
1 1
QI - Soitlamatrice J =|: .. :|.Ona
1 - 1
1 1 1 1 n n
J? = | = | =nJ
1 1 1 1 n n

Q2 -

Ainsi, J> — nJ = 0, donc P := X2 — nX est un polyndme annulateur de J.

Soit k € N* On veut calculer J¥. Comme P est de degré 2, une division euclidienne
de X¥ par P assure qu’ils existent Q, Ry € R[X] avec deg(Ry) < deg(P) = 2 tels que
X¥ = POy + Ry.. En évaluanten J, comme P(J) = 0,ona J* = ayJ +bil, ot ay, by € R.

De plus, comme P = X(X —n), ona P(nl,) = P(0,) = 0, donc, en évaluant en nl, et 0,
on obtient le systeme

{nak + by = nF

by = 0°

k—

On trouve, pour tout k € N*, ay = n I soit J& = nk~1J. Tous les coefficients de J* sont

égaux et valent n*~!

8.5 Reduction de matrices

Exercice 8.8 (Polyndme caractéristique et commutativité) *

Soient A, B € M,,(K) (ou K =R ou C).

Q1 - Si A ou B est inversible, montrer que x4p = XBA-

Q2 - On consideére les matrices M = [BA _B], N = [0 _B] et P = [I"

dans

0 0 0 AB
My, (K). Calculer MP et PN puis en déduire que yap = xa.

A I,

Solution

Q1 - Si A est inversible, alors BA = A"'ABA = A"'(AB)A. Si B est inversible, alors

AB = B"'BAB = B~!'(BA)B. Dans les deux cas, A et B sont semblables donc ont le
méme polyndme caractéristique.
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Q2- Ona

1, 0] [o -B] [0 -B [BA -B] [1, 0] [0 -B
PN_[A In]'[o AB]_[O o]etMP‘[o o] [A 1,,]‘[0 o]'

On a ainsi PN = MP. On a det(P) = 1 # 0 donc P est inversible et N = P~'MP.
M et N sont donc semblables, donc ont le méme polyndme caractéristique. On a ainsi

X"xBa = xm = XN = X" xaB, s0it xap = XBaA.

Exercice 8.9 (Matrice diagonalisable solution d’une équation) *

Soit n € N*. Déterminer les matrices A € M, (R), diagonalisables dans M, (R) telles
que A" = I,,.

Solution
Puisque A est diagonalisable dans M, (R), sa valeurs propres sont toutes réelles et sont racines
du polyndme X" — 1. Deux cas se distinguent:

- Sin est pair, alors 1 et —1 sont les seules racines réelles de X" — 1, donc les seules valeurs
propres de A sont —1 et 1. L’ensemble des solutions est donc donné par

A (0)
p! P, PeGL,(R), (Ay,---,4,) € {-1,1}"
(0) Ay

- Si n est impair, 1 est la seule racine réelle de X" — 1, donc 1 est la seule valeur propre
possible de A, et comme A est diagonalisable dans M, (R), I’ensemble des solution est
donc donné par {1, }.

Exercice 8.10 (Valeurs propres complexes d’une matrice réelle) %x

Soientn € N* et A € M, (R).

Q1 - Soit A € C une valeur propre de A. Montrer que A est aussi une valeur propre de A
de méme multiplicité algébrique.

Q2 - On suppose que A3 + A — 21, = 0. Montrer que det(A) > 0.

Q3 - On suppose que A% + A + I, = 0. Montrer que Tr(A) € Z\N (i.e. que la trace de
A est un entier naturel strictement négatif).
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Solution

Ql -

Q2 -

Q3 -

Soit y4 le polyndme caractéristique de A. Puisque A est valeur propre de A avec
une multiplicité algébrique notée m,, il existe donc P € C[X] tel que P(1) # O et
Xa = (X-)"P(X).

En passant a la conjugaison, on a ya = (X — Z)mﬂﬁ(}). _ De plus, on a
P(1) = P(41) # 0. Comme x4 € R[X], ona y4 = (X — )™ P(X). Donc 1 est

racine de y4 avec multiplicité m,. A et A sont donc valeurs propres de A avec la méme
multiplicité algébrique.

Puisque A% + A — 21, = 0, les valeurs propres de A sont donc racines du polyndme
X3+X-2=(X-1)(X>+X+2). Or, les racines de X> + X + 2 sont complexes
conjuguées (non réelles). Notons-les A et 1. La multiplicité algébrique de A et A est la
méme, on la notera m.

Le déterminant étant égal au produit des valeurs propres comptées avec multiplicité, on a
. . -m
ainsi det(A) = "1 = [/ > 0.

Puisque A2 + A + I, = 0, les valeurs propres de A sont donc racines du polynome

in

2 1 _ o i PN 2T—_1 _3 e
X“+X-1=X-j)(X-j)ouj=e3 = 2+z2.]et]sontdoncValeursproplres

de A, et, étant conjuguées, de méme multiplicité algébrique, que 1’on notera m.

La trace étant donnée par la somme des valeurs propres comptées avec multiplicité, on a
ainsi Tr(A) = m(j + j) = —m. C’est bien un entier naturel strictement négatif.
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Chapitre 9

Espaces vectoriels normés I

9.1 Dimension finie

Exercice 9.1 (Norme dérivant d’un produit scalaire) x

Soit I’application

N: R — R,

(x1,x2) > \/x% + 2x1x7 + 5x%.

Montrer que N est une norme sur R?.

Solution
Considérons I’application

¢l R? x R? — R
((xl,x2)’ ()’1,)’2)) — X1y1 +XxX1y2 + X2y1 + 5x2y>.
= L[NG1+y1x0+32)? = N(xi,x2)? = N, y2)?

Cette application est clairement bilinéaire (c’est une forme bilinéaire). Pour la symétrie, on a,
si (x1,%2), (y1,y2) € R%:

(1, y)(x1,x2)) = yix1 + yix2 + yaxg + Sy2x2
= X1y1 +x1y2 + x2y1 + Sx2)2
= ((x1,x2)|(y1,¥y2))-
De plus, on a ((x1,x2)|(x1,x2)) = xf + 2x1xp + Sx% = (x1 +x2)% + 4x§ > 0 donc on a la posi-

tivité.

Enfin, si ((x1,x2)|(x1,x2)) = x% + 2x1x2 + 5x§ = (x1 +x2)% + 4x§ =0, alorsx, =0etx; +xp =
0, soit x; = 0, ’application est donc définie.
(+]-) est donc un produit scalaire, et N dérive de ce produit scalaire, ¢’est donc une norme.
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Exercice 9.2 (Norme d’algebre) xx

Soit n € N*. On considere 1’application

N:  M®  — R,
A = a;jli<ij<n +— n-Max|a; .
1<i,j<n

Justifier que N est une norme sur M, (R). Montrer que pour tous A, B € M,(R),
N(AB) < N(A)N(B).

Solution

N =n-|| e, 0t || - || €st la norme infinie sur les matrices (le plus grand coefficient en

valeur absolue). Soient A,B,C € M,(R). Notons A = [a;;]i<ij<n.B = [bijli<ij<n €t
n

C = [cijli<ij<n- Ona,pouri,j € [[1,n]], ¢;; = Zai,kbk,j- Donc
=1

n n
1
leijl < D lailIbel < 3 1Al - [1Blls = n - [|Alle - [|Blle = ~N(AN(B).
k=1 k=1

En passant au Max a gauche, on a ||AB||cc < —N(A)N(B), soit, en multipliant a gauche par n,
n
N(AB) < N(A)N(B).

Exercice 9.3 (Invariance par conjugaison)

Q1 - Soit n € N*. On considere la matrice A € M, (R) donnée par

0 - 0 1
0O --- 00
A=,

Trouver une matrice P, diagonale et inversible telle que P~'AP = 2A.

Q2 - Existe-t-il une norme || - || sur M,, (R) telle que pour tout A € M,, (R) et pour tout
P e GL,(R), ||PT'AP|| = ||A]| ?

Solution

QI - Si P est inversible et diagonale, alors on peut écrire

@ (0)

@

0) o
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avec a1, az, - ,a, # 0. De plus, on a P 'AP = 2A <= AP = 2PA, soit, matricielle-
ment,

0 0 1 aq (0) 2a (0) 0 01

0 0 0 s 2ar 0 0 0

0O --- 00 (0) ay, (0) 2ay, 0O --- 00

soit, en multipliant les matrices de part et d’autre de I’égalité,

0 0 «a, 0 0 2a;
0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 O

donc 2a1 = a, est la seule condition. Prenons alors

1 (0)

(0) 2

Q2 - Prenons A et P les matrices de la question précédente. Si une telle norme existe, alors
||P~YAP|| = ||A||, mais comme P~'AP = 24, on a ||2A]|| = ||A]|, ce qui est impossible
car nous ne respectons pas la condition d’homogénéité. Une telle norme n’existe donc
pas.
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9.2 Suites

Exercice 9.4 (Suites réelles sommables) x * x

On note ¢! (N, R) I’espace vectoriel (réel) des suites sommables sur N a valeurs réelles.
Autrement dit,
+00
¢'(N,R) = {(uk)keN eRY: Z lui| < +°°} :
k=0
+00
Q1 - Montrer que I'application || - ||y : (ug)ken — Z |uy| définit une norme sur
k=0
' (N, R).
Q2 - Montrer que I’application
N: ¢/(N,R) — R,
+00
(Upkenw +—  |uo| + Z i1 — ug
k=0
est bien définie et est une norme sur £! (N, R).
Q3- || ||y et N sont-elles équivalentes sur £! (N, R) ?
Indication: On pourra considérer les suites u'™ = (e‘f)k . pour tout n € N*,
S
Solution
Q1 - Par définition de £' (N, R), || - || est bien définie. Montrons que c’est une norme. Soient

u=(uren,v = iren € ' (N,R) et 1 € R.

- Homogénéité: Comme Au = (Auy)ren, par multiplicativité de la valeur absolue, on a

+00
[|[Aul|p = Z |A]|ux|. Lalinéarité de la somme assure donc que ||Aul|, = || - ||ul|p1-
k=0

- Inégalité triangulaire: Comme u + v = (ux + Vi )ken, I'inégalité triangulaire sur la

+00
valeur absolue assure que ||u + v||,1 < Z [lur| + |vk|]. Finalement, la linéarité de

k=0
la somme assure que ||u + v||, < [[u]|p + ||V]]p-

- Séparation: Si ||u||, = 0, alors pour tout k € N, |ug| = 0, soit u; = 0, ce qui conclut.

Q2- Soientng € Netu = (Aug)ren € €'(N,R). Ona

ng 10 no ng
ol + Y ket — el < ol + Y lusr| + D el =23 Jue| < 2.
k=0 k=0 k=0 k=0
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Donc, lorsque I’on fait tendre ng vers +co a gauche, on a N(u) < +oco. N est donc bien
définie sur ¢! (N, R). Montrons que c’est une norme. Soient u = (ug)ien, v = (Vi)ken €
'(N,R) et 1 e R.

- Homogénéité: Comme Au = (Auy)ren, par multiplicativité de la valeur absolue,

400
ona N(u) = |A||ug| + Z |[A||ug+1 — ug|. Lalinéarité de la somme assure donc que
k=0
N(Au) = |A|N(u).
- Inégalité triangulaire: Comme u + v = (uy + vi)ren, I'inégalité triangulaire sur la
valeur absolue assure que, si ng € N,

N no
lup + vol +Z|”k+1 + Vel — (U +vi)l < uol +Z|”k+1 — u|
=0 =0

)

+ |VO|+Z|Vk+1—Vk|
=0

< N(u)+N©w).

En faisant tendre N vers +oo, on obtient donc I'inégalité triangulaire avec N.

- Séparation: Si N(u) = 0, alors uy = Oetpourtout k € N, uy41 —uy = 0, soituy =0,
ce qui conclut.

Q3 - Soit n € N* Considérons la suite (paramétrée par n) u = (e n)k . C’est une suite
€

. . _1 .
géométrique de raison e # < 1, donc pour tout n € N, u™ € ¢! (N, R). On a ainsi

+00

_1\k 1
k=0 l—en
De plus, on a
3 k+1 k R e
N(u(”))=1+2‘e_7—e_ﬁ :1+Ze ﬁ‘e n—1| = 1+(1—e H)Ze_ﬁ,
k=0 = k=0
soit N(u™) = 2. Si N et || - ||, sont équivalentes, alors il existe une constante C > 0

telle que pour toute suite u € ¢'(N,R), ||u||p < CN(u). Ainsi, pour tout n € N,

1
™|l < CN(u™) ie. ——— < 2C. Or, le membre de gauche tend vers +co lorsque

n
n — +oo, ce qui aboutit a une contradiction. Les deux normes ne sont donc pas
équivalentes.
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9.3 Espaces de fonctions

Exercice 9.5 (Une Norme 1 sur les fonctions de classe C!) x*

On considere le R-espace vectoriel E = C!([0, 1], R) ainsi que les applications

N : E — R o Ny,: E — R,

+
o= 1O+ 1Sl fo— e + 11 e
Q1 - Montrer que N; et N, sont des normes sur E.
Q2 - Montrer que N; et N, sont équivalentes.

Q3 - Nj et N sont-elles équivalentes a || - || ?
Indication: On pourra considérer les fonctions f, : x — x" pour n € N.

Solution

QI - Soient A € R, f, g € E. Montrons que N; et N, sont des normes.

- Homogénéité et Inégalité triangulaire: Découlent directement de la multiplicativité
de la valeur absolue (en fait homogénéité de la norme | - | sur R), I’homogénéité de
la norme de la convergence uniforme || - || et de I’inégalité triangulaire sur la valeur
absolue et || * ||co-

- Séparation: Si Ni(f) = 0, alors f’ = 0 sur [0, 1], f est donc constante sur [0, 1],
égale a f(0) = 0. Donc f = O sur [0, 1]. De plus, si N2(f) = 0, alors || f]|e = O,
donc f =Osur [0, 1].

Q2- Soit f € E. Ona|f(0)| < ||f]lco», donc Ni(f) < Nao(f).

X

De plus, six € [0,1], ona f(x) = f(0) + / f'(¢)dr. En passant a la valeur absolue,

0
I’inégalité triangulaire (sur les réels et sur une intégrale) assure que

F< 1FO)] + /O £ ().

X 1
La croissance de x — / | f/(¢)|dt donne |f(x)| < |f(0)] +/ | f/(¢)|dt. Linégalité
0

0
de la moyenne donne ainsi |f(x)| < [f(0)] + ||f|l~. En passant au Sup a gauche, on
a|lfllo < 1£(0)]+11flo- On a finalement N2(f) < |f(0)] +2[[f"|lo < 2N1(f). Les
deux normes sont bien équivalentes.

Q3 - Si Nj et N, sont équivalentes a || - ||, alors ils existent deux constantes Cy, C; > 0 telles
que pour tout £ € E, Ni () < Cil|flles et Na(f) < Call flleo-

Considérons, pour tout n € N \ {0, 1}, la fonction f;, € E donnée par f,, : x — x". On a
donc, pour tout x € [0,1], f/(x) = nx""'. Ni(f,) = n, Na(f,) =n+ Let||fullo = 1. Si
Nj et N, sont équivalentes a || - ||, alors les inégalités d’équivalence donnent, pour tout
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neN,n< Cretn+1 < C,, ce qui est impossible car les membres de gauche ne sont pas
bornés. Il n’y a donc pas d’équivalence.

Exercice 9.6 (Une norme 2 sur les fonctions de classe C!) xx

On considere le R-espace vectoriel E = C'([0, 1], R) ainsi que I’application

N: E — R,

1
1 3
£ (rors [ooral)
Q1 - Montrer que N est une norme sur E.

Q2 - Montrer que pour tout f € E, ||f||l < V2N(f), ot ||-||, désigne la norme de la
convergence uniforme.

Q3 - Les normes ||-||o, et N sont-elles équivalentes ?
Indication: On pourra considérer les fonctions f, : x — x" pour tout n € N.

Solution

Q1 - Considérons I’application
¢|)y: EXE — R
1
(F.0) = FOO+ [ FO5 0

Le fait que fg = gf ainsi que f'g’ = g’ f’ assurent que cette application est symétrique.
De plus, la linéarité de la dérivation et de 'intégrale assurent que cette application est
bilinéaire.

1
De plus, (f|f) = £(0)* + / (f'(¢))?dr. La positivité de I'intégrale assure que (f]f) >
0

0, donnant la positivité. Enfin, si (f|f) = 0, alors £(0) = 0 et, puisque ( ") est continue
et d’intégrale nulle sur [0, 1], elle est donc identiquement nulle sur [0, 1], donc f” = 0 sur
[0, 1], f est donc constante, égale a f(0) = 0.

(+|-) est donc un produit scalaire, et N est donc une norme dérivant de ce produit scalaire.
X
Q2- Soit x € [0,1]. On a f(x) = f(0) +/ f'(t)dt. Le passage a la valeur absolue
0

X
et I’inégalité triangulaire assurent que |f(x)| < |f(0)| + / | f/(¢)|dt. Sur I’intégrale,

0
I’inégalité de Cauchy-Schwarz (appliquée aux fonctions 1 et f”) donne

1

FI < 1FO)] + ( /0 f’(t)zdt)z |
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Enfin, I’inégalité de Cauchy-Schwarz sur R? donne

|f(x0)] < ﬁ(f<0)2+ /O f’(t)zdt)z = V2N ().

En passant au Sup a gauche sur [0, 1], on a le résultat souhaité.

Q3 - Soit n € N. On considere la fonction

fo: [0,1] — R

X — x".

On a ainsi

1

1 2
n
N( n):(/ n2r2<"—1>dt) = et ||fullo = 1.
J 0 V2n -1 S

Si les deux normes sont équivalentes, alors il existe une constante C > 0 telle que pour
tout f € E, N(f,) < C||f|lw- En particulier, pour tout n € N, N(f,) < C||fulle» s0it
n

< C. Or, la suite de gauche tend vers +co, ce qui est absurde. Les deux normes

V2n -1
ne sont donc pas équivalentes.

9.4 Polynomes

Exercice 9.7 (Norme a parametre sur les polyndomes) *x

Soient @ > 0. On définit I’application
N,: R[X] — R,
1
P +— |P(a)| +/ |P’(t)|dt.
0

Q1 - Montrer que N, est une norme.

Q2 - Montrer que si a,b > 0 tels que a < b et b > 1, alors N, et N ne sont pas
équivalentes.

Q3 - Montrer que pour tous a, b € [0, 1], N, et N}, sont bien équivalentes.

Solution

Ql - Soientd € R, P,Q € R[X].
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Q2 -

Q3 -

- Homogénéité: Puisque (AP)(X) = AP(X) et (AP)'(X) = AP’(X), on a ainsi (par
1
multiplicativité de la valeur absolue) N,(AP) = |A||P(a)| + / |[A||P’(¢)|dt. La
0
linéarité de I’intégrale assure ainsi que N, (AP) = |A|N,(P).

- Inégalité triangulaire: Puisque (P+Q)(X) = P(X)+Q(X) et (P+Q) (X) =P (X)+
Q'(X), on a No(P + Q) = |P(a) + Q(a)| +/ |P'(1) + Q' (1)ldr.

Par inégalité triangulaire sur la valeur absolue et croissance de I’intégrale, on a
Na(P + Q) < Na(P) + Na(Q).

- Séparation: Si N,(P) = 0, alors, puisque la fonction r — |P’(¢)| est continue,
positive et d’intérgale nulle sur [0, 1], donc, pour tout 7 € [0, 1], P’(¢) = 0 donc
P(t) = P(0) = 0. P aun nombre infini de racines, donc est nul. P = 0.

1
Soit n € N*. Prenons P, = X". Ona N,(P,) =a" +n "1dt = @" + 1. De la méme

0
maniere, N,(P,) = b" + 1. Si N, et N;, sont équivalentes, alors il existe une constante

C > 0 telle que pour tout P € R[X], Np(P) < CN,(P). Donc, pour tout n € N, on a

1 no 1
Np(P,) < CNy(P,), soit 1 + o <C (%) + ik Le membre de gauche tend vers 1

tandis que celui de droite tend vers 0. Contradiction. Les normes ne sont pas équivalentes.

b
Soit P € R[X]. Si b > a, alors puisque P(b) = P(a) + / P’(1)dt, on obtient
a

b 1 1
No(P) < |P(b)] + / P (0))dr + /0 P (0)]dr < [P(b)] +2 /0 P (1)]dt,

soit N,(P) < 2Np(P). On procéde de la méme maniere si b < a (en échangeant les
bornes d’intégration) et arrive au méme résultat.

De méme, en échangeant a et b, on a Np(P) < 2N,(P). On a donc

%Nb(P) < Nu(P) < 2Np(P)

Les deux normes sont équivalentes.
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Exercice 9.8 (Normes infinie et avec dérivation sur les polyndmes) xx

On considere les applications

Nz REXISSS Ny: R[X] — R,
(n) et P+ Sup [P(7)| -
L Z PO re[-1,1]
n=0
QI - Montrer que N; et N sont bien définies et sont des normes sur R[X].

1
Q2 - Pour tout n € N*, on pose P, = —X". Calculer N{(P,) et No(Pp).
n

Q3 - Lesnormes N; et N; sont-elles équivalentes ?

Solution

Q1 - Soient A € R, P,Q € R[X]. P étant un polyndme, P™ = ( est nul pour n assez grand,
donc |N{(P)| < +oco. De plus, la fonction t — P(z) ets continue (car polynomiale),
elle admet un maximum sur [—1, 1], donc |N,(P)| < +o0. N; et N, sont bien définies,
montrons que ce sont des normes sur R[ X].

- Homogénéité: Comme pour tout n € N, (1P)"(X) = AP™(X), on a, par multi-
+00

plicativité de la valeur absolue, N1 (AP) = Z 12]|P"™ (0)|. La linéarité de la somme
n=0
assure donc que N{(AP) = |[A|N(P).

De plus, si t € [—1,1], alors |[AP(t)| = |A]|P(¢)] < |A|N2(P), donc, en pas-
sant au Sup a gauche, on a Ny(AP) < |A|N2(P). De plus, si 4 # 0, alors
|P(1)| = ml/lP(t)l < mNz(/lP). En passant au Sup a gauche et en multipliant
par |4], on a |1|Ny(P) < N>(AP). L'inégalité restant vraie pour A = 0, cela montre
bien que N2 (AP) = |A|N2(P).

- Inégalité triangulaire: Comme, pour tout n € N,
(P +0Q)"(X) = P™W(X) + Q™ (X), on a, par inégalité triangulaire sur la valeur
+00
absolue, Ni(P + Q) < Z [|P(”)(O)| + |Q(”)(O)|]. La linéarité de la somme assure
n=0
que Ni(P + Q) < Ni(P) + Ni(Q).

De plus, sit € [—1, 1], alors |P(t) + Q(1)| < |P(?)| + |Q(t)] < N2(P) + N2(Q). En
passant au Sup a gauche, on a Np(P + Q) < Na(P) + N»(Q).

- Séparation: Si N(P) = 0, alors, pour tout n € N, P(")(O) = 0. Or, le coefficient de
P™(0)

degré n vaut , donc est nul. Les coefficients de P sont tous nuls, P est donc

nul.
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Si No(P) = 0, alors pour toutz € [—1, 1], P(¢) = 0. P aun nombre infini de racines,
donc est nul.

Q2- Soitn € N*. Pourtout k € N, P¥) = (n=1)---(n—k + DX"*. Donc si k # n,
PR 0) =0et P (0) = (n — 1)!, donc Ny (P,) = (n — 1)!.

1
De plus, No(P,) = No(X") = —.
n
Q3 - Si N; et N, sont équivalentes, alors il existe C > 0 tel que, pour tout P € R[X],
Ni(P) < CNy(P). En particulier, pour tout n € N, Ny (P,) < CN(P,) soit (n—1)! < €.
Or, le membre de gauche tend vers +oo, celui de droite vers 0. Contradiction, les deux
normes ne sont donc pas équivalentes.

Exercice 9.9 (Une condition pour avoir une norme sur les polyndmes) x x x

Soit A une partie non vide de R. Considérons I’application

I[-1la: R[X] — R,
P+ Sup|P(x)|.

xeA
1. Montrer que pour que || - ||4 soit bien définie, A doit-€tre nécessairement bornée.
2. Quedirede || - || si A est finie ?
3. En déduire une condition nécessaire et suffisante sur A pour que || - ||4 définisse

une norme sur R[ X].

Solution

1. Si A n’est pas bornée, alors, en prenant le polynome P = X, || X||4 = Sup|x| = +c0. Si A
xeA

est bornée, alors il esiste M > O tel que A € [-M, M]. On a, pour tout P € R[X],
[IPlla = Sup|P(x)| <  Sup [P(x)| < +oo,
X€A xe[-M,M]
donc || - || 4 est bien définie.

2. Si A est finie, alors on peut écrire A = {ay,--- ,a,} pour un certain entier naturel n. Si
P=(X-ay) - (X—ay,),alors |[|P||4 = 0. Pourtant, P # 0, donc on n’a pas la propriété
de séparation. || - ||4 n’est pas une norme.

3. Montrons que || - ||4 est une norme si et seulement si A est une partie infinie bornée de R.
Si A n’est pas infinie bornée, A est donc soit finie, soit non bornée. Or, d’apres les

questions précédentes, || - ||4 n’est pas une norme (cas ol A est une partie finie) ou n’est
pas définie (cas ol A est une partie non bornée). ||-||4 ne peut donc pas définir une norme.
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Réciproquement, si A est infinie bornée, alors montrons que || - ||4 est une norme sur
R[X]. Soient 1 € R, P,Q € R[X].
- Homogénéité: Soitx € A. [AP(x)| = |1||P(x)| < |1|||P]|4, donc, en passant au Sup
1 1
agauche,ona |[AP||s < |A]|-||P]|a. Deplus,sid # 0, alors m|/lP(x)| < mlMPHA.

En passant au Sup a gauche et en multiplisant par |1|, on a |A] - ||P]|a < ||AP]]4.
Cette inégalité reste vraie si A = 0. On a donc ||[AP||4 = || - ||P]|a-

- Inégalité triangulaire: Soitx € A. On a

|P(x) + Q)| < [P()] + Q)| < [IP[la +11Ql]4

En passant au Sup a gauche, on a ||P + Q||a < ||P||a + ||QO||a.

- Séparation: Si ||P||4 = 0, alors pour tout x € A, P(x) = 0. Comme A est infinie, P
possede un nombre infini de racines, donc P = 0.
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Chapitre 10

Séries entiéres

10.1 Calcul de rayon de convergence

Exercice 10.1 (Calcul de rayon de convergence) %

Calculer le rayon de convergence pour chacune des séries entieres suivantes.

(=D" ,

2"+ n

Q-Y Ay @Y Q-
n=0

Z
|
> (2n)! n>1 n>0

Solution

Q1 - Soitn > 0. Ona, pour z € C,

(n+ D z|™t  (2n)! B n iz — 0
2n+2)! nlld" @n+2)@n+ 1) ate

donc, par la regle de d’Alembert, le rayon de connvergence est infini.

Q2- Soitn > 2. Ona, pour z € C,

ln(n + 1)|Z|n+1 ln(n) +In (1 + %)
In(n)|z|* In(n) 2l =2 12l

donc, par la regle de d’Alembert, le rayon de convergence est 1.
Q3 - Soitn > 0. Ona, pour z € C,

|z|" ! 2"+n _ 2"+n 1+ |z]
n+1 X n " on+l |Z| - n+ |Z| B
2%l epn+1 |7 2l n+ 1 2+ 2

n—s+o0 2’

donc, par la regle de d’Alembert, le rayon de connvergence est 2.
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10.2 Manipulation de séries entiéres

Exercice 10.2 (Une inégalité) x

Q1 - Montrer que pour tout n € N, 2"n! < (2n)!.

[

X

Q2 - En déduire que pour toutx € R, ch(x) < e?.

Solution

QI - Montrons cette inégalité par récurrence.

- Initialisation: Sin =0,alors2°-0!=1<1=(2-1).

- Hérédité: Supposons la formule vraie pour un entier n: 2"n! < (2n)!. Comme on a

21 (n+1)! = 2(n+ 1) - 2"n!, ’hypothese de récurrence assure que 2! (n + 1)! <

2(n+1)(2n)! = 2n+2)(2n)! < 2n+2)(2n+1)(2n)! = (2(n+1))!, ce qui conclut.

Q2- Soitx € R. chetx+— e% sont développables en série entiere sur R (somme de deux

série exponentielles pour la premiere fonction et exponentielle d’un polyndome pour la
seconde fonction). On a

—X n

ch(x) e“+e _%2’0);_ %Z (=x)" sz +(—x)”

1 x4+ (=x)" X
- EZ—nz -3 G

n pair

Or, d’apres la question précédente, pour tout n € N, 2"n! < (2n)!, donc on a

+00 2n 400 2\
X 1 [x 22
Ch(x)222nn‘:Zﬁ(?) =ez.
n=0 n=0
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Exercice 10.3 (Estimation de Cauchy & Théoreme de Liouville) %x

+00
Soit f(z) = Z a,z" une série entiere de rayon de convergence R. Soit r €]0, R|.
n=0
Q1 - Montrer que pour tout k € N, la série de fonctions 6 — Z apr’e! 00 converge

n=0
normalement sur [0, 27].

1 2n ] ;
Q2 - En déduire que, pour tout k € N, a; = / f (re’g) e *0dg.
2nrk Jo

Q3 - On suppose que R = +oco. Montrer que si la fonction f est bornée sur C alors elle
est constante.

Solution

anr”ei("_k)9’ = |a,|r". On a donc, pour tout k € N,
0€[0,2r]

Z Sup anr"ei(”_k)e) = Z la,|r".

n>0 0€[0,27] n>0

Q1 - Soient k,n € N. Ona Sup

Comme r €]0, R[, par définition du rayon de convergence, la série Z la,|r" converge,

n=0
ainsi, la série Z Sup |a,re’ ("_k)e‘ converge normalement.
n=0 be [0,271']
Q2 - Puisque pour tout k € N, la série Z Sup anr”e[("_k)e‘ converge normalement (donc

n=0 fe [0,27T]
uniformément), le théoreme d’interversion de série et d’intégrale sur un segment assure
que, pour tout k € N,

21 [+ +00 o +00 2
/ Z anr”ei(”_kw do = Z/ anr”ei(”_k)edé = Z anr”/ PAGRLRT:
0 o 0

n=0 n=0 0

D’une part, on a

o 0\ —iko 7 (0 ing | —ik (0 i (n—k)0
f (re’ ) e '"7do = / ayr'e’ | e™"7do = / a,r'e"""7 1 de.
) o 2 y 24

n=0 n=0

2 2
D’autre part, si n = k, alors / e’“"‘”d@:/ dd =2x. Sin # k, alors
0 0

2 i(n—k)6 10=27
/ Vs ei(ﬂ—k)9d9 _ [el(n ] _o.
0 n—k Jo_

2r
On a ainsi, pour k € N, / f (re’g) e %040 = 2a,r*, ce qui conclut.
0
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Q3- Si R = +oo, alors, si f est bornée sur C, il existe M > 0 tel que pour tout z € C,
| f(z)] < M. Ainsi, pour tous r > 0, k € N*,

1 2

1 2 . . M
< — Ne 0 dg = — Mdo = —.
s 27Trk/0 |f(re )||e | 2nrk Jo rk

En faisant tendre r vers +oo, on a a; = 0, donc, pour tout z € C, f(z) = ag. f est donc
constante sur C.

Exercice 10.4 (Calcul d’une série entiere) **

n—1
2
Q1 - Montrer que pour tout n € N, l—[(l +2j) = (2n)! .
2"n!
j=0
. : g I+x .
Q2 - Soit f la fonction définie pour tout x €] — 1, 1[ par f(x) = T+ Ecrire f
—x
comme le produit des fonctions x — 1 + x et g, ou g est une fonction que 1’on
précisera.
Q3 - En déduire le développement en série entiere de f sur | — 1, 1[.

Solution

-1

Q1 - Par convention sur les produits, n(2 j+1)=1= (220 %)‘!. Montrons le résultat par
récurrence sur n > 0: =
R U 25 )]
- Initialisation: On a, sin =1, D)(Z] +1)=1= TR
- Supposons le résultat vrai pour un entier n € N*, montrons que la formule est
vraie au rang n + 1. On a ainsi ﬁ(Zj +1)=02n+1) ﬁ(Zj + 1). L’hypothese de
j=0 j=0

récurrence assure donc que

(2n) (2n +2)2n+1)(2n)!  (2n+2)!
2(n + 1)2"n! Sl (4 )Y

]—[(2J +1)=@n+ 1)
ce qui conclut.

1+x_ 1+x
l-x ]_x2

au dénominateur par 1 + x. Ainsi, pour toutx €] — 1, 1[, g(x) =

Q2- Soitx €] —-1,1[. Ona f(x) = apreés multiplication au numérateur et

1
Vi—x2
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Q3- x— Vl+xetxr— : sont développables en série entiere sur | — 1, 1[, donc f
+x

I’est aussi. On a donc, pour tout x €] — 1, 1],

Il
~
p—
+
=
~
~
e

I
=
~

o

J(x)

e IEN
I

+00 n -1
= (1+x) Z ( nl’)
n=0 ’

400 n—1
1 .
- (l+x)22nn‘ [ ]a+2))|+
n=0 =0

D’apres la question 1, on peut réécrire le produit a I’intérieur du crochet, donnant donc,
pour toutx €] — 1, 1],

+00 n n | n—1
= (1+x) ) (_nl') ) ]—[(1+2])
n=0

1
2pn!

(2n)‘
2pn!

f@)=(1+x) )
n=0

:E: 2£?Z3;2 ( x2n+1)

10.3 Lien avec une équation différentielle

Exercice 10.5 (Recherche de la solution d’une équation différentielle) x*

On considere I’équation différentielle suivante

yl/ +xy/ + y =
y(0) =
y'(0) =0

QI - Supposons qu’il existe une solution a cette équation différentielle développable

+00
en série entiere f : x — Z a,x" de rayon de convergence strictement positif.

n=0
Trouver une relation de récurrence sur la suite (a,),en.

[e>RNN

Q2 - Calculer a, pour tout n € N. Quel est le rayon de convergence de f.

Q3 - Exprimer f al’aide des fonctions usuelles.
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Solution

QI - Soit f une solution de I’équation. On a, pour x €] — R, R[, ou R désigne le rayon de
convergence de la série entiere,

f”(X) +xf'(x) + f(x) =1

+00 +00
— Z n(n—1Dax"? +x Z na,x""' + Z ax" =1
n=0 n=0 n=0
+00 +00 +0co
= Z n(n—Dax"? + Z na,x" + Z ax" =1
n=2 n=0 n=0

+00 +oo
= Z(n +1)(n + 2)apx"? + Z(n + Dax" =1
n=0 n=0

— Z_(:)(n + 1) [(n+2)ap +a,]x" =1.

En identifiant les termes de cette égalité (termes égaux devant chaque puissance de x), on

+2
Q2 - f étant solution, ona f(0) = f’(0) = 0, soit ag = a; = 0. Larelation 2a, + ap = 1 donne

a2ay+agp=1etpourtoutn € N*, a,,p =

a.

donc ar, = —. Ainsi, pourtoutk € N, a = Qetpour tout k € N*, a =——ua
2 3 p 2k+1 p 2k+2 2k+ 1) 2k

On obtient donc

Qr =

(5 [z < (575
(( ) (Z(k—l)) X(z__lz)xé

_1)k+1

2kk!

I (_1)n+1
Ainsi, on a, pour tout x €] — R, R[, f(x) = E S
n!
n=1

x2". Pour tout > 0, la suite

2n
(2" ' ) est bornée, le rayon de convergence de cette série entiere est donc infini.
n!
neN

Q3 - Pourtoutx € R,ona

+00 +00 n +00 n
~ (_1)n+1 m 1 _x2 _ 1 —X2 ~ 2
f(x)—z 20 X ——Za —2 —I—Z;a —2 =1-e 7.

n=1 n=1

X2 X2
et f'(x) =xe 2, f”(x) = (1 —x?)e”=. Ainsi, on a bien

2 2
2

f"(x)+xf'(x) + f(x) = (1 —xz)e_é +x’e T H+l-eT =1.
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Exercice 10.6 (Méthode de I’équation différentielle) *x*

On considere la fonction

f: R — R

2 [P 2
X — e2 e 2dt
0

Q2 - Montrer que f est développable en série entiere avec rayon de convergence infini
et est solution de 1’équation différentielle

Q1 - Etudier la parité de f.

{y’—xy = 1
y(0) 0

Q3 - En déduire le développement en série entiere de f.

Solution

X2 - 12
Ql- Soitx e R. f(—x)=e7? / e~ 7dt. Le changement de variable t = —s assure que
0

—X t2 X 52
/ e 2dt = —/ e~ Zds, donnant ainsi f(—x) = —f(x). f estimpaire sur R.
0 0

2
. x_
Q2 - Lesfonctionx — eZ etx — e

]

X

2 sont développables en série entiere sur R (leur rayon
X

2
de convergence est infini). Par primitivation, la fonction x — / e~ Tdt est dévelop-

0
pable en série entiere sur R. Par produit, f est donc développable en série entiere sur R
(rayon de convergence infini).

De plus, f étant régulicre sur R (car développable en série entiere), on a, pour tout x € R,
X2 X l2
ff(x)=1+xe” / e~ 2dt, soit f'(x) = 1 +xf(x), de plus, f(0) = 0, donc f est bien

0
solution de I’équation différentielle demandée.

Q3 - f étant impaire et développable en série enticre sur R, on peut écrire, pour tout x € R,

+0co
f(x) = Z apx®*1. A 'aide de I’équation différentielle, on va trouver une relation de

n=0
récurrence sur la suite (a,),en.

On a ainsi, pour tout x € R,
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+00 +00

fx)—xfx)=1 = Z(Zn + Dax™ —)CZ:a,,xz"+l =1
i o
= Z(Zn + Dax® - Z anx®? =1
n=0 n=0
+o00 +00
— ap+ Z(Zn + Dax® — Z anx?? =1
’:Il-oi "0 +o00
& ap+ Z(2n +3) a1 x? - Z ax?? =1
n=0 n=0
+00
— ap+ Z [(2n + 3)ans) — an] X% = 1.
n=0

Par identification des coeflicients devant chaque puissance de x, on a ag = 1 et, pour tout

1
neN, a,y = P 3an. On a ainsi, pour n € N,
3 1 « 1 « y 1
= \r1) 2o 2.1+1)%

2n)x2n-2)x---x(2-1)

Cn+1)x2n)x2n-1)x2n-2)x---2-1+1)x(2-1)

Rn)x2-(n—=1)x---x((2-1)
Cn+1)x2n)x2n—-1)x2n-2)x---3x2x1
2"xnx(n—-1)x---x1

(2n+1)!
2" - n!
2n+1)!"

+00
2"n!
On a donc, pour tout x € R, f(x) = Z —_—
oy (2n+1)!
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10.4 Séries entieres abstraites

Exercice 10.7 (Modification du rayon de convergence) x*

Soit Z a,x" une série entiere, de rayon de convergence R > 0.

n=0

z.. LN a
Q1 - Quel est le rayon de convergence de la série enticre Z —r:x” ?
n

n>0

Q2 - On suppose que pour tout n > 0, a, > 0. Soit @ > 0. Quel est le rayon de
convergence de la série entiére Z ayx" ?

n=0

Solution

Q1 - Pardéfinition du rayon de convergence, pour tout r €]0, R[, la suite (|a,|r"),en est bornée,
donc il existe une constante C > 0 telle que pour tout n € N, |a,|r" < C. Soit p > 0. On
a ainsi, pour tout n € N,

|al’l|n_ npnl C pn
TP = lalr (7) ﬁa(;)-

Le terme a droite de 1’inégalité est de limite nulle (par croissance comparée) donc est

a
| ':' p") est donc bornée, et ce pour tout p > 0. Le rayon de
neN

borné. La suite (
n!

pn [EN an . .
convergence de la série entiére Z —‘x” est donc infini.
n

n=0

Q2 - Par définition du rayon de convergence, pour tout » €]0, R[, la suite (a,r"),en est bornée,
donc il existe une constante C > 0 telle que pour toutn € N, a,r" < C.

- Sip €]0, R%[, alors pﬁ €]0, R[. On a donc, pour tout n € N,
1 n\ a
agp” = (an (pE) ) < C

. ‘ L
La suite (a? p”),} <y st donc bornée pour tout p €]0, R« [, donc le rayon de conver-
gence est au moins R?.

- De plus, si p > R“, alors p% > R et, pour tout n € N,

n a
= (o))

. n 2 £ : a . n 5
La suite (an (p @ ))neN n’étant pas bornée, la suite (a%p )n o €st donc non-bornée.
Le rayon de convergence est donc inférieur a R“.

Ainsi, le rayon de convergence de la série entiere Z a, x" est donc R“.

n=0
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Exercice 10.8 (Suite des décimales d’un nombre) %

Soit (a,)nen la suite des décimales de 7. Déterminer le rayon de convergence de la série

entiere E ax”.

n=0

Solution
Soitn € N. a, € {0,1,---,9}, donc, si x € R, a,|x|" < 9|x|". Si |x| < 1, alors la suite
(an|x|™),en est bornée. Donc le rayon de convergence est au moins égal a 1.

Comme 7 est un nombre irrationnel, pour tout n € N, le nombre a, prend une infinité de fois
la valeur {1,---,9} (ce n’est pas un nombre décimal), donc la série Z a, diverge (elle diverge

n=0
méme grossierement). Donc le rayon de convergence vaut 1.
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Chapitre 11

Espaces préhilbertiens réels I

11.1 Produit scalaire et orthogonalité

Exercice 11.1 (Hypothese de linéarité supprimée) %

Soient E un espace vectoriel euclidien de dimension n € N* et f : E — E une
application (2 priori non linéaire). On suppose que pour tous x,y € E, (f(x)|f(y)) =

(xly).
Q1 - Montrer que I'image d’une base orthonormée par f est une base orthonormée.

Q2 - Montrer que f est linéaire.

Solution

Q1 - Soit {ey, - ,e,} une base orthonormée de E, ou n € N* est la dimension de E. Posons,
pour tout k € [[1,n]], ux = f(ex). On a ainsi, pour tous i, j € [[1,n]],

(uiluj) = (f (el f(e;)) = (ejlej) = bi;.

Ainsi, {uy,---,u,} est une famille orthonormée de vecteurs non nuls de E (puisque f
préserve le produit scalaire) de cardinal n, c’est donc une base orthonormée de E.

Q2 - Soit x € E. Considérons une base orthonormée {ey,--- ,e,} (qui existe bien car tout
espace vectoriel admet une base que I’on peut orthonormaliser via I’algorithme de Gram-

n
Schmidt). On a donc x = Z(xlek)ek. Puisque {f(e1),---, f(e,)} est aussi une base
k=1
orthonormée de E, on a ainsi

F@) = D UF@If (e flen) = Y (xle) f(ex).
k=1 k=1
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Exercice 11.2 (Equation normale) %x

Soient A € M,,(R) (ou n et p sont deux entiers naturels non nuls) et
B € M, 1(R). Montrer que la matrice colonne Xy € M, 1 (R) verifiant

[|AXo — B|| = d(B,Im(A))

verifie I’équation AT AXy = AT B, appelée équation normale.
Indication: On pourra s’aider en dessinant une figure.

Solution
Soit Xo € M, 1(R). On a

|IAXo— B||>= Min [|[AX -B|*.
XeM, 1 (R)
De plus, AXy — B L Im(A) (cf. image ci-dessous). Ainsi, pour tout X € M, (R),

(AXy — B|AX) = (AXy - B)TAX =0,

soit, pour tout X € M,, 1(R), (AT(AX, - B))T X = 0. On obtient ainsi ATAXy — ATB =0, ce
qui correspond a I’équation normale.

Im(A)* fh=A%
B

=

— d(B,Im(A))

\

Exercice 11.3 (Un espace qui est de dimension finie) *x

Soient E un espace préhilbertien réel et {eq, - - - , e,,} (ou n € N*) une famille de vecteurs
n
de E de norme 1 telle que pour tout x € E, x| = Z(xlek)z.
k=1
Q1 - Montrer que la famille {e, - - - , e, } est orthonormale.
Q2 - Montrer que E est de dimension n et que la famille {ey, - - - , e, } est en fait une base

(orthonormée) de E.
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Solution

Q1 - Soiti € [[1,n]]. Puisque l'on a1 = ||e;||> = ||e;i|* + Z (ejlex)?, on a ainsi pour tout

1<k<n
k+#i

k # 1, (eilex) = 0. La famille est donc orthogonale, et méme orthonormée puisque les
vecteurs sont unitaires.

Q2 - On a montré que la famille {ey,--- ,e,} est orthonormée, elle est donc libre. Montrons
n

qu’elle est génératrice dans E. Soientx € E ety = Z(xlek)ek.
k=1

Soiti € [[1,n]]. Ona(yle)—<Z(x|ek)ek‘ > Z(xlek)(ek|e) Lafamille {ey, - - , e,)

étant orthonormée, on a ﬁnalement (yle;) = {x]e; ) son (x —yle;) =

n
Or, par hypothése, on a ||x — y||? = Z(x — ylex)?, donc [|x — y||> = 0, donc x = y. La
k=1
famille {ey, - - , e,} est donc génératrice dans E, c’est donc une base de E.

Exercice 11.4 (Algorithme de Gram-Schmidt) x * x

Orthogonaliser les familles de vecteurs suivantes a 1’aide de I’algorithme de Gram-
Schmidt aprés avoir montré que ce sont des bases de R>:

{(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0) }.

Q2- {(0,1,1),(1,0,-1),(1,-1,0)}.
{(0,1,-1),(1,0,1), (1,-1,0)}.

Solution

Q1 - Posons u; = (0,1,1), up = (1,0,1) et ug = (1,1,0). En notant C la base canonique de
RS, ona

11 oo 1

O = -

01
dete {u1,ur,uz}t =1 0 = ’1 1' ‘1 1‘:29&0.
11

La famille {u, u»,u3} est donc bien une base de R3. Orthonormalisons-la en une base
orthonormée {ey, €3, e3}.

(i) - Posonsvy = u;. Onaainsiv; = (0,1, 1) ete; = soit alors, puisque ||v1]| = V2,

Vi
[Ivill
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(ii) - Posons v, = uy — {uz|eq)eq, on obtient alors

(uz|vi)
Vo) =Up —

1%
[val?

1
| =Up— §<M2|V1>V1,

soit

1 11
vy = (1,0, 1) — 5(0, L,1) = (1,_5,5),

On a ainsi ep = soit alors, puisque ||v2|| = \/g

2 I 1
ey = (\/;, —%, %) .

(iii) - Posons vz = u3 — (us|ei)e1 — (usz|ez)en, on obtient alors

[vall”

_luslvy) o (uslva)

1 2
Vo = Uz — §<M3|V1>V1 - §<M3|V2>V2,

V3 = U3 1
|[v][? |[v2||?
soit
1 2 1 11 22 2
=(1,1 -—0,1,H)-—=-=|l,—=, = | =|=,=,—=] .
=010 - 5000 -3 3 (1-3.5) = (5.5
o . V3 it al . 1vs]] 2
n a ainsi e3 = ——, soit alors, puisque ||v3|| = —,
[1v3]] \3

( 1 1 1 )

3=\l """

V3 V3 V3

Q2 - Posons u; = (0,1,1), up = (1,0,1) et uz = (1, 1,0). En notant C la base canonique de
R3, on a

0 1 ! 1 1 1 1
dete {uy,up,uz} =1 0 -1 :_‘—l O‘+‘O _1'2—27&0.
1 -1 0

La famille {u, u»,u3} est donc bien une base de R3. Orthonormalisons-la en une base
orthonormée {ey, €3, e3}.

: . % . .
(i) - Posonsv; = uy. Onaainsiv; = (0,1, 1) ete; = —1501ta10rs,pulsque||v1|| =2,

[[v1l]

(i1) - Posons v, = ur — (us|ej)e;, on obtient alors

_ (uz|vi)
2
[[vill

V2 = Us

1
Vi =up — 5(M2|V1>V1,
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soit
v s a 2, 2 .

. v . .
On a ainsi e, = ——, soit alors, puisque ||v2|| = \/3,

[[vall
2 1 1
= (@ %’76) -

(iii) - Posons v3 = u3 — (usle;)e; — (usz|ez)er, on obtient alors

V3 =u3 - <u3|v12>V1 - <u3|v22>V2 =u3 — > {uslvyvi - %(M3|V2>V2,
vl [[vall 2 3
soit
2 1 1 1 2 22
= (1, 10—— neoO,L,H)---={l,=,—=|=|=,—-=.=].
vy = (1,-1,0) = = - (=1)( )32(22) (333)
On a ainsi "3 soit alors puisque ||v3]]
insi e3 = ——, soi , puisque ||v3|| = —,
[[vall V3
€3 = | —
&%)
Q3 - Posons u; = (0,1,-1), up = (1,0,1) et u3 = (1,-1,0). En notant C la base canonique
de R3,on a
0 1 1
detc{ul,uz,u3}: 1 0 -1 2—1 1—1 ! =2 #0.
11 0 1 0 |0 -1

La famille {u,us, u3} est donc bien une base de R>. Orthonormalisons-la en une base
orthonormée {e, €7, e3}.

: . v . .
(i) - Posonsv; = uy. Onaainsivy = (0,1, 1) ete; = —1501ta10rs,pulsque||v1|| =2,

[[v1ll

(i1) - Posons v, = uy — (uz|eq)eq, on obtient alors

(uz|vy)

[[v1ll

V2 = Uz —

1
=uy+ E(M2|V1>V1,

soit

1 11
=(1,0,1) +=(0,1,-1) =1, =, =].
va= (1,0, 1)+ 3(0.1,-1) ( 22)
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soit alors, puisque ||v2|| = \/E,

2 1 1
62—(\/;,%,%).

(iii) - Posons v3 = u3 — (usle;)e; — (uszlez)e,, on obtient alors

On a ainsi ¢p = ——,
[[vall

_ vy (uslva)

1 2
) =u3 — §<M3|V1>V1 - g(u3lvz>vz,

V3 = U3 1 1%
|IviI? |[vall?
soit
1 2 1 11 2 2 2
= (1,-1,0) = = - (=10, 1,-1) = - = (1,5, 5| =[5, -5, -3 .
vs = )7 I )32(22)(333)
. V3 . . 2
On a ainsi e3 = ——, soit alors, puisque ||v3|| = —,
[l 3

11.2 Adjoint d’un endomorphisme

Exercice 11.5 (Calcul de I’adjoint) x

Soient (E, (-|-)) un espace vectoriel euclidien et a,b € E. Déterminer 1’adjoint de
I’endomorphisme

u: £ — E
x > L(alx)b - {(b|x)a

Solution
Soient u* ’adjoint de u et x, y € E. Par définition d’endomorphisme adjoint, on a

(u”(x)|y)

(xl{aly)b = (bly)a) = (aly)(x|b) = (bly){x|a)
(x|b){aly) = (x|a){bly)

((x|b)a = (x|a)bly) = ({b|x)a —(alx)bly)
(—u(x)]y).

En prenant par exemple pour y chaque vecteur de la base canonique de E, on a donc u*(x) =
—u(x), soit u* = —u.
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Exercice 11.6 (Adjoint de la multiplication par une matrice) %

Soient n € N*. On considere I’espace euclidien M,,(R) muni du produit scalaire (-|-)
donné pour tous A, B € M,, (R) par (A|B) = Tr(AT B). Soit M € M, (R). On considére
les endomorphismes de multiplication a gauche et a droite par M respectivement donnés
par

Gy: My(R) — M, (R) Dy: My(R) — M, [R)

X — MX et X — XM

Déterminer les adjoints de ces deux endomorphismes.

Solution
Soient G}, et D}, les adjoints respectifs de Gy et Dy et X,Y € M, (R). Par definition
d’endomorphisme adjoint, on a

(Gu(X)Y)

Tr (XT (MY))

Tr (XTMY) = Tr (XTMTY)

Tr ((MTX)T Y)

(Gyr (X)]Y).

On a ainsi, si ’on teste ¥ avec toutes les matrices de la base canonique de M, (R), G},(X) =
GMT(X), soit G;[ = GMT.

De la méme maniere, on a

(D, (X)Y) = Tr (XT (YM)) - ((XTY) M)

o ) = o))

Tr ((XMT)T Y)

(D yr (X)|Y).

De la méme maniere, ona D, = D .

Exercice 11.7 (Adjoint d’un polynéme d’endomorphisme) **

Soient E un espace euclidien (muni du produit scalaire (-|-)) etu € L(E).
Q1 - Soit P € R[X]. Montrer que P(u)* = P(u*)

Q2 - Soient P,Q € R[X] deux polyndmes premiers entre eux. Montrer que
Ker(P(u)) L Ker(Q(u")).
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Solution

n
Q1 - Ecrivons P = Z aka, oun =deg(P)etag,---,a, € R. On a ainsi
k=0

P(uw)* = (apld+aju+---+ayuo---ou)”
= aold*+a1u*+"‘+an(”0’-'0u)*
= aold+au*+---+a,(u o---ou")
= aold +aju* +---+a,(u*)"
= P(u").

Q2 - Puisque P A Q = 1, alors ils existent A, B € R[X] tels que AP + BQ = 1.

Soit x € Ker(P(u)). Ona P(u)(x) = 0, donc
x = Au)(P(u)(x) + B(u)(Q(u)(x)) = B(u)(Q(u)(x)).

Soit y € Ker(Q(u*)). On a donc

(B(u)(Q(u)(x))|y)
(Q(u) (B(u)(x))|y)
(B(u)()1Qw)"(y))
(B(u)(x)|Q (™) ()
=0

xly)

11.3 Matrices orthogonales

Exercice 11.8 (Factorisation QR) %x

Q1 - Soientn € N*, B une base de R" et C une base orthonormée de R" obtenue a partir
de 8B via I’algorithme de Gram-Schmidt. Montrer que la matrice de passage de 8
a C est triangulaire supérieure et inversible.

Q2 - Montrer que pour tout A € GL,(R), ils existent une matrice triangulaire supérieure
inversible R et une matrice orthogonale Q telles que A = OR.

Solution

Q1 - Notons B = {x1,--- ,x,} et C = {ey, - ,e,}. Lalgorithme de Gram-Schmidt assure
que pour tout k € [[1, n]],

Maxime BOUCHEREAU 124 2025-2026



Colles - MP

X1

+ si k=1
[lx1 ]|
k-1
€r = 9 L Z(leej)ej
Jj=1 .
si k>2
k-1
Xk — Z<xj|ej>ej
j=1
Or, pour tout j < k, e; € Vect {xl,--- ,xj}, donc pour tout k € [[1,n]],
er € Vect{xy, -+ ,xr}. Donc Pg est triangulaire supérieure.

De plus, en notant ay le k-ieme coeflicient diagonal de PS. ona

1
+ si k=1
[l
ay = 1
k + si k>2
k-1
Xk = Z(leej>€j
j=1
donc a; # 0, donc P% est inversible.
Q2- Soit A € GL,(R). Notons xi,--- ,x, les colonnes de A~!. B = {x,---,x,} est une
base de R". Notons C = {ey, - ,e,} la base orthonormée obtenue a partir de 8B via

I’algorithme de Gram-Schmidt.

La formule de changement de base assure que pour tout k € [[1, n]], xx = Pge x- En notant
Q' la matrice orthogonale dont les colonnes sont ey, --- ,e, et R' = P%, onaA~l = R'Q’.

En passant a ’inverse, A = (Q’)~!(R’)~' (R’ est bien inversible). On a ainsi, en notant
Q = (07! = (@) (qui est bien orthogonale) et R = (R’)~! (qui est bien triangulaire
supérieure), A = OR.
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11.4 Isométries vectorielles

Exercice 11.9 (Symétrie orthogonale sur les polynomes) x

Soient n € N*. On considere 1’espace vectoriel R, [ X].
Q1 - Montrer que I’application
¢l Ru[XT xRy [X] — | R
r.o) — [ oo
i

est un produit scalaire sur R, [ X].

Q2 - Montrer que I’application

¢: Ry[X] — Ry[X]
P — P(-X)

est une symétrie orthogonale sur R, [ X ] pour le produit scalaire (-|-).

Solution

QI - La linéarité de I’intérgale assure que 1’application (:|-) est bilinéaire. De plus, comme
P(X)Q(X) = Q(X)P(X) pourtous polyndmes P, Q € R, [ X],1’application est symétrique.

De plus, pour tout polyndéme P € R,[X] et pour tout t € [—1,1], P(1)> > 0, donc
(P|P) > 0 par positivité de I'intégrale.

Enfin, si P € R, [X] verifie (P|P) = 0, alors, puisque la fonction r — P(t)? est positive
et continue (car polynomiale) et d’intégrale nulle sur [—1, 1], elle est identiquement nulle
sur [—1, 1]. Donc, pourtoutr € [—1, 1], P(¢) = 0. P posséde un nombre infini de racines,
donc c’est le polyndome nul.

(+|-) est bien un produit scalaire sur R, [ X].

Q2- SoitP € R[X]. Ona (¢ o ¢)(P) =¢(P(-X)) = P(-(—X)) = P(X), donc, p o ¢ = Id.
¢ est donc une symétrie.

1
Montrons que c’est une symétrie orthogonale. On a (¢(P)|p(P)) = P(-1)%ds. Le
-1
changement de variable t — —¢ assure donc que (¢(P)|p(P)) = (P|P), ce qui conclut.
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Exercice 11.10 (Symétrie orthogonale) %x

Soient n € N* et v € R" \ {0}. On note I’application

o, R — R”
) RUGY
<VIV>

Q1 - Montrer que o, est une symétrie orthogonale.
Q2 - Calculer Ker(o, — Id) et Ker(o, + id).

Q3 - Décrire géométriquement 0.

Solution

Q1 - Soitx € R”. Ona

(oy00,) (x) = O'V(x)—2<v|0-V(x)>
(v[v)
_ <v|x> 2 <v‘ (le) >
<V|V> (v[v) o)
_ <v|x> _ (le) <V|x>< .
<V|V> (v|v) < V)2

o, est donc bien une symétrie.

Montrons que c’est une symétrie orthogonale. Soit x € R". On a

k)
oy T
vix)

(@@l () = (x-2

(xl) = 4 (xlv) + 4o

Vv

(x]x).

» k) >
<VIV>
(v]x)?

<|>2<|>

o, est donc bien une symétrie orthogonale (préservation du produit scalaire).

1
Q2 - Notons F = Vect{v}*,onaR" = F @ F*. Soitx € R". On peut donc écrire x = Av + y,

oudeRetye F.Onaainsi

Vv +y)

(oy —1d)(x) = =2 o

donc Ker(o, — Id) = F et

= -21v e F*
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v|dv +y)

(oy +1d)(x) =2(Alv+y) - 2———=
(viv)

=yeF

donc Ker(o,, + Id) = F*. On retrouve ainsi la décomposition en somme directe
1
R" = Ker(o, + Id) ® Ker(o, — Id).

Q3 - o, est donc la symétrie orthogonale par rapport 4 I’hyperplan F = Vect {v}*.
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Chapitre 12
Probabilités 11

12.1 Etude de variables aléatoires discretes

Exercice 12.1 (Couple géométrique) *

Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N* telles que pour un certain a > 0
et pour tout (7, j) € N* x N*,

a
2i+j'

P{X=in{Y=j})=

Q1 - Calculer a.
Q2 - Calculer les lois marginales de X et Y.

Q3 - Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

Solution

. 1 . o .
QI - La série Z - €tant convergente, le théoreme de Fubini assure ainsi que la famille

i1

( .a ) est sommable. De plus, on a
2147/ (i, j) eNFxN*

> B@x=in{r=jp = a(le) >

(i,7)eN*XN*

Or, on doit avoir Z PH{X=i}n{Y =j}) =1,donca=1.
(i, ) EN*XN*

+00 +00
1811
Q2 - Soiti € N*. OnaP(X:i):;P({X:i}ﬁ{Y:j}):EJZ:;E:E. X et Y jouant

1
des roles symétriques, on a donc, pour tout j € N*, P(Y = j) = Tk X et Y suivent une

loi géométrique de parametre 7
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Q3 - Pourtout (i,j) e N* XN onaP(X =i) xP(Y =j) =
et Y sont donc indépendantes.

7 =PUX =30 {Y = ). X

Exercice 12.2 (Exponentielle d’une loi géométrique) x

Soient p €]0, 1[ et X € G(p). Pour quelle.s valeur.s de p eX admet-elle une espérance ?
Dans le cas ol ¢X admet une espérance, calculer cette dernicre.

Solution
D’apres le théoreme de transfert, on a

Ble¥] = Y P =k = Y e p(1-p) = 2= Y qe(1 - pt,
k=1 k=1 P4

Or, la série Z [e(1 — p)]¥ converge si et seulement si e(1 — p) < 1,i.e. p>1—e~!, donc
k>1
eX admet une espérance si et seulement si p > 1 — e~!. Dans ce cas, on a donc

xp_pel-p) <~ _pe(l-p) 1 ___pe
Bl = L e = T Ty T e e

Exercice 12.3 (Nombre de naissances) *x

On suppose que le nombre N d’enfants dans une famille suit une loi de Poisson de
parametre 4 > 0. On suppose qu’a chaque naissance, la probabilité que I’enfant soit une
fille est p €]0, 1] et celle que ce soit un garcon est ¢ = 1 — p. On suppose aussi que
les sexes des naissances successives sont indépendants. On note X la variable aléatoire
correspondant au nombre de filles par familles, et Y celle du nombre de gargons.

Q1 - Soit (k,n) € NxN. Calculer P(X = k|N = n).
Q2 - En déduire la loi conjointe du couple (N, X).

Q3 - Déterminer la loi de X, puis cellede Y.

Solution

Q1 - Pour n naissances, le nombre de filles suite une loi binomiale de paramétres (7, p). On a
donc

n k _ n—k .
P(X =k|N=n) = (k)p (1-p) si0< k<n
0 sinon.
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Q2 - Onadonc, pour (k,n) € NxN,

P({X =k}n{N =n}) P(X = k|N =n)P (N =n)
(n)pk(l —p)"_k/l—ne_/l si0< k<n
k n!

0 sinon.

Q3 - Soitk eN.Ona

P(X = k)

2 BUX =k n{N=n}
n=k

+00

=2, (Z)p"(l - p)’”‘%e“

n=k
k +oo
= e_/l( ) Zk'(l’l k)‘( _p)n
_ e k oo (1-p)an
T k! ( ) Z (n—k)!
e_/l k +co (1 p)n+k/ln+k
Tkl (1— ) Z

Ake1 (l—p)”/l”
< () e g

~ up)k ~ Z"’ (ﬂ(l—p))”

_ (Ap)fet AU-P)
k!
(Ap)retr
k! .

X suit donc une loi de Poisson de parametre Ap. X ~ P (Ap). En remplagant p par ¢, un
raisonnement similaire assure que ¥ ~ P(1q).

Exercice 12.4 (Variable aléatoire inverse d’une loi de Poisson) xx

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parametre 4 > 0

(X ~ P(A2)). Calculer I’espérence de la variable aléatoire

Solution -
A 1
Lasérie Z ———  étant convergente (négligeabilité du terme général devant lorsque
= (k+ 1)k! k2 1
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. 1

k — 400 par croissance comparée), To % admet donc une espérence. D’apres le théoreme de
+

transfert, on a

Il
Py
o
+ L
\::ii

1+X

-1 X /lk+1

!
A — (k+1)!
L

A k!

_/1 +00 k
A

B S
A k!

k=0

Exercice 12.5 (Loi du deuxieme pile) xx

On considere une suite de lancers de pile ou face indépendants, la probabilité d’obtenir
pile étant p €]0, 1[. On note X (respectivement Y) le rang du premier (respectivement
du deuxieme) pile. On note, pour tout n € N*, les évenements

- P,: "Faire un pile au n-ieme lancer".

- F,,: "Faire un face au n-ieme lancer".

Q1 - Pouri,j € N*. Ecrire I’évenement {X =i} N {Y = j} a ’aide des événements P,
et F,. Discuter selon i et j.

Q2 - Donner la loi du couple (X, Y).

Q3 - DonnerlaloideY.

Solution

Q1 - Soienti,j € N*. Sii > j, alors I’événement {X =i} N {Y = j} est impossible car le
deuxieme lancer ne peut pas survenir avant le premier. Sii < j, alors on a
{X:i}ﬁ{Y:j}:Fl ﬂ---ﬂF,'_lﬂPiﬂFHlﬂ---ﬂFj_lﬂPj

2 - Par indépendance des événements Fy,---, F;_1, P;, Fiy1,--- , F;_1, P;, on a, pour tout
p J J p
(i,j) € N* x N*,

Maxime BOUCHEREAU 132 2025-2026



Colles - MP

_ _22 . . .
Bx =in(r=p={ TR s

Q3 - Y prend ses valeurs dans N \ {0, 1}. On a donc, pour tout j € N\ {0, 1},

P(Y=j) = ) PUX=i}n{¥ =}
i=1

1
= D PUX=in{r=j))

J

~
—_ =

= Y (1-p)=2p?

=

p 2j-1 .
= _ — J
(l—p) ;(1 p)

= (j-Dp*(1-p)~.

~.

—

Exercice 12.6 (Probabilité qu une matrice soit diagonalisable) *x*

Soient deux variables aléatoires indépendantes X et Y suivant la loi géométrique de

parametre p €]0,1[. X,Y ~ G(p). Calculer la probabilité que la matrice [§ 11/] soit
diagonalisable.
Solution

Si X =7, alors, si la matrice est diagonalisable, elle devrait étre semblable a X1, donc égale

a X1, ce qui n’est ici pas le cas. Donc est diagonalisable si et seulement si X # ¥ (le

0 Y
polyndme caractéristique est scindé). Calculons P(X # Y).
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P(X #7)

1-P(X =Y)

= 1—§P({X:k}m{Y:k})
k=1

g l—iP(X:k)P(Y:k)
k=1

= 1—iP(X:k)2
k=1

= 1= pr(1-p*7
k=1

2 400

= 1—(L) (1= py*

1-p ;

+00
= 1-p? Y. (1-p*
k=0
p2
1-(1-p)?
1—1+2p—[92—p2
1-1+2p—p?
2p - 2p?
2p - p?
2(1-p)
2-p

= 1

12.2 Inégalités probabilistes

Exercice 12.7 (Lancer de dé) »x

Un lance un dé équilibré 3600 fois. On suppose que tous les lancers sont indépendants.

Q1 - Soit X la variable aléatoire donnant le nombre d’apparitions du chiffre 6. Quelle
est la loi de X ? Calculer E[X] et V(X).

Q2 - Majorer P(|X — 600| > 100).

Q3 - Minorer la probabilité que le chiffre 6 apparaisse entre 500 et 700 fois.

Solution

QI - On répete de maniere indépendante 3600 lancers de dé ou la probabilité d’obtenir un 6
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Q2 -

Q3 -

1 1 1
est de 2 Ainsi, X suit une loi binomiale de parametres 3600 et G X~8B (3600, 6) De
plus, on a E[ X] = 600 et V(X) = 500.

Puisque E[ X ] = 600, I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev assure que

500 5

P(1X — 600] > 100) < o = 2|
( > 100) < 7555 = Too

On a {500 < X < 700} = {|X — 600] > 100}, donc

95
P (500 < X <700) =1-P(]X —600| > 100) > 100"

La probabilité que le chiffre 6 apparaisse entre 500 et 700 est donc supérieure a 95%.

Exercice 12.8 (Majoration de probabilités de loi géométrique) %

1

Soient n € N* et X une variable aléatoire suivant une loi géométrique G (—)
n

) 1
Q1 - Montrer que P (X >n ) < -
n
Q2- MontrerqueP(|X —n|>n) < 1--.
n

1
Q3 - Endéduireque P(X > 2n) < 1 - —.
n

1

Solution

Ql -

Q2 -

Q3 -

1
Comme X ~ G (—) onaE[X] =netV(X) = n(n-1). Ainsi, X étant positive, I’inégalité
n

1
de Markov assure que P (X > nz) < % = —.
n n

Puisque E[X] = n, 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev assure que

_1 1
P(X—-n>m<?zD 1
n? n

Ona{|X —n|>n} ={X <0} u{X > n}. Or, X estavaleurs dans N* donc {X =0} =0
et {|X —n| > n} = {X > n}, ce qui fournit le résultat souhaité.
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Exercice 12.9 Estimation xx

Q1 - Soient X une variable aléatoire suivant une loi binomiale de parametres (7, p) (avec
neNetpe€]0,1[,X ~B(n,p))ete>0. Montrer que

|

Q2 - On lance de maniere successive et indépendante un dé a 10 faces que ’on suppose
équilibré. Quel est le nombre de lancers a effectuer pour pouvoir affirmer avec un
risque d’erreur inférieur a 5% que la fréquence d’apparition du 10 au cours de ces
lancers differe de % d’au plus 1073 ?

X

n

p(1-p)
n82 ’

p>8)<

Solution

1
Q1 - PosonsY = % OnaE[Y] = ;E[X] = p. Par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a

P(lY -E[Y]] > ¢) < V(f). Or,onaV(Y) = V(f) _rd-p)
€ n n

|

Q2 - On effectue n lancers de dé. Soit X le nombre d’apparitions du 10. On a donc

, donnant ainsi

X

n

s g < PU=P)
n82

1 X
X~8 (n, E) La fréquence d’apparition du 10 sera donc —. On veut donc trouver

n
X 1

n 10

5
N € N tel que pour tout n > N, P( > 10_3) < 100° Or, d’apres la question

|

4

précédente, on a

X 1 9 _9-10

> 0‘3)< >
n 10 100 - (10-3)" - n n

< 0.05, soit n > 1800 000.

On veut que

Exercice 12.10 (Inégalité de Paley-Zigmund) %

Soient X une varible aléatoire positive telle que X € L>(Q,R,) et 6 €]0, 1[.
QI - Montrer que E[X] < 0E[X] + E[X1{x>0r[x]}]-
1
Q2 - Montrer que B [X1(ysez1x7;] < E [X2]? - P(X > 0E[X])?.
Q3 - En déduire I’inégalité de Paley-Zigmund:

E[X]?

P (X > 0E[X]) > (1 — 9)2E ek
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Solution

QI - On a la décomposition puis majoration suivante (due au fait que X, donc E[X], soit
positive):

X = Xlxerpx) + Xlixzeex)
< OE[X]1ix<pr[x)) + X1{x>0E[X])
< QE[X] + Xl{X;H]E[X]}-

On a I’inégalité souhaitée en passant a I’espérance.

Q2 - Par I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

D=

1
B [XLpsemy] < BB By g

1
2

=

< E[X?]

=

-E [1xsee(x) ]
P

< EB[X*]?-P(X > 6B[X])?.

Q3 - En combinant les deux premieres inégalités, on a

(1-9)E[X] < E[X?]" -B(X > E[X])}.

On obtient I’inégalité finale en élevant au carré puis en divisant par E [X 2].

12.3 Fonctions génératrices

Exercice 12.11 (Condition pour avoir une loi de probabilité) %

Soient a, b > 0. On considere une variable aléatoire X a valeurs dans N telle que pour

b n
toutn e N, P(X =n) = .
out n ( n) a(b+1)

Q1 - Quelles doivent étre les valeurs de a et b.
Q2 - Déterminer la fonction génératrice t — Gx (7).

Q3 - Calculer E[X] et V(X).
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Solution

< 1 donc est conver-

: b \" : : : b
QI - La série Z a ( ) est une série géométrique de raison 1

b+1
n=0
+00 +00 b n a
gente. On doit avoirZP(X =n)=1. Or, Za(b+ 1) = P =a(b+1). Donc
n=0 n=0 b+1
b+1)=1,soita = .
a( ) soit a b
+00 n
) bt a a(b+1) 1
2- Soitt € [-1,1]. OnaGx(¢r) = = = = . L
Q2- Soitr € [~1,1]. Ona G (1) “Z(b+1) ) e
n=0 b+1 .
+

rayon de convergence de cette série entiere est en réalité donné par

Q3- t +— Gx(t) est de classe C* sur [-1,1]. On a donc, pour tout t € [-1,1],

/ b ” 2b2 .. ’
Gx(t) = m et GX(t) = m All’lSl, on a ]E[X] = GX(l) =) et

E[X(X - 1)] = E[X?] — E[X] = G%(1) = 2b*. On obtient ainsi

V(X) = E[X?]-E[X]
= E[X?] -E[X] +E[X] - E[X]?
= 20 +b-b*
= b>-b

Exercice 12.12 (D’une fonction génératrice vers la loi de probabilités) xx

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N dont la fonction génératrice est donnée
pour tout ¢ €] — V2, V2[ par

t

GX(I) = 2—[’2

Q1 - Donner la loi de X.
1
Q2 - Quelle-estlaloideY = > (X+1)?

Q3 - Sans calculer les dérivées de G x, donner E[ X] et V(X).

Solution

Q1- Soitz €] - V2,V2[. Ona

Gx(1) =

1 t +00 (tz)n +00 [2n+1
— 57 = n+l "’
2 n=0 n=0 2

|~
p—
|
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X prend donc ses valeurs dans 2N + 1 et, pour toutn € N, P (X =2n+ 1) =

on+l '

Q2 - Y prend donc ses valeurs dans N*, et, pour tout n € N*,

P(Y:n):P(X:Zn—l):%:

| =

Y suit donc une loi géométrique de parametre 7

1
Q3- CommeY ~ G (E)’ onaE[Y] =2et V(Y) = 2. Ainsi, la linéarité de 1’espérance assure

que E[X] = 3 et la propriété de la variance assure que V(X) = 8.

Exercice 12.13 (Lancer d’un dé truqué) x x %

Q1 - Montrer qu’il n’existe pas de polyndme P € C[X] tel que X> + --- + X!2 = P2,

Q2 - Existe-t-il un dé truqué tel que la somme de deux lancers consécutifs (et indépen-
dants) de ce dé suive une loi uniforme sur [[2, 12]] ?

Solution

Q1 - Les racines du polyndme X2 + --- + X'? sont 0 (racine double) et les racines 11-iémes
de I'unité, qui sont toutes distinctes. Ce polyndme admet donc 0 comme racine double et
des racines complexes simples. Il ne peut donc pas s’écrire comme un carré d’un autre
polyndme.

Q2 - Notons X et Y les variables aléatoires donnant le résultat respectif du premier et second
lancer du dé truqué. X et Y suivent la méme loi. On a donc, pour tout t € [—1,1],

6
Gx(1) = Gy(t) = ) pat", avec p1,--+ , pe € [0, 1].

n=1

De plus, comme X et Y sont indépendantes, on a, pour tout r € [0,1],

Gx.r(t) = Gx(1)Gy(t) = Gx(1)>. Mais si X +Y ~ U ([[2,12]]), alors pour tout
12

t € [-1,1], Gx4y(2) = 11 Zt”. Or, d’apres la question précédente, le polyndme
n=2

X% + .- + X'? ne peut pas s’écrire comme un carré d’un autre polynéme. Il y a donc
contradiction. On ne peut pas trouver un tel dé.
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Chapitre 13

Espaces vectoriels normés II

13.1 Topologie des espaces vectoriels normés

Exercice 13.1 (Ensembles ouverts ou fermés)

Déterminer si les ensembles suivants sont ouverts ou fermés dans R”. Les représenter
graphiquement.

Ql- A={(x,y) eR*: |x| <2}
Q2- B={(x,y) eR*: |x 1] +2]y| <2}

Q3 - C:{(x,y)eR21x+y>0}

Solution

Ql- OnaA=f1(]0,2]) ot la fonction f est : : : :
donnée par ;........ ........; ............... : ................ :

f: R — R
(x,y) +— x|

f est la composée de e : R2 — R (pre- ............... ................
miere coordonnée) et de |- | : R — R, : : : :
qui sont des fonctions continues, donc est _ _ _ _
continue. [0,2] étant un fermé de R (in-
tervalle fermé ou boule fermée de centre 1

et de rayon 1), A est donc un fermé de R?2

comme image réciproque de [0, 2] par f.
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QZ_ OnaB:BHH((l’O)’z) 01\1 la Horme || - || ............... T T T .

est donnée par ,, .......... //A\\\ ........ ........
Ih: B — R

(x,y) — |x| +2|y|. ........ B ....... EE RRRTERR™

B est donc bien un ouvert de R2.

Q3- OnaC = f71(]0, +oo[) ot la fonction f est C
donnée par : :
f: R? — R

(x,y) — x+y.

f est la somme de e} : R? — R

(premiere coordonnée) et de : S A T
e; : R — R (seconde coordonnée), qui .
sont des fonctions continues, donc est con- SUUURUURIRESURURRUURS RUURURRR-ERPPR o
tinue. |0, +oo[ étant un ouvert de R (inter-
valle ouvert), C est donc un ouvert de R2
comme image réciproque de ]0, +oo[ par f.

Exercice 13.2 (Sous-espace vectoriel ouvert) xx

Soit E un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel de E. On suppose que F

est ouvert. Montrer que F = E.
rx

2 |||

Indication: On pourra considérerx € E\ {0} ety = , ou r est le rayon d’une boule

ouverte de F.

Solution
Comme F est un sous-espace vectoriel, 0 € F. Puisque F est ouvert, il existe r > 0 tel que

B(0,r) C F. Soitx € E \ {0}. Posons y =

”_x. Onaainsi [ly]| = L donc y € B(0,r) C F.
5 2|[x]] 2
Comme F est un sous-espace vectoriel, My € F.Onadonc F = E.
r

Exercice 13.3 (Un sous-espace vectoriel fermé... ou dense) *x

Soit E = CY([0, 1],R). Soit F = {f € E : f(0) = 0} le sous-espace vectoriel de E.

Q1 - Montrer que F est fermé dans (E, ||-||;~).

Q2 - Montrer que F est dense dans (E, ||-||.1)-
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Solution

QI - Soit T I’application linéaire

T: E — R
fo— f(0).

T est continue sur E. En effet, on a, pour tout f € E, |[T(f)| =|f(0)| < ||fll;~. T est
1-Lipschitzienne sur E donc est continue. F = T~'({0}) est I'image réciproque d’un
fermé de R (le singleton {0}) par T qui est une application continue, donc c’est un fermé
de E.

Q2 - Soit f € E. Montrons qu’il existe une suite ( f,,), .y de fonctions de F (i.e. telle que pour
tout n € N, £,(0) = 0) verifiant || f,, — f||;1 — 0. Soit n € N, considérons la fonction
n—+oo

fn définie par

fn 10,1] — R
. (n+Dxf(x) si xe€ [O,ﬁ]
f(x) si xe |1 1]

On a bien pour tout n € N,
fn(0) = 0, ie. f, € F, ainsi que
1
T
U= Al = [ 1= Dl 1l
2| Sl
n

+1 n—+oo

soit [Ify = fll1 <
qui conclut.

13.2 Applications continues

Exercice 13.4 (Une application Lipschitzienne) %

Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé. Montrer que 1’application

f: E — R
1

x —

1+ []x]|

est 1-Lipschitzienne.
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Solution
Soientx,y € E. On a

| | ‘ Iy11 = fel|
Il T O T (10D

) = FO)] = |+ < [l = 11| < 11 = w1

13.3 Applications linéaires continues et normes subordon-
nées

Exercice 13.5 (Une application linéaire continue... ou pas) %

On considere 1’application linéaire

T: Cc°0,1,R) — R
f — f(0).

Q1 - Montrer que T est continue pour la norme uniforme ||-||; .

Q2 - T est-elle continue pour la norme ||-||;1 ?

Solution

Q1 - Soit f € L'([0,1],R). Ona |[T(f)| = |f(0)| < Sup |f(x)| = ||f]|;«, donc T est con-
x€[0,1]
tinue pour ||-||;e.

Q2 - Considérons la suite de fonctions définie pour tout n € N par:

fu: [0,1] — R
x  — (1-x)"

1

1
On a alors, pour tout n € N, T(f,) = 1 mais || f,||.1 :/ (1-x)"dx = 1 Cette
n

0
suite tend vers 0 lorsque n — +oc0. Cela contredit la continuité de 7 pour la norme ||-|| 1.

Exercice 13.6 (Une application linéaire jamais continue) x*

Soit E = C*([0, 1],R) I’espace vectoriel des fonctions régulieres sur [0, 1] et a valeurs
réelles. On considere I’opérateur de dérivation

D: E — E
fo— f

Ql- Sid€R, fi € E estdonnée par f; : x —> e**, que vaut D (f3) en fonction de f; ?

Q2 - En déduire que pour toute norme ||-|| définie sur £, D n’est jamais continu.
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Solution

Ax

QI - Pour tout 4 € R, la fonction x — ™ est dérivable sur [0, 1] et admet pour dérivée

e —> e, donc D (f)) = Afy.
Q2 - Raisonnons par I’absurde en supposant qu’il existe une norme ||-|| définie sur E telle que

D soit continu pour cette norme. Ainsi, il existe une constante C > 0 telle que pour tout
feE,|ID(f)|| <C||fll. Donc, pour tout A € R,

DD = 1A fall < Cllfll -

On a donc |1] < C pour tout A € R, ce qui est absurde. D n’est pas continue pour ||-||.

Exercice 13.7 (Trace) xx

QI - Soit n € N*. Montrer que 1’application
N: M,(R)y — R

A —  Sup Z|ai,j|
1<i<n i=1

est une norme sur E.

Q2 - Montrer que I’application trace

Tr: M,(R) — R
n
A — Zai’i
i=1

est continue sur M,, (R) pour N et calculer sa norme d’opérateur.
Indication: On pourra calculer Tr(1,).

Solution

Q1 - Montrons que N définit une norme sur M, (R).

- Homogénéité: Soient A € M, (R) et 4 € R. On écrit A = (a;;)1<i,j<n. Pour tout

iel[1,n],

n n
D laijl =141 )" lai | < [AIN(A).
J=1 J=1

Donc, en prenant le Sup a gauche, on a N(1A) < |1|N(A). De méme, si A # 0, alors
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|a~,-| = — |/la~,'| < _N(/lA)

1
Donc, en passant au Sup a gauche, on a N(A) < mN(/lA), soit
|[AIN(A) < N(1A). Cette inégalité restant évidente si 4 = 0, on a finalement

N(14) = [AIN(A).

- Inégalité triangulaire: Soient A,B € M, (R). On écrit A = (a;;)i<ij<n €t
B = (bi,j)l<i,j<n- Soiti € [[l,n]] On a

n n n
Z |a,-,j + bi’j| < Z |a[,j| + Z |b[,j| < N(A) + N(B)
j=1 j=1 j=1
En passant au Sup a gauche, ona N(A + B) < N(A) + N(B).
- Séparation: Si N(A) = 0, alors pour tout i € [[1,n]], Z la; ;| = 0, donc, puisque
j=1
tous les termes de la somme sont positifs, pour tous i, j € [[1,n]], a;; = 0, soit
A=0.
Q2- Soit A € M, (R). Onécrit A = (ai,j)lgi,jgn.

< lad < 3 laiyl < 3 N(A) = N (A).
i=1 i=1

i=1 j=1

n

E ai,i

i=1

ITr(A)] =

Ainsi, Tr est continue sur M,, (R) et on a ||Tr|| < n. Si A = I, alors Tr(A) = n, et

N(I,) = Sup |1| = 1. La borne supérieure est bien atteinte, on a ||Tr|| = n.
I<j<n

Exercice 13.8 (Opérateur intégral) %x

On considere la fonction signe donnée par

sgn: R — R
-1 si <0
I 0 si t=0
I si t>0

On considere le R-espace vectoriel normé des fonctions continues par morceaux sur
[—1, 1] et a valeurs réelles E = C&([—l, 1], R) muni de la norme uniforme ||||,.

On considere également I’application linéaire
T: E — R
1
f — / sgn(t) f(¢)dz.
-1

Montrer que T est continue et calculer sa norme subordonnée.
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Solution
Soit f € E. Ona

1 0 1
T(f) = / sen(r)(e)dr = / o+ /0 F(r)dr.

Ainsi, I'inégalité triangulaire assure que

0 1 1
T(f)] < / Ul /0 FO)ldr = / Il

puis I'inégalité de la moyenne donne |T(f)| < 2||f||- T est donc continue.

1
De plus, si f = sgn, alors || f||, = 1 et T(sgn) = / sgn(¢)2dr = 2, la borne est bien atteinte,
-1
donc |||T|]] = 2.

Exercice 13.9 (Shift a droite) *x

On note ¢! (N, R) I’espace vectoriel (réel) des suites sommables sur N a valeurs réelles.
Autrement dit,

'(N,R) = {(uk)keN eRY: Z lug| < +oo}.

k=0
+0o0
Q1 - Montrer que I’application || - ||, : (ug)ken Z || définit une norme sur
k=0

¢ (N,R).

Q2 - Montrer que I’application linéaire

T: ¢'!(N,R) — ¢I(IN,R)
(un)neN L— (un+l)n€N

est continue sur £ (N, R).

En considérant la suite (v,),en définie par

{ 0 si n=0
Vv, = 1 .

— s > 0,
n? "

calculer la norme subordonnée de 7.

Solution

Q1 - Par définition de £! (N, R), || - ||,1 est bien définie. Montrons que c’est une norme. Soient
u = (up)kews v = (Vi)kew € €'(N,R) et 2 € R.
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- Homogénéité: Comme Au = (Auy)ren, par multiplicativité de la valeur absolue, on a

+00

[|Aul|p = Z |A||ug|. Lalinéarité de la somme assure donc que ||Aul|,1 = |A] - ||ul| -

k=0
- Inégalité triangulaire: Comme u + v = (uy + vi)ren, I'inégalité triangulaire sur la
+00
valeur absolue assure que ||u + v|[;1 < Z [lux| + |vk|]. Finalement, la linéarité de
k=0

la somme assure que ||u + v||, < [u]|p + ||v]p.

- Séparation: Si ||u||, = 0, alors pour tout k € N, |ug| = 0, soitu; = 0, ce qui conclut.

Q2 - Soit (up)pen € €'(N,R). La série de terme général (i,41)nen étant absolument conver-
gente, on a bien T (u) € ¢! (N, R). De plus,

+00 +00
IT@)a =D ftner] = Y futal < lullr -
n=0 n=1

T est bien continue. Enfin, nous avons

+00

1
Tl =3, = = Vller

n=1

La borne est bien atteinte, donnant ainsi |||T||| = 1.

13.4 Connexité par arcs et compacité

Exercice 13.10 (Goupe orthogonal) %%

Ql- Soient n € N* et M € SO,(R). Montrer qu’ils existent P € O,(R),
01, -+ ,0, €[0,27] (oum € N*) et p € N* tels que

Ry, (0)

PTMP = :
Re,,

(0) Iy

cos(f) —sin(6)
sin() cos(6)

avec, pour tout 6 € [0,2x[, Rg = [

Q2 - En déduire que SO, (R) est connexe par arcs.
Q3 - 0,(R) est-il connexe par arcs ?

Q4 - Montrer que O,(R) et SO, (R) sont compacts.

Solution
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Q1 - D’apres le théoreme de réduction des isométries vectorielles, on peut trouver
Q€0,R),0,---,0,€[0,2n] (our € N*), p,qg € N* tels que

[Re, (0)]

0"MQ = R,

(0) -1,

Puisque M € SO,(R), on a det(M) = 1, et, d’apres la forme réduite, det(M) = (—1)9,
donc ¢ est pair. Ainsi, on peut écrire

Ry 0)
I, = : :

0) Ry

ol on a % blocs. Ainsi, en posant 0,4 = - - - = 0,g =n (doncm =r+ 1),ona
Ry
(0)
Re,
oTMQ = I,
R0r+1
(0)
Ry, |

Considérons alors la matrice de permutation

Ly 0 0
O-=| 0 0 I,
0 I, 0

Posons P = QQ,, comme les matrices de permutation sont orthogonales, on a bien
PeO,(R)et
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PTMP
R,
0
L, 00 Ry, L, 0|0
= 001 0 I, 0 00117,
01,0 Ry, ., 01,0
0 0
Ry,
Ry,
0 0
Rgr 12}" O O
= Ry, ., 01017,
0 0 011,/0
Ry,
| 0 I, 0
R
0 0
Rq,
= R9r+l
0 0
Ry,
0 0 I,
Q2 - Soit I’application
y: [0,1] — M, (R)
Rt91 (0)
t —
Riq
(0) Ip

Les matrices de rotation de M;(R) étant orthogonales, un produit matriciel par blocs
assure que, pour tout 7 € [0, 1], y(¢) € O2(R). De plus, un calcul de déterminant par bloc
assure que det(y(7)) = 1, donc y(t) € SO, (R).

De plus, v est la composée des applications f et g (y = g o f), ol

RZm
(cos(t6y),sin(t0y), - - - ,cos(tb,,), sin(t6,,))

f: [0,1] +—

t —

et
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Q3 -

Q4 -

g: R — M, (R)
X1 =N
Y1 X1
(-xl’yla""xm9ym) —
Xm  —Ym
ym xm
Ip_

f et g sont continues car 1-Lipschitziennes en leur variable de départ. Ainsi, par compo-
sition, y est continue.

On a donc trouvé un chemin y : [0, 1] — SO, (R) tel que y(0) = I,, et (1) = A. Donc
SO, (R) est connexe par arcs (toutes les matrices de SO, (R) sont reliées a I’identité via
un chemin continu).

Si O,(R) est connexe par arcs, alors son image par det devrait étre connexe par arcs,
puisque det est continue (car polynomiale). Or, det (O,(R)) = {—1, 1} n’est pas connexe
par arcs, donc O, (R) n’est pas connexe par arcs.

Considérons la norme de Frobenius
Hir: M® — R
A — Tr(ATA)z.

Un rapide calcul montre (en utilisant le résultat de la premiere question) que pour tout
M € 0,(R), ||M||r = vn, donc 0, (R) et SO,(R) sont bornées (pour toute norme, car
on est en dimension finie).

De plus, on a

0,(R) = ¢~ ({I,}) et SO,(R) = ¢! ({I,}) ndet™" ({1}),

ou det : M, (R) — R est le déterminant et ¢ est donnée par

: My(R) — M, ([R)
M — M™M.

det et ¢ sont des applications polynomiales, donc continues. Or, {I,} et {1} sont des
singletons, donc sont des fermés respectifs de M,, (R) et R. Ainsi, leurs images récipro-
ques respectives par ¢ et det sont également des fermés de M,, (R). O,(R) est donc un
fermé de M, (R). SO, (R) est également un fermé de M, (R) comme intersection de
deux fermés de M,, (R).

Ainsi, O, (R) et SO, (R) sont fermés bornés de M, (R), donc sont des compacts car on
est en dimension finie.
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Exercice 13.11 (Groupe spécial linéaire) x x %

Soit n € N*. On définit le groupe spécial linéaire comme étant le groupe des matrices de
M, (R) de déterminant égal a 1.

SL,(R) :={A e M, (R) : det(A) = 1}.

On appelle matrice de transvection toute matrice de la forme 7; ;(1) = I, + AE; ;, ou
i,je([1,n]]l,i# j, A €RetE;; estlamatrice élémentaire d’indice (i, j).

QI - Montrer que SL,(R) est un fermé de M,, (R). Est-il compact ?

Q2 - Soit A € SL,(R). Montrer qu’ils existent des matrices de transvection Ty, - -- , T,
etUp,---,U, (ou p,q € N¥) telles que

T, - TiAU,---U, = || p ,
ou A’ € M,_1(R).
Q3 - Montrer que A est un produit de matrices de transvections

Q4 - En déduire que SL,(R) est connexe par arcs.

Solution

Ql- OnaSL,(R) =det™" ({1}), c’est donc I'image réciproque du singleton {1}, qui est fermé
dans R par I’application det : M, (R) — R, qui est continue car polynomiale en les
coeflicients de la matrice d’entrée. SL,(R) est donc un fermé de M,, (R).

1
De plus, sia > 0, A, = diag (—, 1,---, l,a) € SL,(R). Ainsi, ||Al]| = @, donc SL,(R)
a

n’est pas borné. Comme on est en dimension finie, cet ensemble n’est donc pas compact.

Q2 - Soit A € M, (R). On va suivre 1’algorithme du pivot de Gauss.

- Si pour tout i € [[2,n]], a;; = 0, alors, comme A est inversible, sa premiere
colonne est non nulle et a;; # 0. On effectue donc les opérations élémentaires

1_
al’le.

Ly«—ILr+LjetlLy «— L; +
ar
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a],] * e K a],] * e+ %
0 * - % ag x *
0 * * Ly Li+la 0 * *
0 % --- % 0 x *
[ 1 % x|

L1<—L1+I;Tl{1 L, ai x *

N 0 *

0 * e K

- S’il existe ip € [[2,n]] tel que a;,; # O, alors on fait I’opération élémentaire

I -a,
Li—L + —Lio-
iy, 1
ai * e % 1 * e %
LS ¢ * Ll‘_Ll"’l;_alilLio L ¢ *
Ajy1 K * 0 Qi1 * *
* * .« * > * o *

Dans les deux cas, on tombe sur une matrice de la forme

1 % *

*  * *
B = .

*  x *

On réalise les opérations élémentaires Ly «— Ly — by Ly,--- ,L, «— L, — b, 1L

Ly «— Ly —by 1L,

1 % * : 1 % *

*x x -+ k| Lye—L,=by,1Li |0 % *
—_— . s

*  k * 0 % *

puis les opérations élémentaires C, «— C, — b1 2Cy,--- ,C, «— C, — b1 ,Cy

Cy «— Cy = b1 2C

1 % * : 1 0 - 0

0 % * Cn(_cn_bl,ncl 0 = - *
. el

0 « -+ % 0 % --- %
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Q3 -

Q4-

Les opérations €lémentaires du type L; «— L; + AL; et C; «— C; + AC; revenant
respectivement a multiplier a gauche et a droite par une matrice de transvection 7; ; (1),
on a donc fait une multiplication a gauche par p = n ou n + 1 matrices de transvection
(selon la condition) et a droite par ¢ = n — 1 matrices de transvection.

En répétant le processus de la question sur la matrice A’, et en notant que si 7' est une

. . ) 1 0] ...
matrice de transvection de M,_;(R), alors la matrice [ ] définie par blocs est une

0T
matrice de transvection de M, (R). En procédant récursivement, on peut donc trouver
des matrices de transvection 71, --- , T, et Uy, --- ,Us ot r,s € N* telles que
1 (0)
T,---TiAU; --- Uy = - . ,
(0) @

o @« € R. Comme les matrices de gauche sont toutes de déterminant 1 (une matrice
de transvection est de déterminant 1), on a @« = 1. Les matrices de transvection étant
inversibles (car de déterminant 1), A peut donc s’écrire comme le produit de » + s matrices
de transvection (inversion a gauche et a droite).

On peut écrire A € SL,(R) comme un produit de m € N* matrices de transvections
Ty (), -, Tu(Ay): A=T1(Ay) - Ty (4;n). Soit alors 1’application

vy: [0,1] — M, (R)
t — Ti(Aqt) - T (Apt).

Onay(0) =I,ety(1l) =T1(A1) - Tpy(Am) = A, de plus, pour tout 7 € [0, 1], det(y(z)) =
1 (produit de matrices de transvections de déterminant 1), donc y(¢) € SL,(R). De plus,
t — y(t) est polynomiale a valeurs matricielles (dans M,, (R), le produit matriciel est
polynomial en les coefficients des matrices), donc continue. Ainsi, SL,(R) est connexe
par arcs.
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Chapitre 14

Espaces préhilbertiens réels 11

14.1 Endomorphismes symétriques

Exercice 14.1 (La symétrie implique la linéarité) x

Soit E un espace euclidien et u € L(E) tel que pour tous x,y € E, (u(x)|y) = (x|u(y)).
Montrer que u est linéaire.

Solution
Soientx,y,z € Eetd e R.

(u(x + Ay)|z) — (u(x)|z) — Au(y)|z)
(x + Aylu(z)) — (xlu(z)) — Aylu(z))
= (x+ Ay —x—Aylu(z))

= 0.

(u(x +y) —u(x) — Au(y)z)

L égalité restant vraie pour tout z € E, on a u(x + 1y) — u(x) — Au(y) = 0, ce qui conclut.

Exercice 14.2 (Identité plus endomorphisme de rang 1) **

Soit E un espace euclidien de dimension n > 2, a € E un vecteur unitaire et 4 € R.

Q1 - Soit I’endomorphisme

u: £ — E
x +— x+ Ax|a)a ’

Montrer que u est symétrique.

Q2 - Déterminer les valeurs propres de u ainsi que les sous-espaces propres correspon-
dants.

Indication: Discuter selon les valeurs prises par A et par les valeurs propres.
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Solution

Q1 - Soientx,y € E. Ona

(x + Axlajaly) = (xly) + Axla)(aly)
(xly) + Ayla)(xla) = x|y + Aylaja).

(u(x)]y)

Donc u € S(E).

Q2 - uestsymétrique réel (i.e. autoadjoint), donc est diagonalisable dans une base orthonormée
avec des valeurs propres réelles. Soit u € R une valeur propre de u, et x € E un vecteur
propre associé.

ulx) =ux < x+Axla)a = ux
— (u-1)x=Ax|a)a.

On sépare lescas 4 =0et A # 0.

- Sid =0, alors u = Idg, donc 1 est I’'unique valeur propre et E est le sous-espace
propre associé.

- Sid#0etu = 1,alors (x|aya = 0,donc x L a. 1 est valeur propre et le sous-espace
propre associé est Vect {a}*.

-Sid#0etu #1,alors x € Vect{a}. En notant que u(a) = (1 + A)a, on a donc
u =1+ 4, et le sous-espace propre associé est Vect {a}.

1
On a ainsi, dans tous les cas, E = Ker (u — Id) ® Ker(u — (1 + 1)Id)

14.2 Reduction de matrices symétriques

Exercice 14.3 (Polynome annulateur d’une matrice symétrique)

Soit A € S,(R) (o n € N*) telle que A* + A% + A> = 0. Que vaut A ?

Solution
A estsymétrique réelle, donc, d’apres le théoréme spectral, ils existent P € O, (R) etAy,--- , 4, €

4 (0)
R tels que PTAP = . . On adonc

(0) An

(1) (0)
0= P (4%+A%+ %) P = ,
(0) Q(An)
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avec Q0 = X* + X3 + X? = X>(X?> + X + 1). Or, les seules racines réelles de Q sont 0 (de

multiplicité 2), car le polyndme X2 + X + 1 est irréductible dans R[X]. Donc A = --- = 1, = 0,
dou A =0.
|
Exercice 14.4 (Une matrice orthogonale et symétrique) %
1 3 6 2
Soit la matrice A = 5 -2 -3
2 -3 6

Q1 - Montrer que A est symétrique et orthogonale.

Q2 - Sans calculer le polyndme caractéristique, justifier que A est diagonalisable dans
M3(R).

Q3 - Toujours sans calculer le polyndme caractéristique, déterminer les valeurs propres
de A. En déduire le polyndme minimal de A.

Solution

QI - A est clairement égale a sa transposée, donc A € S3(R). De plus, ses colonnes forment
une base orthonormée de R? (produit scalaire deux-a-deux nul et norme euclidienne égale
al).

Q2 - A est symétrique réelle, donc d’apres le théoreme spectral, A est diagonalisable dans
M3(R) (avec une matrice de passage orthogonale).

Q3 - Puisque A est diagonalisable dans M3(R), ils existent P € O3(R) et 11, 12,43 € R tels

A1 0 O
que PlaAP=10 1, 0].
0 0 A3

Puisque A est orthogonale, elle préserve la norme euclidienne, donc, pour tout i € [[1, 3]],
|4;| = 1 soit Sp(A) C {—1, 1} (on peut le retrouver en testant avec les vecteurs propres).

De plus, la trace étant un invariant de similitude, on a A} + A, + A3 = Tr(A) = 1. Les
valeurs propres comptées avec multiplicité sont donc {—1, 1, 1}.

Le polyndme minimal de A étant scindé a racines simples, on a donc
Ua=(X-DH(X+1)=Xx>-1.
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Exercice 14.5 (Somme des carrés des coeflicients) *x

Soient E un espace euclidien et u € L(E).

Q1 - Soientn € N*la dlmensmn de E et (ek)1< k<n €t (fx)1<k<n deux bases orthonormées

de E. MomrerqueZnu(ek)n Znu I
k=1

k=1

Q2 - En déduire que la quantité Z |lu(ex)|]* est indépendante de la base orthonormée
k=1
(ex)1<k<n choisie.

Q3 - Soit A = (a;)i<i,j<n Une matrice symétrique réelle, et Ay,---, 4, ses valeurs
n

propres comptées avec multiplicité. Montrer que Z ai i= Z /li.

1<i,j<n

Solution

Q1 - Comme (fx)i<k<n €st une base orthonormée, on a donc, pour tous j,k € [[1,n]],

lu(e)|* = Z(u(ekﬂfj s u*(fj)”2 = Z(u*(fj)|ek>2. On obtient ainsi
J=1 k=1

Dollulenll> = ) > (e f;)? = Z Z<u (Dle)® =" [lu= (|-
k=1 k=1 j=1 j=1 k=
Q2- Si (e}()1 <<y CStune autre base orthonormée de E, alors on a, d’apres la question précédente

Dl = " M (folP = . lucepl
k=1 k=1 k=1

Q3 - Si u est I’application linéaire canoniquement associée a A, alors en notant (ex)i<i<, la
base canonique de R" (qui est bien une base orthonormée), on a

n n n

2
S llutenlP =) Zai,kez ZZ ' ai;
k=1

k=1 1li=1 j=1i= i=1 j=1

N
N

De plus, A étant symétrique, d’apres le théoreme spectral, elle est diagonalisable dans une
base orthonormée, ce qui est aussi le cas de u. Donc ils existent Ay, --- ,4, € R et une
base orthonormée (e7,)1<x<x tels que pour tout k € [[1,n]], u(e}) = Axe}. On a ainsi

n 2 n
Do llutepll =>4
k=1 k=1

2 )
, ce qui conclut.

n
D’apres la question précédente, on a Z llu(er)||* =
k=1 k=1
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Exercice 14.6 (Norme d’une matrice symétrique) %k

Soientn € N* et A € §,,(R). On définit le rayon spectral de A, noté p(A) par
A= M .
p(A) R 2y

On introduit également la norme subordonnée de A (relativement a la norme euclidienne
|I-]1), notée [[|A]| par

Alll = Max [|AX]].
XeM, 1 (R)

[1X11<1
Montrer que |||A]|| = p(A).
Solution
Puisque A est symétrique réelle, d’aprés le théoréme spectral, ils existent P € O,(R) et
A (0)
A1, -+, A, e Rtelsque PTAP = A := . .
(0) A
Notons ey, - , e, les colonnes de P, qui forment une base orthonormée de M, ;(R). Soit

X € M1 (R) tel que || X]|| < 1. Notons, pour touti € [[1,n]], x; = (X|e;). On a ainsi

2

2 n
1AX|]? = |A = > A(Xles)?
i=1

Z(X|€i>€i Z(Xleiﬂiei
i1 i1

< Y p(AXIe)? < p(A)? Y (Xlen* < p(APIIXIP < p(A)
i=1 i=1

On a ainsi |||A||| < p(A). Soitip € [[1,n]] tel que |2;,| = p(A). On a donc Ae;, = 4;,e;,, donc
||Ae;,|| = p(A). La borne supérieure est bien atteinte, ce qui conclut.

Preuve alternative:

On aainsi |||A]]] = Max ||[PAPTX]|.
XeM,1(R)
l1x]|=1

La matrice P étant orthogonale, I’endomorphisme de M, ;(R) X +— PTX est en réalité

un isomorphisme d’inverse X +— PX, donnant ainsi |||A||| = i 1/\V(/Iax(R)||PAX ||. De plus,
EMu,1
1PX||=1
P préserve la norme euclidienne (pour tout ¥ € M, (R), ||PY|| = ||Y]|), donnant ainsi
Alll= Max ||AX]||= Max [1|||X]|| =p(A).
llAll= | Max lIAXI = Max LIIX] = p(4)
[1X11=1 [1X1=1
AeSp(A)
[
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14.3 Matrices (définies) positives

Exercice 14.7 (Une relation d’ordre sur les matrices symétriques) *

Soient A, B € S,(R). On note A < B si et seulement si B— A € S, (R). Montrer que <
est une relation d’ordre sur S, (R).

Solution
Montrons les trois propriétés que doivent vérifier une relation d’ordre.

- Réfléxivité: Si A € S,(R), alors A — A = 0. La matrice nulle est bien symétrique et est
positive (ses valeurs propres sont positives ou nulles) donc A < A.

- Antisymétrie: Si A, B € S,,(R) tellesque A < Bet B < A,alors A—B,B—-A € S} (R).
Les valeurs propres de A — B et B — A sont donc positives ou nulles. Or, elles sont de
signe opposé, donc toutes égales a 0. Donc A — B = 0 (A — B est symétrique réelle, donc
diagonalisable), soit A = B.

- Transitivité: Si A,B,C € S,(R) avec A < Bet B <« C, alors B— A € S/ (R) et
C - B e S/ (R).

D’une part,onaC—-A = C—B+B-C € S,(R) car I’ensemble des matrices symétriques
réelles est un espace vectoriel.

D’autre part, si X € M, (R), alors

XT(C-AX=X"(C-B+B-A)X=X"(C-B)X+X' (B-A)X>0,

=0 >0

donc C — A € §;(R), ce qui conclut.

Exercice 14.8 (Topologie et matrices symétriques)

Dans tout 1’exercice, n est un entier naturel non nul.

Q1 - Montrer que S, (R) est fermé dans M, (R) et est connexe par arcs.

Q2 - Montrer que S, *(R) est dense dans S, (R). Est-il connexe par arcs ?

Solution

Q1 - Soit X € M, 1(R). Les applications

@ M, (R) — M, (R) et Ux - M, (R) — R
M — MT - M M — (X|MX)
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Q2 -

sont linéaires entre espaces vectoriels de dimension finie donc sont continues.
Premiére preuve de la fermeture de S, (R):

Soit (Ag)ken une suite de matrices de S;7 (R) convergeant vers une matrice A € M, (R).
Montrons que A € S, (R).

Pour tous k € N, X € M, 1(R), on a AT = Ay et (X|A;X) > 0. Par continuité des
applications ¢ et rx, on a, lorsque k — +o0, AT = A et (X|AX) > 0, ce qui montre bien
que S, (R) est fermé.

Preuve alternative de la fermeture de S, (R):

OnaSf®R) =¢'(OHn [ ¥x'([0.+e]).

XeM,1(R)

Le singleton {0} est un fermé de M,, (R), donc ¢~! ({0}) est un fermé de M,, (R) car ¢
est continue. De plus, [0, +oo[ est un fermé de R donc w)‘(l ([0, +o0]) est aussi un fermé
de M, (R) car ¢ x est continue.

Par intersection, S, (R) est donc un fermé de M,, (R).

Connexité par arcs de S; (R):

Soit A € S;F (R). Considérons I’application

y: [0,1] — M, (R)
t — tA )

C’est une application linéaire en ¢ donc continue. La linéarité de la transposée assure que
pour tout ¢ € [0, 1], y(z) € S,(R). De plus, si X € M, 1(R), alors pour tout z € [0, 1],
(X|tAX) = t(X|AX) > 0, soit tA € S;(R). On a également y(0) = 0 et y(1) = A. On
peut donc relier par un chemin la matrice A a la matrice nulle tout en restant dans S, (R),
ce qui montre que S, (R) est connexe par arcs.

Soit A € S;(R). Le théoreme spectral assure que A est diagonalisable dans une base
orthonormée et que ses valeurs propres sont positives. Ainsi, ils existent P € O,(R) et

A (0)
A1, -+, 4, = 0 tels que PTAP = . On considere, pour tout k € N*, la
0) An
matrice Ay := PAyPT, o Ay € M, (R) est une matrice diagonale telle que, pour tout
e MLnll, Ai=1 & =9 Onabien A¢ € SH(R) pour tout k € N* ainsi
Ai sid; #0
que
P ool11PT 1]l
A — Ally < 0
1Ak - All = =

Donc on peut approcher une matrice symétrique positive par une suite de matrices
symétriques définies positives, ce qui montre la densité de S;*(R) dans S,/ (R).
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De plus, si A €

S *(R), alors ils existent P € O0,(R), 4y,--

-, A, > 0 tels que

i (0)
PTAP = . On introduit I’application
(0) An
y: [0,1] — M, (R)
A (0)
t — P i PT
(0) A

Pour tout ¢ € [0, 1], y(#) est symétrique et ses valeurs propres sont strictement posi-
tives, donc y(z) € S;*(R). De plus, si 71,1, € [0, 1], alors, si 4 > 0, I’inégalité des
accroissements finis assure que |/l’ I — /l’2| < | In(A2)|A|t; — £2|. On obtient ainsi

ly(11) =y ()|l < Max | In(A) | - [Pl 1P | |oolt1 = 221
1<k<n

v est donc lipshcitzienne sur [0, 1], donc est continue. Enfin, y(0) = I, et y(1) = A.
On peut donc relier par un chemin la matrice A a la matrice identité tout en restant dans
S *(R), ce qui montre que S,/ (R) est connexe par arcs.

[
Exercice 14.9 (Matrice de Hilbert) x*
1 =
Soientn € N*, H = (—) eM,(R)etX = e R"
i+j—1 1<i,j<n
Xn
1 . .
Q1 - Soienti,j € [[1,n]. Calculer/ X 2dx.
0
1
Q2 - Montrer que (HX|X) = / P(x)%’dx ot P € R[X] est un polyndme que I’on
0
précisera.
Q3 - Montrer que H est symétrique définie positive.
Solution
o xi+j—1
Q1 - Sur R, une primitive de la fonction x — x'*/ ~2 est donnée par x — - T donnant
l —
r 1 J
ainsi/ BT | p—
0 i+j—1
Q2- Ona
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Q3 -

1
o\;
1=
1=
=
&
k&-
&
N
g_ |
1]
N
_—
1=
=
ES
]
—_
[}
=

n
On a bien le résultat demandé, avec P = Z x; X -1

i=1

H est clairement symétrique (symétrie des roles joués par les indices i, j € [[1, n]]).

D’apres la question précédente, H est positive.

" 2
Z xixi_l) dx = 0, donc, puisque
1

i=

1
Soitalors X € R" tel que (HX|X) = 0. Onaalors/ (
0

n 2

la fonction x — (Z xix ™!
i=1

est continue, positive et d’intégrale nulle sur [0, 1], elle

n

est identiquement nulle sur [0, 1]. Ainsi, le polynome Z x;X"~! admet une infinité de
i=1

racines (tous les éléments de [0, 1]) donc est nul. Donc X = 0, ce qui conclut.
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Chapitre 15

Fonctions a valeurs vectorielles

15.1 Dérivabilité de fonctions a valeurs matricielles

Exercice 15.1 (Une exponentielle de matrice)

Soit la fonction

M: R —  My(R)
r — ! e’
-t -1
Q1 - Calculer ¢”® pour tout 7 € R.

Q2 - Montrer que r —> ¢M est dérivable sur R. A-t-on (eM)’ = M’eM?

Solution

Q1 - Soitz € R. Ona

M(1)? =

—et -1 —et -1 —et4+e? —elel + 1|

t t _ ,t,—t t_ Lt
1 e]_[lte]:[l ele el —e 0.

Ainsi, par définition de [I’exponentielle, on a, pour tout ¢ € R,

t
M) — L+ M(t) = [_5_[ %]

Q2 - Comme M est dérivable sur R (par dérivabilité des fonctions constante et exponentielle,
donc de chacun de ses coefficients), par somme e¥ = I,+M est également dérivable sur M.

’ t
D’une part, on a, pour tout 7 € R, (eM) ()=M'() = 69, i)]
, ’ M) _ 0 e’ 2 et _ -1 0
D’autre part, on a, pour tout r € R, M’(t)e = [e" O] [—e" ol = loe— 1l

L’ égalité n’est donc pas vérifiée.
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Exercice 15.2 (Dérivée d’un produit matriciel) %x

Soientn € N* et A : R — M, (R) une fonction dérivable a valeurs matricielles.

Q1 - Montrer que la fonction

o: R — M, (R)
t — AMDAWDT

est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

Q2- On suppose que pour tout t € R, A(r) € O0,(R). Montrer que
A'(H)A()T € A,(R) (espace des matrices antisymétriques).

Solution

QI - Lapplication

F: My (R)xM,(R) — M, (R)
(X,Y) —  XYT

est bilinéaire entre espaces vectoriels de dimension finie. Ainsi, par composition (A est
dérivable et ¢ = F(A, A)), ¢ est dérivable sur R. De plus, on a, pour tout t € R,

¢'(t) = F(A'(1), A1) + F(A(1), A'(1)) = A'(DA()" + A()A'(1)"

Q2 - Si pour tout t € R, A(t) est orthogonale, alors pour tout ¢t € R, ¢(t) = I, soit
¢’(t) = 0. Or, pour tout 1 € R, ¢'(t) = A'()A(1)T + [A’(t)A(t)T]T, donc on obtient
bien [A’(t)A(t)T]T = —A’(1)A(1)T, ce qui conclut.
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Exercice 15.3 (Annulation d’un déterminant) %%

Soit X : R —> R3 une fonction de classe C?. Soient a,b € R tels que a < b. Soit la
fonction

f: R — R
Xi(a) X1(b) Xi(2)
t — |Xa(a) Xa(b) Xa(2)|’
Xz(a) X3(b) Xs(1)

X1 (1)
ou, pour tout € R, X(¢) = | X2(¢)|.
X3(1)

Q1 - Montrer que f est de classe C? sur R et calculer ses deux premiéres dérivées.

Xi(a) Xi(b) X;(a)
Q2 - Onsuppose que (Xz2(a) Xz(b) Xj(a)| = 0. Montrer qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que
Xs(a) X3(b) X3(a)
Xi(a) Xi(b) X{(c)
Xo(a) Xa2(b) Xj(c)[=0
X3(a) X3(b) Xi(c)

Solution

Q1 - Par multi-linéarité du déterminant, 1’application

L: R3 — R
Xi(a) Xi(b) x
(x1,x2,x3) +— [Xa(a) Xz(b) x2
X3(a) X3(b) x3

est linéaire. De plus, on a f = L o X, donc, puisque X est de classe C? sur R, f Test
égalementetona f' = Lo X', f/ =L o X", soit

ffr R — R f7: R — R
Xi(a) Xi(b) Xj(0)| Xi(a) Xi(b) X[ (1)
1 |Xa(a) Xa(b) X5(1) 1 — |Xa(a) Xa(b) XJ(1)|°
X3(a) X3(b) X;(2) X3(a) X3(b) Xj(1)

Q2 - Les propriétés du déterminant assurent que f(a) = f(b) = 0. f étant une fonction
dérivable de la variable réelle a valeurs réelles, le théoreme de Rolle assure qu’il existe
to €la,c[ tel que f’(ty) = 0. Sachant que I’on a également f’(a) = O par hypothese, le
théoréme de Rolle appliqué a f” assure qu’il existe ¢ €]a,tg[C]a, b[ tel que f”(c) = 0,
ce qui conclut.
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Exercice 15.4 (Dérivée de I’inverse d’une matrice) xx

Soient n € N* et A : R +— GL,(R) une fonction dérivable a valeurs matricielles
inversibles. Montrer que la fonction

¢: R — GL,(R)
t —  A()7!

est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

Solution

. . - 1 )
Soit ¢ € R. La formule de la comatrice assure que A(¢)~' = mCOm(A(t))T. Le déter-
e
minant et la comatrice (elle-méme construite a partir de déterminants) étant des applications
polynomiales en les coefficients de la matrice, la transposée étant linéaire, par composition avec

A (continue car dérivable sur R), ¢ est donc continue sur R.

Ainsi, si tg € R, et t # tg, alors

o) —p(t0) 1 _ -
t—to T -1 (A0~ = A1)
1
= = AO [l= AW AG) ]
_ %A(t)‘l [A(t0) — A(1)] A(to)™"
— 10
- AW A - A0 A

Puisque A est dérivable en 7 et ¢ est continue en #(, on a, par continuité du produit matriciel
1) — (1 .

M —s —A(to) ' A’(19)A(t9) ™" . ¢ est donc dérivable sur R

) t—1 t—19

et sa dérivée est donnée par

(qui est multi-linéaire)

¢ R — GL,(R)
t o —AG@) A OAGR)
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Exercice 15.5 (Déterminant et dérivation) % x *

Soient n € N* et x € R. On considere la fonction D,, définie sur R par

X 1 0O --- 0
x3 x2

: : X

n n-1 2

i (i—l)' T X

Q1 - Pour tout x € R, calculer D/, (x).

Q2 - En déduire D, (x) pour tous x € R, n € N*,

Solution

Q1 - Soientn € N*etx € R. Notons C;(x), - - - , C,(x) les colonnes a I’intérieur du déterminant
D, (x). On a ainsi

Dy (x) = det ([C1(x)|Co(x)] - -+ |[Cu(X)]) -

La n—linéarité du déterminant assure que D, est dérivable (composition de polyndme et
du déterminant, donc c’est une application polynomiale), donnant ainsi

D, (x)

det ([C](D)IC2(0)|C3(x)] -+ |Coet ()| Ca(x)])
det ([C1(0)IC(N)IC3(x)] -+ |Comt ()| Ca () ])
det ([C1(x)|C2(0)IC5(x)] - - [Cam1 (D) Ca(¥)])

det ([C1(0)[C2(x)|C3(x)] - - - |C)r_; (x)|Ca(x)])
det ([C1(x)|C2(x)|C3(x)| - - - |Cpe1 (x)|Cp(x)]) -

En notant que pour tout j € [[1,n — 1]], C;.(x) =Cjs1(x),ona

+ + + + +

Dy (x) = det([C2(x)[C2(x)|C3(x)| -+ [Cp1(x)|Cr(x)])
+ det ([C1(x0)|C3(x)|C3(x)] -+ - [C—1 ()| Cr(x)])
+ det ([C1(0)|C2(x)|Ca(x)] -+ - [Cpm1 ()| C(x)])
Lo
+ det ([C1(xX)|C2(x)|C3(x)| - - - [Cr(x)|Cr(x)])
x 1 0 -0
+ g 2 1 0.
: : x 0
AR I
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Les n — 1 premiers termes s’annulent (deux colonnes identiques dans un déterminant
I’annulent), donnant ainsi

X 1 0 0
£ x
, a3 2
Dy =y % !
: : X
A 2
n!  (n-1)! 2

En développant par rapport a la deniere colonne, on a

X 1 (0)
, 5w
Dy (x) = = Dp-1(x).
n-1 n-2
oD G X

Q2- Soient x € Retn € N*. On remarque que D,(0) = 0. On a D;(x) = x, donc
2 2 3
D’ (x) = D1(x) = x, soit Da(x) = % De plus, on a D’(x) = %, soit D3(x) = %

n

. X
Montrons par récurrence que D, (x) = -
n!

- Initialisation: On a bien D (x) = x.
n
- Hérédité: Soit n € N*. Supposons que D,(x) = x_‘ (Hypothese de Récurrence).
n!
La relation de récurrence établie en premiére question assure que D’ ., (x) = D, (x),

n+l
x" . . NP
donc D), ,(x) = — par hypothese de récurrence. Ainsi, en intégrant, sachant que
n!

n+l

D;41(0) =0,0na Dy (x) = CEDN

, ce qui conclut.

15.2 Intégration de fonctions a valeurs vectorielles

Exercice 15.6 (Majoration d’une intégrale) *

Soient E un espace euclidien (muni de la norme euclidienne notée || - ||), a, b des réels
telsque a < bet f : [a,b] — E une fonction de classe C' telle que f(a) = 0. Montrer
que
b 2
(b B (l) /
[ rwal| < C52 suw ol
a lG[a,b]
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Solution
D’aprés le théoréeme fondamental de 1’analyse, puisque f est de classe C! et f(a) = 0, on a,

t
pour tout 7 € [a, b], f(t) = / f’(s)ds. Ainsi, on a

/ahf(t)dl /ah (/atf'(s)ds) dr

En appliquant deux fois 1’inégalité triangulaire sur les intégrales, on a donc

/abf(t)dt </ab /atf’(s)ds dt</ab(‘/atl|f'(s)||ds)dt.

t
On applique I’inégalité de la moyenne sur I’intégrale / ||/"(s)||ds, donnant ainsi

/ab f(r)de

b
Puisque / (t—a)dt =
a

b b
</ Sup [/ ()II(r —a)dt < Sup [[f'()I [ (1 —a)dr.

s€fant] s€la,b] a

(b-a)’

, on a le résultat souhaité.

Exercice 15.7 (L'intégrale reste dans un sous-espace vectoriel) xx

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, F' un sous-espace vectoriel de E,
a, b deux réels tels que a < b, et f : [a,b] — E une fonction continue par morceaux

b
telle que pour tout z € [a, b], f(t) € F. Montrer que / f(r)dt € F.
a

Solution
Posons n := dim(E) et p := dim(F). Soit {el, e ,e,,} une base de F, que I’on compléte en
{e1, -+ ,e,} une base de E. Puisque pour tout ¢ € [a,b], f(t) € F, on a donc, sur [a,b],
p b n b
f= Z(e;; o f)ex. Ainsi, on obtient/ F(n)dt = Z (/ e;;(f(r))dz) ey € F
k=1 a k=1 \Ya

eR
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Exercice 15.8 (Relevement) x x %

Soient / un intervalle de R, f : I — C une fonction de classe C" sur I (ou n € N¥) telle
que pour toutz € I, | f(¢)| = 1.

Q1 - Montrer que si deux fonctions 61,6, : I — R de classe C” sur I verifient, pour

1
Q2 - Montrer sue ? est de classe C" sur /.

Q3 - Soient ¢ty € I, 6y un argument de f () et on considére la fonction

Q4 - Montrer que 6 est a valeurs réelles.

tout t € 1, f(r) = &0 = %0 alors il existe k € Z tel que pour tout ¢ € I,
01(t) = 0(t) + 2ikn. L'entier k est indépendant de z.

6: I — C
[ f ()

t — Gp—i . f(S)

ds °

Montrer que 6 est de classe C” sur I et que pour tout ¢ € I, f(t) = e?0.

Solution

Ql -

Q2 -

Q3 -

Soitz € 1. Ona " 1W=%) = 1 donc il existe k; € Z tel que 61(1) = 0,(¢) + 2ik;n.

Montrons que k; ne dépend pas de ¢. La fonction ¢t —— 6(¢) — 6,(¢) étant continue sur
I, qui est connexe par arcs, son image, donnée par {k;,tr € I} C Z doit également &tre
connexe par arcs. Ainsi, k, doit toujours étre égal a un unique entier k € Z (les parties
connexes par arcs de Z pour la topologie de R sont les singletons).

1 [

Soit t € 1. = = f(t) puisque f est de module constant égal a 1. La

@O 1fOPr

conjugaison étant une opération linéaire de C dans C, ? est bien de classe C" sur .

1 . L f
Comme f”, ? sont respectivement de classe C"~! et C" sur I, par produit, 7 est également

“f(s) I

ds est une primitive de — sur /, donc est de
to f(S) f

classe C" sur I. Ainsi, § € C"(1,C).

de classe C"~! sur I. Ainsi, t —>

Considérons la fonction

g: I — C
t —  f(t)e 00 -

g est bien de classe C! sur 7 (composition entre le produit de deux nombres complexes
qui est une application bilinéaire CxC —s Cet f, exp o (—if) qui sont de classe C' sur I).
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On a donc, pour tout ¢ € 1,

£ = P00 =i 050" = |70 -1 (-4

) f(t)] e 0 = 0.

g est donc constante égale A g(79) = f(t9)e % = 1, donc, pour tout 7 € I, (1) = e,

Q4- Soitze€l.0Onal=|f(1)] =D =e™OD) donc Im(6) = 0, ce qui conclut.

15.3 Formules de Taylor

Exercice 15.9 (Dérivée bornée) xx

Soient E un espace vectoriel normé (muni d’une norme notée ||-||) de dimension finie et
f : R — E une fonction de classe C2. On suppose que f et f” sont bornées sur R. On
pose Mo := Sup || f(1)|| et M2 := Sup || £ (1)].

teR teR

2M, hM
Q1 - Soientt € Ret h > 0. Montrer que || f'(7)]] < TO + TZ

Q2 - En déduire que Sup || f/(1)|| < 24/ MyM;.
teR

Solution

Q1 - D’apres I'inégalité de Taylot-Lagrange, on a

2]‘42

2

, h
Lf(z+h) = f() = hf (DIl <
En appliquant I’inégalité triangulaire a gauche, on a

2M2

2

RO =11f @ +h) = fFOIl < d

-

soit alors

5 <D+ O+ —= <2ZMo+ —

RO < Nf @+ h) = f(Oll+

En divisant par 4, on a le résultat souhaité, montrant par ailleurs que f” est bornée sur R.
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Q2 - Considérons la fonction
¢: 10,40 — R
oMy hM,
h —+ —.
h 2

¢ est bien dérivable sur |0, +oo| et sa dérivée est donnée par

¢ 10,400 — R

My M
M,
Onad'(h) =0 = h=2,/~2.
M,

i T
M
- Sih<2,/—0,alors o('h) <0.
M,

M,
- Sih>2,/=2, alors ¢("h) > 0.
M,

On en déduit le tableau de variation de ¢:

h —

h 0 2 %) +00
¢’ (h) - 0 +
+00 +0oo
o(h) T~ _—
MoM,

On en déduit donc que pour tout 4 > 0, ¢(h) > 2v/MyM,, donnant ainsi le résultat
souhaité.

Exercice 15.10 (Dérivée seconde minorée)

Soient E un espace vectoriel normé (muni d’une norme notée ||-||) de dimension finie et
f :[0,1] — E une fonction de classe C2. On suppose que f(0) = f/(0) = f/(1) =0
et ||f(1)]] = 1. On pose et M, := Sup ||f”(2)]|.

te[0,1]
1
/ (z)

Q2 - En déduire que M, > 4.

1
< =M et

1
<=M
8 g2

Q1 - Montrer que

1
f(z) - f(1)
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Solution
Q1 - D’apres I'inégalité de Taylor-Lagrange, on a

44 1
< g Suw IOl < M2,

03]

1 " I
Hf (5) - f(0) = 5(0) gtes[

ainsi que

<

1 1 1 1
Hf(i)—f(l)—if’(l) gtes[upl @Il < M.

=

Sachant que f(0) = f/(0) = /(1) = 0, on a le résultat souhaité.

Q2 - Puisque ||f(1)|]|]=1,ona

1
< =M,

<
4

t=niron = s = (3) 1 (3)] < fro =2 (3)+ |7 3]

ce qui donne le résultat.
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Chapitre 16

Equations différentielles linéaires

16.1 Systemes différentiels linéaires

Exercice 16.1 (Résolution de systemes différentiels linéaires) *x*

Résoudre les systemes différentiels suivants:
i = 3x — 6y
Ql- 1) = x -y - z
W = = + 4z
5 = 3x - 2y
Q- 1Y = - x + y - z
7 = - x + 2y + 2z
= x — 2y - 2z
Q3- y = 3y + 2z
7 = - x -y + 2z
Solution
x(t) 3 -6 0
Q1 - Onpose X(t) = |y(7)|. L’équationestdonc équivalentea X’ (¢) = AX(t)ouA=|1 -1 -1].
z(1) -1 0 4

- Réduction de A: Calculons le polyndme caractéristique de A.
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X-3 6 0

xa = det(XL-A)=| -1 X+1 1
1 0 X-4

Ly X+1 1 -1 1
B (X_S)‘ 0 X—4‘_6‘1 X—4‘

= (X-3)(X+D(X-4)-6(4-X-1)
= (X-3)(X?>-3X-4)+6(X-3)

= (X-3)(X?>-3X+2)

= (X-DX-2)(X-3)

Donc Sp(A) = {1,2, 3}, les valeurs propres de A sont toutes de multiplicité 1, A est
bien diagonalisable.

u
Recherchons les sous-espaces propres de A. Soit V = [v | € R%,
w
VeE|(A) — AV =V
3u - 6v = u
= u - v - w = v
- u + 4w = w
2u — 6v = 0
= u — 2v — w =0
- u + 3w =0
u — 3v =0
= u — 2v — w =0
u - 3w =0
u — 3v =0
u - 3w =0
3
& V € Vectq |l

— E|(A) = Vect |1
1
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VeE)A) < AV =2V
3u — 6v = 2u
— u - v - w = 2y
- u + 4w = 2w
u — 6v 0
— u — 3v — w =0
- u + 2w = 0
u — 6v =0
= u — 3v — w =0
u - 2w = 0
u — 6y = 0
u - 2w = 0
6
= V e Vects |1
3

< E>(A) = Vect? |1

VeE;(A) — AV =3V

3u — 6v = 3u
— u — v — w = 3y
- u + 4w = 3w
- 6v =0
— u — 2v — w =0
- u + w = 0
- v 0
— u - w =0
- u + w =0
v =0
u - w =0
1
&= V e Vectq |0
1
1
= E3(A) = Vect: (0
1
361
Ainsi, notre matrice de passage est donnée par P=|1 1 O et on a
1 31
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- Résolution du systéme différentiel: En posant Y (z) = P~'X(¢), on a, par linéarité
de la dérivation,

Y'(1) = P7'X'(t) = PT'AX (1) = P"'APY(¢) = DY (1),

soit Y (7) = ¢'PY(0), donc X(¢) = Pe'® Xy, Xo € R3. Pour tout 7 € R,

3 6 1]]ea 3ela + 6eB + ey
X)) =11 of|e¥s| = ela+e’p (a,B,y) eR?
1 3 1|]|edy ela+3e¥B + ey
x(1) 3 -2 0
Q2 - Onpose X(t) = |y(#)|. L'équation estdonc équivalentea X' () = AX(f)ouA=|-1 1 -—1].
[0 1 2 2

- Réduction de A: Calculons le polyndme caractéristique de A.

X-3 2 0
Y4 = detXL-A)=| 1 Xx-1 1
2 X-2

—_—

X-2 1 X-2
= (X-3)[(X-D(X-2)+2]-2(X-2-1)
= (X-3)(X*>-3X+4)-2(X-3)

= (X-3)(X*-3X+2)

= (X-DX-2)(X-3)

g (X_3)‘X_—21 1‘_2‘1 1‘

Donc Sp(A) = {1,2, 3}, les valeurs propres de A sont toutes de multiplicité 1, A est
bien diagonalisable.

u
Recherchons les sous-espaces propres de A. SoitV = [v | € R’.
w
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VeE|(A) — AV =V

Ve EQ(A)

—

—

[

l

l

[

3u -

- u

+ +

- u

—~—
< <
I
<

V € Vect 1

2v

2v +

2v

2v +

-1

E{(A) = Vect

V € Vect 1

E>(A) = Vect

1
1
-1

SO OO

oS O

2u
2v
2w
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VeE;(A) — AV =3V

3u — 2 = 3u
— - u + v - w = 3y
- u + 2v + 2w = 3w
- 2v =0
— - u - 2v — w =0
- u + 2v — w =0
- 2v =0
- u - 2v — w =0
v =0
u + w = 0
-1
= VeVects]| 0
1
-1

& E3(A) =Vects |0
1

1 2 -1

Ainsi, notre matrice de passage est donnée par P=|1 1 O] et on a
-1 -3 1

- Résolution du systéeme différentiel: En posant Y () = P~'X(¢), on a, par linéarité
de la dérivation,

Y'(1) = P7'X'(t) = PT'AX (1) = P"'APY(¢) = DY (1),

soit Y (7) = ¢'PY(0), donc X(¢) = Pe'® Xy, Xo € R>. Pour tout 7 € R,

1 2 -1||fa ela +2e%B - ey
XH=[1 1 0]|e¥8|= ela+e’p ,(a,B,y) € R
-1 =3 1 ||y —e'a—3e?B + ey
x(1) 1 -2 =2
Q3 - Onpose X(r) = [y(7)|. L’équation estdonc équivalentea X’ () = AX(tf)ouA=|0 3 2
z(1) -1 -1 2

- Réduction de A: Calculons le polyndme caractéristique de A.
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X-1 2 2

xa = det(XI3—-A)=| O X-3 -2
11 x-2

1Ci X-3 =2 2 2

B (X_l)' I X—2‘+X—3 —2‘

= (X-D[(X=3)(X-2)+2]+[-4-2(X-3)]
= (X-D(X*-5X+8)-2(X-1)

= (X-1D(X?>-5X+6)

= (X-DX-2)(X-3)

Donc Sp(A) = {1,2, 3}, les valeurs propres de A sont toutes de multiplicité 1, A est
bien diagonalisable.

u
Recherchons les sous-espaces propres de A. Soit V = [v | € R%,
w
VeE(A)  AV=V
u — 2v — 2w = u
— 3v + 2w = v
- u - v 4+ 2w = w
- 2v = 2w = 0
= 2v + 2w = 0
- u - v + w =0
v + w =0
— v + w = 0
u +v — w =0
v + w =0
u + 2v = 0

= V e Vects |-1

— E|(A) = Vect? -1
1
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VeE)A) < AV =2V
u — 2v — 2w = 2u
= 3v + 2w = 2v
- u - v + 2w = 2w
- u - 2v — 2w = 0
= v o+ 2w 0
- u - v =0
- u - 2v - 2w = 0
— v + 2w = 0
u + v =0
{ v + 2w 0
—
u + v =0
2
—— V € Vects|-2
1
2
< E>(A) = Vects -2
1
VeE;(A) — AV =3V
u — 2v — 2w 3u
— 3v + 2w = 3y
- u - v + 2w = 3w
- 2u — 2v. — 2w = 0
— 2w = 0
- u - v - w =0
2u + 2v 0
= u + v =0
w = 0
u + v =0
w = 0
1
= V e Vect{|-1
0
1
& E3(A) = Vect: |-1
0
2 2 1
Ainsi, notre matrice de passage est donnée par P=|-1 -2 —1| et on a
1 1 0
1 00
D:=P'AP=1{0 2 0
00 3
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- Résolution du systéme différentiel: En posant Y (z) = P~'X(¢), on a, par linéarité
de la dérivation,

Y'(1) = P7'X'(t) = P'AX (1) = P"'APY(¢) = DY (1),

soit Y (1) = €'Y (0), donc X (1) = Pe'P Xy, Xy € R3. Pour tout ¢ € R,

2 2 1]|éa 2’ + 2% B + ey
X(1) = [-1 =2 1 |¥B| = |-¢'a — 2628~ &y |, (@.B.7) € B
1 1 0]y ela+eB

Exercice 16.2 (Un systeme différentiel d’ordre 4) %

On souhaite résoudre le systeme différentiel

x| = X3

x, = X4
xg = - X3 + X3 + x4
Xy = - X1 + x3 + x4

Q1 - En posant u = x| + xp et v = x| — xp, montrer que u et v vérifient respectivement
I’équation différentielle u” —2u’ +u =0etv’ —v =0

Q2 - Calculer u et v.

Q3 - En déduire x; et x;, puis x3 et x4.

Solution
Q1 - D’unepart,onau’ =x] +x5, =x3+xqetu’ = x’3 + X} = —x1 — X2 + 2x3 + 2x4 soit alors

u” =2u' +u=0.

D’autre part,ona Vv’ = x| —x} = x3 — x4 etv” = xé — X} = —xz +x1 soitalors v’/ —v = 0.

Q2 - D’une part, u vérifie u” —2u’ + u = 0. Le polyndme de degré 2 associé a 1’équation est
donné par X?-2X+1=(X-1)2, donc, pourtout? € R, u(t) = (A1 +uit)e’,ou Ay, uy € R.

D’autre part, v vérifie v/ — v = 0. Le polyndome de degré 2 associé a 1’équation est donné
par X2 — 1 = (X + 1)(X = 1), donc, pour tout € R, v(t) = Adze’ + pre™, ot Ao, s € R.

Q3 - Puisque l'on a

{X1+XQ=
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. . . 1 1 .
la résolution de ce systeme linéaire assure que x| = > (u+v)etxy = 5 (u — v), soit alors,

1 t 1 t 1 -t
pour tout t € R, x1(t) = > (A +A)e + E,ulte + E,uze et

!, soit, pour tout ¢ € R,

1 1 1 _
x2(t) = > (A — ) e + Ellltet — M€

t

r o

x1(t) = (A1+A)e" + pte’ + ppe”
x2(t) = (A1—A)e" + pte! — ppe”

avec A1, A2, 11, 2 € R. De plus, puisque x3 = x’1 etxy = xé, on a, pour tout ¢t € R,

t

(A1 + A2 +upe’ + uite’ — ppe”

(A1 =2 +ue’ + pte' + e’

{ x3(1)

x4(1)

Exercice 16.3 (Une équation linéaire presque différentielle) * * %

On considere 1’équation

)= f (1) [+]
X
d’inconnue f € C!(R%,R).

Q1 - Montrer que toute solution de I’équation [x] est de classe C? sur R} et est solution
de I’équation différentielle x2y” + y = 0.

Q2 - AV aide du changement de variable x = €', résoudre I’équation différentielle trouvée
en premicre question. En déduire que 1’ensemble des solutions d’ [*] est inclus

dans

S = {x|—>/l\/)_csin(§lnx+g),/leR}.

Q3 - Montrer que les fonctions appartenant a I’ensemble précédent sont bien solutions

d’[x].

Solution

1
Q1 - Soit f une solution d’[*]. f est de classe C! sur R* et, pour tout x > 0, f'(x) = f (—)
X

Par composition des fonctions f et x — —, toutes deux de classe C! sur RZ% (la fonction
X

inverse va de R* vers R%), f’ est de classe C! sur R*, donc f est de classe C? sur R*.
z. 2 D z 1 1 / .
De plus, la dérivée d’une composée assure que pour tout x > 0, f”(x) = -—f"| <] soit
x x

() = —)% () = 227 (x) + f(x) = 0.
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Cela correspond a I’équation demandée.

Q2 - Faisons le changement de variable x = e’. Posons g(¢) = f(x) = f(e'). Par composition,
g est de classe C? sur R et pour tout ¢ € R,

g'(t) =e'f'(e").

De plus,

g'()=efl(e)+ ef"(e) =g (t)-g).
~—_—— ~——
=g’ (1) =x2f"(x)==f(x)

g est donc solution de I’équation différentielle du second ordre y” —y" +y = 0. Le
polyndme caractéristique associé i cette équation est donc donné par X2 — X + 1, dont les

V3 1

1 3
racines sont 3 +1 EX et oh i e Ainsi, les solutions (a valeurs réelles) sont données par
V3 (V3
Acos Tt + u sin 7t .

Ainsi, en revenant au changement de variable inverse ¢ = In x, on obtient des solutions de
la forme

t
t— e

V3 . [V3
x — Vx [/lcos (Tlnx) + psin (7 lnx)] ,

avec A, u € R. Soit f une telle solution. Ils existent donc 4, u € R tels que pour tout

x>0,
T
f(x) = ﬁ ﬂcos(?lnx)+,usin(?lnx)]
+ ﬁ 7—/lsin ﬁlnx + pcos Elnx
2 2 HES 2 ’
ainsi que

1 1 V3 . [V3
f ()_c) = % Acos (TInx) — usin (TInx)] .

. o 1 . . .
f étant solution d’ [ %], I’égalité f'(x) = f (—) assure, en identifiant les coefficiants devant
X

les fonctions sinus et cosinus, que

1 Vi, = _ M3, =
2+ THE A A+ TH 0 = 1=V3pu.
+ %,u =0
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On obtient donc, pour tout x > 0,

f(x) = Vx
_ 2053
= 3 2 COS
23
- 28 L
2AV3 .
= T X S1n

Onabien f € S.

3 2

Acos (? lnx) + ﬁ/l sin (ﬁ lnx)]

ﬂ) cos (? lnx) + cos (g) sin (? lnx)]

V3 n)
71nx+— .

3

Q3 - Nous avons fait ’analyse, faisons la synthese, i.e. montrons que tout élément de S est
solution. Soit f € §. Il existe A € R tel que pour tout x > 0,

£/ (x) = AWx sin (? Inx + z) .

On a ainsi, pour tout x > 0,

f'(x)

— Sin
Vx

De plus, pour tout x > 0,

Lsin ﬁlnx+ —
24/x 2 3

- % [cos (g) sin(

A . (\/§ 277)
71HX+— .

3

+ ——cos|—Inx +

T V3 V3 b
2yx 2 3

\/§1n +7T +s'n(ﬂ)cos \/gln +7T
—Inx+ = in(— —Inx+ =
2 3 3 2 3

3

A . ( \/§ JT)
—sin|—-——1Inx + —

Vx 2 3
A sin \/§1n z
— e — x__
Vx 2 3
isin ﬁln —z+
Y N R T
isin ﬁln +2—7T
o2 T

L’ensemble des solutions est bien égal a S.
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16.2 Equations différentielles scalaires du second ordre

Exercice 16.4 (Des solutions vers I’équation) %%

Soient I un intervalle de R et y{, y» : I — R deux fonctions de classe C2. On suppose
que la fonction w = yy} — y|y2 ne s’annule pas sur /.

Q1 - Soient p,q : I — R deux fonctions continues telles que y; et y, soient solutions
de I’équation différentielle y” + py” + gy = 0 sur /. Montrer que p et g existent et
sont uniques.

Q2 - Trouver une expression de p et g en fonction de y1, y; et de leurs dérivées. Montrer
que ce sont bien des fonctions continues.

Q3 - Montrer qu’avec les fonctions p et g trouvées, y; et y, sont bien solutions de
I’équation différentielle y” + py” + gy = 0.

Solution

Q1 - Puisque y; et y; sont solutions de 1’équation différentielle y” + py” + gy = 0, alors on a,
pour tout f € [

I
)

{ Y@ +p0)y1(0) +q0yi(1) = 0 { Yi(Op®) +01(1g() = -y]()
Y3 () + p()yy (1) + q(1)y2(2) Y2()p() +y2(0)q(r) = —y; (1)

Puisque pour tout ¢+ € I, w(t) # 0, ce systtme linéaire admet une unique solution
(p(1),q(t)). Donc p et g existent et sont uniques.

Q2 - Soitt € I. En utilisant l1a formule de la comatrice, on obtient

[p(t)] __ [ y2(8) _)’I(t)] [—y’{(t)]
q(1) w(t) |=y5(0) ¥ () | [=Y5@) |
Y2 = y1y5 ot g = yiyy = vy,

Soit alors p = . p et g sont des quotients de fonctions

continues dont le dénominateur ne s’annule pas. Elles sont donc continues.

Q3 - D’une part, sur /, nous avons

7\, 7\,

1yh = Yiy2) v+ 0y = yiy5) ¥ + (V5 = ¥ivh) v
w

YVIYIYy = YV y2 + YY{y2 = y1y| Y5 + YY1y = y1y|{yh
w

Y+ py] + gy

1-6,2-3,4-5
= 0.

D’autre part, toujours sur /, nous avons

Maxime BOUCHEREAU 186 2025-2026



Colles - MP

1\ 7”7

(13 = ¥,v2) ¥5 + (Vv2 = yid2) v + V0% = V1)) 2
w

VIYoYy = Y1Y2yy + Y yayh — yiyayy + Yivays — Y{y2y,
w

Yy +pYs+qy2

1-4,2-5,3-6

I
e

Exercice 16.5 (Changement de variable) *x

Résoudre sur ]0, +co[ I’équation différentielle £2y” + 2ry’ + y = 0 en faisant le change-
ment de variable ¢t = e°.

Solution

Soit s € R. En posant r = ¢° on a bien ¢t €]0,+oco[. Posons alors, pour tout s € R,
z(s) = y(e®). Par composition, z est bien deux fois dérivable sur R et on a alors, pour tout
s € R, Z(s) = ey’ () et 27 (s) = ey (e*) + €*y (e*). Puisque ¢ = ¢*, on obtient finalement
Z(s) =1y’ (1) et 27(s) = t2y”(t) + ty’(¢). On a alors

Y () +2tY (D) +y(1) =0 & 2y"(t) +1y'(t) + 1y’ (1) + y(t) =0

ES () +7(s) +2(s) = 0.

z est donc solution d’une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants
que ’on sait résoudre, donnant ainsi, pour tout s € R,

teos BN s L an [ V3
COS TS M S1In 75‘

Puisque 7 = ¢, on a donc,pour tout ¢ €]0, +oco[, s = In(¢), soit alors

S

z(s)=e 2 , (A, p) € R%.

1
y(t) = %

De plus, en dérivant, on a, pour tout ¢ > 0,

Acos (? ln(t)) + psin (? ln(t))] , (1, 1) € R?.

y' (1) = 2% (—/l + ,u\/g) cos (? ln(t)) + (—,u — /l\/g) sin (? ln(t))]
et
t% [ty ()] = é (—/1 - ,u\/g) cos (? ln(t)) + (—,u + /l\/g) sin (? ln(t))]

£2y" (1) + 1y (1).

Or, on a, pour tout ¢ > 0,
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ty' (1) + y(1)

1

- (/l + ,u\/g) cos (? ln(t)) + (,u — /1\/5) sin (? ln(t))]

= —15"(t) -ty (b).

Ainsi, on a bien, pour tout ¢ > 0, £2y” (1) + 2ty'(t) + y(t) = 0

Exercice 16.6 (Solution développable en série entiere et réduction d’ordre) x x *

On souhaite résoudre sur |0, 1[ 1’équation différentielle
t(t=1)y"+3ty" +y

Q1 - Trouver une solution y; de cette équation diftérentielle développable en série en-
tiere.

Q2 - Trouver une autre solution y, linéairement indépendante de y; al’aide d’un change-
ment de fonction inconnue (réduction d’ordre).

Solution
+o00

QI - Soit yi(¢) = Z a,t" une solution développable en série entiere, ol (a,),en € RY est la
n=0

suite des coeflicients a déterminer.

On a donc

t(t = 1)yo(t) + 3ty (1) + yo(t) =0

+00 +00 +00
— t(t-1) Z n(n—1)a,t" 2 + 3t Z na,t™! + Z ant" =0
n=0 n=0 n=0

+00 +oo I
— Zn(n - Da,t" - Z n(n—Da,™ ' + Z(Sn + Da,t" =0
n=0 n=0 n=0
+00 +00
— Z(n2 +2n+ a,t" - Z n(n—1at"™ ' =0
n=0 n=0
+00 +oo
— Z(n +1)%a," - Zn(n —Da," ' =0
n=0 n=2
+00 +oo
= Z(n +1)%a," - Zn(n + Dayt" =0
n=0 n=1
+00
& ap+ Z(n + 1) [(n+ 1a, —na,]t" =0.
n=1
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Par identification des coeflicients, on trouve ay = 0 et pour tout n € N*,
n+1

Apel = ay, soit a, = na;. On a ainsi, pour tout r €]0, 1[ (le rayon de conver-

n
gence de cette série est bien de 1).

< < d 1 t
n n—1
I:E t:tg == = .
(0 " " dt(l—l) (1—1)?

n=1 n=1

On a de plus, pour tout ¢ €]0, 1],

,(t)_(l—t)2+2t(1—t)_ 1+1¢
) E (R

A-02+3(1-0)?(1+1) 1-1+43(1+1)  4+2
(1-1)° (1=t (1=-n*

et y{(t) =

On obtient ainsi

—t(4+2t) 3t(1+1) t
+
(1-03  (1-13 (1-1)?
—A4t =202 + 3t + 32+t — 12
(1-1)3

t(t = 1)y{ () +3ty} (1) + y1(2)

Yo est bien une solution de 1’équation différentielle développable en série enticre.

Q2 - Onpose, pourtouts €]0, 1[, y2(z) = A(¢)y;(t) ou A est une fonction que I’on va rechercher.
y2 est solution de I’équation différentielle. On a ainsi

t(L=0)y, +3ty, +y2=0 & 1(t—1)(Ay1)” +3t(Ay1) + Ay =0
= t(t- 1"y + 22y + )
+ 3ty +Ay)+Ay1 =0
= A(t(r - 1)y] + 3ty +y1)

=0

+ -y +2t(r - DAY + 3ty =0
— (t-1y;(1) =- [3ty1 +2t(r — 1)y’1] A
=

(t =Dy () == [3y1 +2(r = )y} .

Ainsi, A’ est solution de 1’équation différentielle du premier ordre
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t 3t 2(1+1)
——/:— — p— tl—t /: t_2
e (1-02 (1-1)2 ¢ ( )7 = (=22
t€]o,1[ t—2
— =
¢ t(l—t)Z
, =141
— YT Tia-n’
, (1 1
S PTT I
) 1 1 1 )
= 7=|-——-- —
t t 11—t
) 21 )
= I=|--—-7—]|z
t 11—t

On obtient donc, pour tout 7 €]0, 1],

V() = Ae—2In(r) +1In(z - 1)
_ A(ﬂ)
12
_ A(l_l)
2]’

1
ou A € R. En intégrant, on a, pour tout 7 €]0, 1[, A(z) = A (ln(t) + ;) +BouA,BeR.

On a ainsi, pour tout 7 €]0, 1],

_ A(tln(t) +1) + Bt

t
ya(1) 112
tin(r) + 1
De plus, si pour ¢ €]0, 1[, z(t) = %, alors

3+1In(t) —t+1In(1)

, 1+8+4In(r) — 3t + 2t In(r)

et on a donc, pour tout z €]0, 1[,

—1 — 8t — 4t1n(r) + 3> — 2t* In(7)
(1-1)3
9¢ + 3t1In(r) — 31> + 3t2 In(¢)
(1-1)3
tIn(t) + 1 —*1In(t) — ¢
(1-1)3

t(t — 12" (1) + 3t (t) + z(1)
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Ainsi, ’ensemble S des solution de 1’équation différentielle est donné par

S:VGCt{IHM ! }

TN e

16.3 Equations différentielles linéaires abstraites

Exercice 16.7 (Stabilité d’un point d’équilibre) x*

g 0 1 t(A+Jy) e’l’ te’”
Ql- Soitd eR,J; = 0 0 . Montrer que pour tout # € R, e =l ot

Q2 - Soit A € My(R). Soit X € C*(R,R) vérifiant I’équation différentielle X’ = AX.
Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) Pour tout X € R? tel que X(0) = Xo, X(¢) o 0.
—>+00
(i1) Pour tout A € Sp(A), Re(1) < 0.

Solution

Q1 - Soit t € R. Comme Atl, et tJ; commutent (7] est un multiple de 'identité), on a
t(Al+Jy) _ JAtly tJy _ At tJ) . s 2 _ : tJ _
e =2l = eMe. Or, pulsquelonaJ1 = 0, on obtient donc ¢! = I, + tJy,
soit alors, pour tout t € R,

At At
t(AhL+Jy) _ € Te
4 - 0 e/ll‘

Q2- Si A € My(R), alors il existe P € GL,(C) telle que P"'AP = R, avec R = l/ll O] ou

0 A
A1 , D . . . )
R = 0 1l avec 4, A1, Ay € C (cas d’une matrice diagonalisable ou trigonalisable). Soit
t € R. Posons Y (#) = P~'X(¢). La linéarité de la dérivation assure que Y est dérivable
sur R et que

Y'(1) = P7'X'(t) = PT'AX (1) = P"YAPY (1) = RY (0).

b .
Posons Yy = P~ Xp. On pose P = [ccl ] oua,b,c,d € Retad — bc # 0. On a ainsi

d
Y (1) = "Ry, soit X (1) = Pe'®P~' X,. Montrons alors I’équivalence des deux propriétés.

- (i) = (ii): Montrons plut6t —(ii) = — (i) (contraposée). S’il existe 1 € Sp(A) tel
que Re(2) > 0, alors
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A1 0 |1
0 /12] et Re(d;) > 0, alors, en prenant Yo_[o],

At
0

- Si R:[

e . aell!
onaX(t) =P . Ainsi, pour tout r € R, X(¢) = el |
A0 et Re(d) > 0, alors, en prenant Y= 0 ,
0 A 1

bet?!
de! |

i k- |

onaX(t) =P [692,]. Ainsi, pour toutt € R, X (1) = [

et Re(A) > 0, alors, en prenant Y= (1)

.. aetl
. Ainsi, pour tout r € R, X(¢) = wl

) 11
- Si R_[O 1

At

0

e
onaX(t)_P[ ce

Dans les trois cas, on ne peut pas avoir X (1) — 0 pour le vecteur Xy = PY choisi,
t—>+00

puisque la partie réelle de la valeur propre concernée est positive et (a, c), (b, d) #

(0,0) (au moins une des composantes ne tend pas vers 0).

- (i1) = (1): Supposons que toutes les valeurs proores de A soient de partie réelle

strictement négative. On pose Yy =

pourtousa € C,t € R, |e¥| = ¢

,oua,B € Ret Xo = PYy. En notant que

(04
B
Re(a)t

ae'a + be'p

, SOit, puisque
celVla + deﬂztﬁ] puisq

- SiR = A0 ,alors, pourtout? € R, X (1) =
0 A

Re(41),Re(42) <0,

|ae’l"a+beﬂ2tﬁ| < lalle|eRe 4+ |p||BleRet — 0

t—+00

lceta + de®'| < el + |d]|gleRe Dt — 0.

t—+o00

. A1 ael'a + ateV'B + beV'B .
-SiR= [O /1], alors, pour tout r € R, X(t) = cella + ctel'B + de'B |’ soit,
puisque Re(4) < 0 et par croissance comparée (polynome-exponentielle),

|ae/”01 +ateV'B + be/”ﬂ| < |a||a|eRe(/l)’ + |a||,8|teRe(/l)t + |b||,8|eRe(’1)t
— 0
t—>+00
|ce/lta +cte B + de/“ﬁ| < |c||a/|eRe(A)’ + |c||ﬂ|teRe(/l)’ + |d||,8|eRe(’l)t
—s 0.
t—>+0o0

Donc, dans les deux cas, X(r) — 0.

—>+o00
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Exercice 16.8 (Lemme de Gronwall) x*

Soient f,g : [0,+co[— R deux fonctions continues et positives. Soit a > 0. On

t
suppose que, pour toutf > 0, f(¢) < a +/ g(s)f(s)ds.
0

Q1 - Soit la fonction

F: [0,+c0] —> R
t - ds .
t — (a+/ g(s)f(s)ds)e /0 s
0

Montrer que F' est décroissante sur [0, +oo].

t
/ g(s)ds
Q2 - En déduire que, pour toutz > 0, f(¢) < aed0 .

Q3- Soient d € N*, X;,Xo : [0, +0o[— R? vérifiant I’équation différentielle
X' = AX + B,ou A € My(R) et B € RY. Montrer que pour tout ¢ > 0,

1X1(5) = X2 ()] < [1X10) = X,(0) ][ Al

Solution

QI - Par continuité de f et g, les primitives respectives de g et de fg sont dérivables sur
[0, +co]. Ainsi, par produit et composition (avec I’exponentielle elle-méme dérivable), F
est bien dérivable sur [0, +oo[. On obtient ainsi, pour tout ¢ > 0,

F'(t)

t g(s)ds
(—ag(r) ~g() /0 g(5)f (s)ds + g(t)f(t)) e/o

t g(s)ds
¢(1) (f(t) a- /0 g(s)f(s)ds) /o .

Les premier et troisiemes facteurs de ce produit de fonctions sont positifs. Le second
facteur est, par hypothese, négatif. Donc F’ est négative sur [0, +oo[, ce qui conclut.

Q2 - Comme F est décroissante sur [0, +oco[, on a donc, pour tout z > 0, F(z) < F(0), i.e.

t
t —/ g(s)ds
(a + / g(s)f(s)ds) e J0 < a. On obtient ainsi
0

t d
a+/ g(s)f(s)ds<ae/0 8 S.
0

En appliquant de nouveau I’inégalité de départ sur le membre de gauche, on obtient le
résultat souhaité.
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Q3 - Soitt > 0. Si on réécrit la forme intégrale de 1’équation différentielle X" = AX + B aux
solutions X; et X», alors on a

t

X1 (1) = X1(0) + /0 t [AX(s) + B] ds et X(1) = X»(0) + /0 [AX>(s) + B] ds.

On obtient ainsi

[1X1(2) = X2 (1) HXI(O) - X>(0) +/0 A[X1(s) — Xao(s)] ds

< IO -0+ [ ATX(S) - Xa(s)] ds

< I%(0) - %)l +/0t||A [X1(5) = Xa(s)] 1| ds

< ||X1<0)—x2<0)||+/Ot|||A|||-||X1<s)—x2(s)||ds
< ||X1<o>—xz<o>||+|||A|||/Ot~||xl<s>—X2<s>||ds.

En posant f(r) = [IX1() = X2 ()]l (1) = l|A[ll et a = |1X1(0) — X2(0)], d’apres la
[ stspas
question précédente, on a f(7) < ae”/0 , soit

1X1(5) = X2 (D)]] < [1X10) = X,(0)]| /ANl

Exercice 16.9 (Une équation différentielle a epsilon pres) x x x

Soient y : [0, +co[— R une fonction de classe C! et a > 0 tels que

Y1) +ay(r) — 0.

Montrer que y(t) - 0.

—>+00

Indication: Etudier la fonction z : t —> y(t)e®.

Solution
Soit la fonction

z: [0,+00] — R
t —  y(t)e®.

z est de classe C! sur I’intervalle [0, +oo[ par produit de fonctions de classe C! sur ce méme
intervalle. On a ainsi, pour tout ¢ > 0, 7'(t) = (y'(¢) + ay(t)) e*. En intégrant cette relation
entre O et ¢, nous avons, pour tout r > 0

9
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t
Y1) =y 4 [ (76) +are) evds
0
Soit € > 0. Puisque y'(?) + ay(r) Ny 0, il existe A > 0O tel que, pour tout t > A,
—>+00

as
1y (1) + ay(t)] < > Nous avons donc, pour tout 7 > A,

A t
¥(1) = ey (0) + /O ((s) + ay(s)) e®*ds + e~ /A (v (s) + ay(s)) e ds,

soit, en prenant la valeur absolue,

+e 9

A
¥(0) + /0 (v (s) + ay(s)) eds

(Ol <e™

/A (' (s) + ay(s) e ds] .

En apphquant I’inégalité trlangulaure sur la seconde intégrale puis la majoration par %5 a la
quantité |y’(s) + ay(s)|, on obtient

—a

~

ly(@)]

N
®

A 1
y(0) + /0 (Y'(s) +ay(s)) e**ds| + e“”/A 1(y/(5) + ay(s))| e®ds.

t
E _
e m/ e®ds.
A

IS

—a

N
Q
+
|

A
¥(0) + /0 ((5) + ay(s)) e*ds

~

A
< e ly(0)+ /0 (v (s) + ay(s)) e**ds

~

+ +
ST SRR
' —_—
p—
|
Q
T
—

A
< e ¢ y(0)+/0 (y'(s) + ay(s)) e*ds

De plus, comme e™* — 0, il existe B > 0 tel que, pour tout 7 > B,

t—+00

e—at <

| M

A
¥(0) + /0 (v (5) + ay(s)) ¢ds

Ainsi, sit > Max(A, B), |y(t)| < &, ce qui conclut.
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Chapitre 17

Intégrales a parametres

17.1 Continuité et dérivabilité des intégrales a parametre

Exercice 17.1 (Continuité d’intégrales a parametre) *

Montrer la continuité des intégrales a parametre suivantes.

Ql- F: xt—)/ sin(x“t

1 +1¢2

22
)dt sur R.

+
Q2- G:x |—>/ sin(x*%)e™dr sur ]0, +oo].
0

+00
Q3- H:x+— / e dt sur ]0, +oo[.

Solution
Ql- Ona:
sin(x%1?) . . .
- Pour tout x € R, t —> —t2 est continue sur [0, +oco[ (quotient de fonctions
continues dont le dénominateur ne s’annule pas).
sin(x%7?) . . .
- Pour tout r > 0, x — 572 est continue sur R (composition de fonction
+
trigonométrique et polynomiale).
)
. sin(x~t 1
- Soient [a, b] C R un segment (avec a < b) et x € [a,b]. Ona ( 3 ) < 5
1+t 1+¢

Etlafonctiont +— 5 estintégrable sur [0, +00[ (comparaison avec une intégrale

"de Riemann"). On a donc une majoration indépendamment du parametre sur tout
segment de R.

Ainsi, le théoreme de continuité des intégrales a parametre assure que F est continue sur R.

Q2- Ona:

196
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- Pour tout x €]0, +oo[, ¢ —> sin(x*t*)e™

fonctions continues).

est continue sur [0, +co[ (produit de

- Pourtoutz > 0, x —> sin(x%r%)e™* est continue sur ]0, +oo[ (produit d’une compo-

sition de fonction trigonométrique et polynomiale et d’une exponentielle).

- Soient [a,b] C]0,+oco[ un segment (avec a < b) et x € [a,b]. On a
[sin(x*#%)e™| < e™. Et la fonction t — e™ = o —2) est intégrable sur
t—>+o0o \ f

[0, +oo[ (comparaison avec une intégrale "de Riemann"). On a donc une majoration
indépendamment du parametre sur tout segment de R.

Ainsi, le théoréme de continuité des intégrales a parametre assure que G est continue sur
R.

Q3- Ona:

2
- Pour tout x €]0,+oo[, t+— e

exponentielle-polynome).

est continue sur [0,+co[ (composition

Xt

2 ) .. )
- Pour tout r € R, x —> ¢™*" est continue sur |0, +co[ (composition exponentielle-

polyndme).
- Soient [a, b] C]0, +oo[ un segment (avec a < b) et x € [a, b]. On a ‘e‘”z < e’
: —af? 1 .y .
Et la fonction t — e = o ([—2 est intégrable sur R (comparaison avec une
t—>+00

intégrale "de Riemann"). On a donc une majoration indépendamment du parametre
sur tout segment de R.

Ainsi, le théoreme de continuité des intégrales a parametre assure que H est continue sur
R.

Exercice 17.2 (Norme 0) %%

Soit f : [0,1] — R continue et strictement positive. Pour tout @ > 0, on pose

1
F(a) ::/0 f(0)*de

Q1 - Montrer que F est de classe C! sur [0, +oo[ et calculer F’(0).

1
1 =
Q2 - En déduire la valeur de limo ( / f (t)adt)
0

a—>
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Solution

Q1 - Montrons que F € C'(R,,R). On considére pour cela la fonction g définie par

g: Ry x[0,1] — Ry
(@,1)  +— f(0)”

- Pour tout € [0,1], @ > g(a,t) = M) est de classe C! sur Ry, et, pour

P
tout (a,7) € Ry x [0, 1], i(a, 1) = In(£ (1)) f(r)?. De plus, pour tout @ > 0,

t— g(a,t)ett— a—g(a, t) sont continues sur [0, 1] (comme produit de com-
o

posées de fonctions continues).

- Soita > 0. t — g(a,t) étant continue sur [0, 1], elle est donc intégrable sur [0, 1].

- Soient [a,b] C Ry un segment (avec a < b), @ € [a,b] ett € [0, 1]. Puisque f

. N . ” 8 .
est continue et a valeurs strictement positives sur [0, 1], — est donc continue sur

oa

[a, b] x [0, 1], un compact de R2, donc est bornée et atteint ses bornes. Ainsi, il existe

0
M > 0 telle que pour tout (a,?) € [a,b] X [0, 1], a—g(a, 1)
a

<M. Or,t — M

est intégrable sur [0, 1]. On a donc une majoration par une fonction intégrable,

indépendamment du parametre, sur tout segment de R.

Ainsi, le théoréme de dérivation des intégrales a paramétre assure que F est de classe C!

1 1
sur [0, +oo[ et que pour tout a > 0, F'(a) = / g—g(a, t)dr = / In(f(2)) f(¢)*dz. On
0 a

0

1
a ainsi F'(0) = / In(f(z))dz.
0
Q2- Soita>0.0Ona

In(F(a)) In(F(0) + aF’(0) + aio(a))

F(oz)%:e a =e a

Or, puisque F(0) = 1, nous obtenons ainsi

In(1+aF'(0)+ o 0(cz)) aF’'(0)+ o 0(cx)

F(a)%:e a =e [0 =e¢

1

I @ In(f(¢))dt

Ainsi,ona(/ f(t)") —>e/0 N .
0

a—0

F'(0) + aio(l).
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Exercice 17.3 (Super-dépendance) *x

1
Q1 - Montrer que I'intégrale a parametre x — / e
0

Q2 - En déduire que la fonction x — / ¢’ dt est de classe C! sur R.
0

272 .2
*(14x975% 45 est de classe C! sur R.

1+x2

Solution

Ql-

Q2 -

On introduit la fonction f définie par

f: Rx[0,1] — R

x(1+x%)%s?

(x,s) — e
On a ainsi

- Pour tout s € [0,1], x — f(x,s) est de classe C! sur R et, pour tout x € R,

0 242 .2
a—f(x, s) = (5x* + 6x% + 1)szex(1 +x7)%s . De plus, pour tout x € R,
X

0
s+ f(x,s)ets +— a—f(x, s) sont continues sur [0, 1].
X

- Pour tout x € R, s — f(x,s) est continue sur [0, 1], qui est un segment, donc est
intégrable.

0
- Soit [a, b] € R un segment (avec a < b). La fonction (x, s) — a—f(x, s) est con-
X

tinue sur [a, b] X [0, 1], un compact de R2, donc est bornée et atteint ses bornes, i.e. il

af
Ei;(x’S)

s —> M est intégrable sur [0, 1]. On a donc une majoration indépendamment du
parametre par une fonction intégrable.

existe M > 0 tel que pour tout (x, s) € [a, b] X [0, 1], < M, et la fonction

Ainsi, d’apres le théoreme de régularité des intégrales a parametre,

1
2022 .
X —> / *H)7°5° 45 est bien de classe C! sur R.
0

Soit x € R. Le changement de variable ¢ = (1 + x)s assure que

1+x2 R 1 s s
/ e dr = (1 +x2)/ )57 g
0 0

1+x2
) 2, ) .
La fonction x — / " dt étant un produit de deux fonctions de classe Clsur R
0

(d’apres la question précédente pour ’intégrale), elle est donc une fonction de classe C'!
sur R.
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Exercice 17.4 (Calcul d’une intégrale) x*

On définit la fonction F par
F: R — R
X /0 . we_’ dr
QI - Montrer que F est bien définie sur R.

Q2 - Montrer que F est de classe C' sur R et calculer F’.

Q3 - En déduire F.

Solution

Q1- Six = 0, on intégre la fonction nulle et F(0) = O est bien défini. Si x # 0, alors
sin(xt . sin(xt) _ o
+)e_t % donc la fonction ¢ %e ! se prolonge par continuité en 0. C’est

t—

sin(xt) _,
—€

t
sin(xt) _,
—e

une fonction continue sur R4, et on a, pour tout ¢ > 1, < e”'. La fonction

t —> e ! étant intégrable sur [1, +oo[, la fonction  — est bien intégrable sur

R4, donc F(x) est bien définie.

Q2 - Introduisons la fonction f définie par

f: RxR, — R
sin(xt) _,
,t _— .

(x.1) e

On a ainsi

Pour tout ¢ > 0, x —> f(x,¢) est de classe C' sur R (régularité des fonctions

of

of 0x

tout x € R, r —> f(x,t) et t +— a—(x, t) sont bien continues sur R, (continuité
X

t

trigonométriques) et on a, pour tout x € R, (x,t) = cos(xt)e'. De plus, pour

des fonctions trigonométriques et exponentielle et prolongement par continuité en
t = 0 pour f, vu en question précédente).

D’apres la question précédente, pour tout x € R, r — f(x, 1) est intégrable sur R, .

0 _ . .y
a—f(x, t)| < e™" et la fonction t — e~ est intégrable sur
X

R4+. On a donc une majoration par une fonction intégrable indépendamment du
parametre, et ce sur R tout entier (donc sur tout segment de R).

x€e€Rett>0. Ona

Ainsi, d’apres le théoréme de régularité des intégrales 4 paramétre, F est de classe C! sur
R et, pour tout x € R,

+00
F'(x) = / cos(xt)e"dt.
0
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De plus, si T > 0, alors

T T ) e(—l+ix)T -1
/ cos(xt)e”'dt = Re (/ e('“”‘)’dt) = Re [—] .
0 0 -1 +ix

Ainsi, si T — +o00, on obtient alors

+00 1
/ cos(xt)e”'dt = Re [1 _
0

— X

1
1+ x2

1+ix
1 +x2

1

Donc, pour tout x € R, F'(x) = )
1 +x2

Q3 - Ainsi, par primitivation, puisque F'(0) = 0 (vu en question 1), on a, pour tout x € R,
F(x) = Arctan(x)

Exercice 17.5 (Une intégrale a parameétre de classe C™) %x

e—xt

1+1¢2

+00
Montrer que I’intégrale a parametre x — / dt est de classe C™ sur |0, +oo.
0

Solution
Introduisons la fonction f donnée par

fi: RixRy — R
e—xt
X,t _—
(. 0) 1+172
Nous avons ainsi

Pour tout > 0, la fonction x — f(x, 1) est de classe C* sur R}. De plus, pour tout

" )" —xt o )" —xt
neN, f(x,t):u. Pour toutx > 0, t +— f(x,t): (=1)"e
sur R,.

-~ est continue
ox" 1+12 oxn 1+172

Soient [a, b] € R} un segment (avec a < b), x € [a,b] ett > 0. On a donc
e " 1
< = o |[=5].
T 1412 t—>+oo(t2)
On a donc une majoration de maniere indépendante du parametre sur tout segment de

RZ par une fonction intégrable (la deuxiéme estimation s’obtient par croissance comparée
exponentielle-polyndme).

o"f

ox" (. 1)

e—xt

+00
Ainsi, d’apres le théoreme de régularité des intégrales a parametre, x — / dr est
0

1+ 12
bien de classe C™ sur |0, +oo].
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17.2 Intégrales a parametre et équations différentielles

Exercice 17.6 (Transformée de Fourier d’une Gaussienne) xx

Soient a > 0 et F la fonction donnée par

F: R —

2
x — / ltx —at dt

Q1 - Montrer que F est de classe C' sur R et vérifie, pour tout x € R,
F'(x) + —F(x) =
2a

Q2 - En déduire une expression de F. Que remarque-t-on ?
+00

Indication: On rappelle que / e dt = \r.

—00

Solution

Ql- Ona:

- 2 c RN :
- Pour tout € R, x > ¢/ e~ est de classe C! sur R (régularité de I’exponentielle

a ; ) 2
complexe) et on a, pour tout x € R, . [e”xe at ] = jte™*e ",
x

2 . .
- Pour tout x € R, 1 —> ite"™ e~ est continue sur R et puisque pour tout ¢ € R,

_ 1 SR
< |t]e at = donc t +— ite'™ e " est intégrable sur R par

itx a
ite'e
‘ t—>+o00 t2 ’

comparaison avec une intégrale "de Riemann".

2
ar’ et t s |tlem est

0 L2 2 _
- Pour tous x,7 € R, ‘a— [e”xe at ] ‘lte”xe | = tle
X

intégrable sur R (cf. point précédent). On a donc une majoration par une fonction
intégrable indépendamment du parametre sur R (donc sur tout segment de R).

Ainsi, par le théoréme de dérivation sous le signe intégral, F est de classe C! sur R et on

+00

2
a, pour tout x € R, F’(x) = / ite"™ e dr,

—0o0

De plus, si T > 0, une intégration par parties assure que, pour x € R,

T . pT
2 —1 ; _ 442
/ ite™e™ At = — e . (=2at)e " dt
-T 2a -T
PP =i [ ; 2)1=T i L 2
= _° [eztxe—at ] + — ixe™ e~ {t
2a 2a
I —itT ,—aT? itT ,—aT? 1 ! itx ,—at’
= — [e e —-e'e ] - — e'e” dr.
2a 2a -T
. X . e .
Faisons tendre T vers +oo, on a F’(x) = —2—F (x), ce qui est I’équation demandée.
a
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Q2 - F est solution de I’équation différentielle y’ + ziy =0, donc on a, pour tout x € R,
a
x2
F(x) = F(0)e 3.

+o00

De plus, F(0) = / ¢4 dt. SoitT > 0. Faisons le changement de variable ¢t = % dans

—00

T 2 T 2 1 \/ZT 2
I'intégrale / e~ %" dt, nous obtenons / e dt = — / e~ ds. En faisant tendre
T T va J_yar

2

. T ) T _x=
T vers +o0, on obtient donc F(0) = \/j, soit alors, pour tout x € R, F(x) = \/je 4a,
a a

La transformée de Fourier transforme une fonction Gaussienne en une autre fonction
Gaussienne. Cependant, les "étalements" des deux fonctions Gaussiennes seront inversés.

Exercice 17.7 (Solution d’une équation différentielle) x*

On considere I'intégrale a parametre F donnée par
F: 10,40 — R
+00 e—xt
X — / —dt
0 1+1¢2
Q1 - Montrer que F est bien définie.

Q2 - Montrer que F(x) — O.

—+00

1
Q3 - Montrer que F est solution de 1’équation différentielle y” + y = — sur ]0, +oo[ (on
X

ne cherchera pas a la calculer).
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Solution

: e 1 : :
Q1 - Soientx >0et?z > 0. On a 5| < 5. La fonction # +—> 5 €tant intégrable
I+t 1+t I +1
+o00 e—xt
sur [0, +oo[ (comparaison avec une intégrale "de Riemann"), I’intégrale / s dr
0 +

converge, donc F(x) est bien définie pour tout x > 0.

Q2 - Posons f définie par

[ ]0,+00[X[0, +c0] —> R

e—xt
(x,1)

1+122

- Pour tout x €]0, +oo[, t —> f(x, ) est continue sur [0, +oo[.

- Pourtoutz > 0, f(x,r) — g(¢) ou g est donnée par
X—>+00

g: [0,400] — R
; . 1 si t=0
0 si t>0.

g est continue par morceaux sur [0, +oco].

1 .
- Pour tout x > 0, |f(x,1)| < ] est continue sur [0, +oo[. On a

etr —
SO U2 L+72 L
donc une majoration indépendamment du parametre par une fonction intégrable.

Ainsi, par convergence dominée, on a F'(x) = / g(t)dr=0
X—>+00 O

Q3 - Montrons que F est de classe C? sur |0, +o0.

- Pourtout? > 0,x —> f(x,)estdeclasse C sur |0, +oo[ (régularité de I’exponentielle)
f _te—xt 2f t2 —Xxt
(x )= 1+2 S ox (2 )= 1+72

0
plus, pour tout x > 0, t —> f(x,1), t —> a—f(x, t) ettr—
X

et pour tout (x, ¢) €]0, +oo[X[0, +oo], . De

— (x, t) sont bien
) 0x
continues par morceaux sur [0, +oo[.

- Soit  (x, f) €]0, +00[X[0, +oof. Par croissance comparée, on a
== o (HaZun-20- o (L)e .
i, 1+22 oo 2 X5 1+12 % 2] ar comparai-

son avec une intégrale "de Rlemann , les fonctions f +— f(x,f) et

0
t— a—f(x, t) sont intégrables sur [0, +oo].
X

- Soient [a,b] C]0, +oo[ un segment (avec a < b), x € [a,b] ett > 0. On a
82]0 t2 —at
x, )| <
ox2 1+ 172
une fonction intégrable sur tout segment de |0, +oo[.

. On a bien la majoration indépendamment du parametre par
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Donc, par le théoréme de régularité des intégrales & parametre, F est de classe C? sur

+00 92 +00 tze—xt
10, +o0[ et on a, pour tout x > 0, F”(x) = / —=(x,t)dr = / dr. Six >0,
0o 0x? 0

1+12
alors on a

F” (x)

+oo 2 —xt
tce
/ 2dl‘
0 1+¢

Q42— 1)e™
:/ ( )™
0

1412
+00 +o00 —xt
= / e""dt—/ ¢ _dr
0 0 1+¢2
1
= ——-F(x).
X

1
On a bien, pour tout x €]0, +oo[, F”(x) + F(x) = —.
X

[ ]
Exercice 17.8 (Fonction de Bessel) xx
Soit F la fonction définie par

F: R — R
T
X / cos(x sin 6)dé
0

Q1 - Montrer que F est de classe C? sur R.

Q2 - Montrer que F est solution de 1’équation différentielle xy” + y" + xy = 0 (on ne
cherchera pas a la calculer).

Q3 - Montrer que F est développable en série entiere sur R.

Solution

Q1 - Soit la fonction f donnée par
f: Rx[0,nr] — R
(x,0) > cos(xsin®).
Montrons alors que F € C*(R, R).

- Pour tout 8 € [0, 7], x —> f(x,0) est de classe C? (par régularité des fonctions

trigonométriques) et pour tout (x, ) € R x [0, 7], a—(x, 0) = —(sin 6) sin(x sin 6),
X

82
a—];(x, 0) = —sin®(#) cos(x sin ). De plus, pour tout x € R,
X
of °f :
0+— f(x,0), 0 — 8—(x, 0) et 6 — ﬁ(x, 0) sont continues sur [0, 7] (con-
X X

tinuité des fonctions trigonométriques).
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0
- Soitx € R. 8+ f(x,0) et —> a—f(x, ) étant des fonctions continues sur [0, 7],
X

elles sont donc intégrables.

2

0
- Soit (x,0) € Rx [0,7]. On a ‘a—i(x, #)| < 1. Or, la fonction constante égale an
X

1 est intégrable sur [0,7]. On a ainsi une majoration par une fonction intégrable
indépendamment du parametre pour tout x € R, donc en particulier sur tout segment.

Ainsi, d’apres le théoreme de régularité des intégrales a parametre, F' est de classe C 2 sur
R et, pour tout x € R,

F'(x)

/e
- / (sin ) sin(x sin #)do
0

F” (X)

— / sin®(0) cos(x sin §)dé
0

Q2- Soitx € R. Ona

xF"(x) + F'(x) + xF(x) /ﬂ [—x sin®(6) + x] cos(x sin 8)dé
0

/ (sin @) sin(x sin 6)dé
0

T
/ x cos?(6) cos(x sin 0)do
0

/e
/ (sin ) sin(x sin #)do
0

= / (cos @) - (xcos @) cos(xsind)dd
0

/s
/ (sin 6) sin(x sin #)dé

'z [(cos ) sin(x sin 6)]9= o—0 T+ / (sin 6) sin(x sin #)dé

T
— /(sin@) sin(x sin )dé
0
= 0.

F est donc solution de I’équation différentielle demandée.

Q3 - Soitx € R. Utilisons le développement en série entiere de cos, nous obtenons alors

F(x) / " (i @) sin2”(0)x2") do.
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2n
Z x| . .
Or, nous avons Sup = E . C’est bien une série con-
>0 0€l0.7] ny:

vergente. On a donc la convergence normale, donc uniforme de la série de fonctions

- . e, .

Z ((2 i' sin®(6)x*" sur [0, ]. On peut donc intervertir série et intégrale, donnant ainsi
n).

>0

F(x) = Z_;)((;:l;’ ( /0 sinz”(Q)dH)xz”.

|x|2n

(2n)!’
qui est donc borné pour tout x € R. La série est donc convergente pour tout x € R. F est
donc développable en série enticre sur R.

Le terme général de cette série est, en valeur absolue, majoré pour tout n € N par
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Chapitre 18

Calcul différentiel

18.1 Différentiabilité de fonctions de deux ou trois variables

Exercice 18.1 (Jacobienne d’une composée) *

Soient les fonctions f et g définies par

R R R3 o & R3 — R
(x,y) +— (xy,xz,yz) (u,v,w) +— wuve” '

Q1 - Déterminer g o f puis Jac(g o f).

Q2 - Retrouver Jac(g o f) grace a la régle de la chaine.

Solution

Q1 - Onago f donnée par

gof: R — R
(x,y) +— x3yey2.

On a ainsi, pour tout (x, y) € R?,

Jac(g o f)(x,y) = [3x2ye” x3(1 +2y2)e”].

Q2 - D’une part, on a, pour tout (x, y) € R?,

y X
Jac(f)(x,y) =[2x O
0 2y

D’autre part, pour tout (u, v, w) € R3,

Jac(g)(u,v,w) = [vew ue" uvew] .

On a ainsi, d’apres la régle de la chaine, pour tout (x, y) € R?,
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Jac(g o f)(x,y) = Jac(g)(f(x,y)) xJac(f)(x,y)

y X
= [x2e” xye” x3ye¥’]-|2x 0
0 2y

= [(xzy + 2x2y)ey2 (x3 + 2x3y2)ey2]

= [3))62)Ie'y2 x3(1+2y2)ey2]

Exercice 18.2 (Primitivation) x
Trouver toutes les fonctions f € C!(R?, R) vérifiant pour tout (x,y) € R?,
0

—f(x, y) = 3xlye”

0x

af

— x3(1 +2yz)ey2
dy

(x, )

Solution

0
Soit (x,y) € R%. Ona —f(x, y) = 3x%ye’ 2, donc, par primitivation par rapport a x, on a

Oox

Fy) =xye” + A(y),
o1t A € C/(R,R). En dérivant par rapport a y, on a

0
a—f<x, y) = (1+2y7)e” + A (),
y
ce qui donne A’ = 0, donc A est constante. Ainsi, il existe B € R telle que

fxy) = x’ye’” + B,
En calculant le gradient de cette fonction, on retrouve bien, pour tout (x, y) € RZ,
3x2
Vilx,y) = [ ( ]

X2 (1 + 2y2) ey’

Exercice 18.3 (Taylor-Young) *

Soit la fonction f définie par

f: R — R
(x,y) +— xPye”

QI - Calculer le gradient et la hessienne de f.

Q2 - Donner le développement limité de f a I’ordre 2 au point (1, 0).
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Solution

QI - f est de classe C* (multiplication d’un polyndome et d’une exponentielle), donc admet
des dérivées partielles a tout ordre.

Ainsi, on a, pour tout (x,y) € RZ,

3)CZyey2
x3(1+ 2)72)6}’2 '

Vfi(x,y) = [

De plus, en dérivant de nouveau, on a, pour tout (x,y) € R2,

6xyey2 3x2(1 + 2y2)ey2
3x2(1 + 2y2)eyz 2x3y(3 + 2y2)ey2

H(f)(x,y) = l
Q2 - Enévaluanten (1,0), ona
f(1,0) =0, V£(1,0) = m et H(/)(1,0) = [g (3)]

Ainsi, la formule de Taylor-Young a I’ordre 2 s’écrivant

1 0 3||h
F+h k) = f(1,0) +(VF(LO)(h, k) + 5 [h K] +o (I1n0IB).
2 3 0|k
ou ||-||, désigne la norme euclidienne, on a

3k

1
fa+h¢):k+ipzk]3h

+00Kmknﬂ):h+3hk+oﬁumknﬁy

Exercice 18.4 (Différentiabilité d’une fonction dépendant d’un parametre) *x

Soient @ > O et f la fonction définie par
£ IR R
eyl :
—— si (x,y) #(0,0)
(x,y) — VxZ +y?

0 si (x,y) =(0,0).

1

1
Q1 - Montrer que pour tout a > X f est continue en (0, 0). Que dire si @ < > ?

Q2 - Pour tout @ > 0, calculer les dérivées partielles (au premier ordre) de f en (0, 0).

Q3 - Montrer que pour tout @ > 1, f est différentiable en (0, 0).

1
Q4 - Que dire de la différentiabilité de f en (0,0) si > <a<1?
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Solution

1
Q1 - Soienta > 3 (x,y) € RZ\ {(0,0)}. Ona |x|, |y| < Vx2 + y2, soit alors

2a
_ |x|a|y|af - ,/x2+y2 _\/ﬁZ(y—l
=vVx-+y S

VR 22 (x5)—(0,0)

£ (x y)

1
car a > X f est donc continue en (0, 0).

,alors,sit > 0,o0na

NS

Sia<

1
V2
+00

2a 1

= —>
\/Et \/§t1—2a t—0

si «

[ =

SIEE ST

A

si «a
f n’est donc pas continue en (0, 0).

—> 0. De la méme

Q2- Si h # 0, alors f(h,0) = 0. On a ainsi 0 = 2

f(0,k) - f(0,0)

J(h,0) - f(0,0)
h

maniere, si k # 0, alors 0 = — 0. On a ainsi

k k—0
Of 0.0 = %% 0. 0) =
a(0,0) = Jy (0,0)=0

Q3 - Soienta > 1, (h, k) € R*\ {(0,0)}. On a donc

|hk|”
f(h k) = ——.
Vh? + k?
: of af o .
Puisque f(0,0) = O et 6_(0’ 0) = 6_(0’ 0) =0, f est différentiable en (0,0) si et
X y
seulement si
|hk|®

_ —
ViZ 1 (2° (hk)—(00)

Or, puisque ||, |k| < VA2 + k2, nous avons

hk|¥ 2(a-1)
L S < Vh2 + k2 — 0
VIE T (1)—(00

car @ > 0. f est bien différentiable en (0, 0).
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Q4 - Sia < 1, reprenons la condition de la question précédente. Sih =k =¢ > 0,0n a

= —_—>

1 .
e v

f n’est donc pas différentiable en (0, 0).

]
Exercice 18.5 (Optimisation) x*
On considere la fonction

f: R2 — R
(x,y) — (x-y)?*(1-x-y)

Q1 - Calculer le gradient de f.
Q2 - Montrer que I’ensemble des points critiques de f sur R” est {(z,),7 € R}.

Q3 - Pourtoutt € R, étudierlesignede f (¢t + h,t + k) — f(¢,1) lorsque (h, k) — (0,0)
et en déduire la nature des points critiques de f.

Solution

Q1 - est polynomiale, donc de classe C!. Son gradient est ainsi donné par
poly g p

Vi: R> — R?
(x,y) — ((x=y)(2-3x-y),(x=y)(=2+x+3y))

Q2 - Soit (x,y) € R? un point critique de f. R? étant ouvert, les points critiques annulent donc
le gradient. On a ainsi

(x-y)2-3x-y) =0

Viy) =0 = {(x—y)(—2+x+3y) =0

x=y =0 ou xX=y =0
x—-y =0 -2+x+3y = 0

ou X—y =0 ou 2-3x-y =0
-2+x+3y =0 -2+x+3y =0

— (x,y) €{(t,1),t € R} ou(x,y) = (%, %)
3x -y = =2

ou (x,y):(—l,—l)ou{ x o+ 3y = 2

— (x,y) €{(t,1),t e R} ou(x,y) = (%, %)

ou (x,y)=(-1,-1)ou(x,y) = (%, %)

— (x,y) €{(t,1),t € R}.
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. ) . .. 1

Figure 18.1: Surface représentant la fonction f. En rouge, les points critiques (¢, ) avec ¢t < 3
. : .. 1 .

(minima locaux), en vert, les points critiques (z,) avec t > 3 (maxima locaux) et enfin, en

. . .. 1
violet, le point critique (z, ) avec t = 5

De plus, si t € R, alors V£(t,1) = 0. L’ensemble des points critiques de f sur R? est donc
bien {(z,1),t € R}.

Q3 - Soientr € R, h,keR. Ona

ft+ht+k)—f(t,0)=(h-k)?*(1 =2t —h—-k).
N———
=0

Ainsi, le signe de f(¢ + h,t + k) — f(z,1) est le méme que le signe de (1 — 2t — h — k)
lorsque (h, k) — (0, 0).

1
- Sit< —,alors 1 =2t — h — k > 0 lorsque A et k sont suffisamment proches de 0.

Ainsi, f(t + h,t + k) — f(t,t) > 0 lorsque (h,k) — (0,0). (z,t) est donc un
minimum local de f.

1
- Sit = o —h—k change de signe selon les valeursde het k. Ainsi f(t+h, t+k)—f(t,1)

change de signe selon les valeurs de 4 et k (par exemple, négatif si i, k > O et positif
si h, k < 0). Ce c’est donc pas un extremum.

1
-Sit> 3 alors 1 — 2t — h — k < 0 lorsque / et k sont suffisamment proches de 0.

Ainsi, f(t + h,t + k) — f(t,t) < 0 lorsque (h,k) — (0,0). (z,t) est donc un
maximum local de f.
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Exercice 18.6 (Fonctions homogenes et théoreme d’Euler) %xx

Soit f : R2 — R une fonction de classe C!. On dit que f est homogene de degré r € R
si pour tous ¢ > 0, (x,y) € R2,

ftx,ty) =1 f(x,y).

Q1 - Montrer que, si f esthomogene de degré r, alors g_f; et g—]yp sont homogenes de degré

r—1.

Q2 - En déduire que si f est homogene de degré r, alors pour tout (x, y) € R?,

of of

x==(xy) +y==(x,y) =rf(xy).

0x ay

Q3 - Réciproquement, montrer que si f vérifie la relation précédente, alors pour tout
(x,y) € R?, lafonction F : t —> f(tx, ty) est solution d’une équation différentielle

que ’on précisera. En déduire que f est homogene de degré r.

Solution

Q1 - Soient? > 0, (x,y) € R%. Puisque f est homogene de degré r, on a f(tx,ty) = ¢ f(x, y).
En dérivant de chaque coté cette relation par rapport a x (ce qui est possible car f est de
classe C'), on obtient

af _ L Of
ta(tx,t)’) =1 ax (x,)’),
donnant ainsi
df _adf
ax (tx’ty) _t ax (-x’y)’

0 : .
donc 8_f est homogene de degré r — 1. De la méme maniere, en dérivant par rapport a y,
X

on obtient
6f r—1 af
— (7 ,t =t a ’ s
9y (1x,1y) 9y (x,y)
- oy . af
donnant ainsi ’homogénéité de degré r — 1 de 3
y

Q2 - Soit (x,y) € R2. Posons, pour tout ¢ > 0, F(t) = f(tx,ty). F estde classe C! (car f I’est
aussi). Puisque f est homogene, on a ainsi, pour tout r > 0,F(¢) = t" f(x, y), donc

F'(1) = rt" f(x, ).

De plus,
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0 0 Ql ,_1| @ 0
W ) + v () 2 [ ) + 92 () |
ox ox ox

F'(t) =
(1) =x o

En divisant par #"~! > 0, on obtient bein la relation souhaité

of

5y (8 =),

of
xa—(X, y)+y
X
et ce pour tout (x, y) € R2.
Q3 - Soit (x,y) € R% Pour tout # > 0, on a

Hy

0 0 1| 0 0 .
F'(1) = x—f(tx, ty) + y—f(tx, ty) = — tx—f(tx, ty) + ty—f(tx, ty)| = 2y ZF(t).
0x 0x t 0x 0x t

: o . 1 o
F est solution de I’équation différentielle y" — 7y = 0 sur R}. Ainsi, pour tout# > 0, on a

F(1) = F(1)e' ™ = ¢ f(x, y).

Puisque F(t) = f(tx,ty), f est donc homogene de degré r.

18.2 Différentiablilité: cas général

Exercice 18.7 (Composition avec une forme quadratique) *

Soit f : RY —s R? (o1 d € N*) une application différentiable sur R?. Soit I’application

g: RY — R
x +— R°

Montrer que g est différentiable sur R¢ est calculer sa différentielle.

Solution
Soit Q Iapplication définie sur R? et a valeurs réelles Q : x —> (x|x). Onadonc g = Q o f.

Six, h € R4, alors on a

Q(x + h) = Q(x) + 2(x|h) + [|1]]3,

ot ||-||, désigne la norme euclidienne. Q est donc différentiable sur R? et sa différentielle est
donnée pour tout x € R? par

do(x): RY — RA
h +— 2(x|h) "
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Ainsi, f étant différentiable sur R, par composition, g est également différentiable sur R¢ et sa
différentielle en x € R? vaut

dg(x) =d(Q o f) (x) = dQ(f(x)) o df(x).

Ainsi, pour tout x € R¢, dg(x) est donnée par

dg(x): RY — R4
h — 2(f(0)ldf(x)-h) "

18.3 Lien avec les équations aux dérivées partielles

Exercice 18.8 (Résolution d’une équation aux dérivées partielles) %x

On souhaite résoudre 1’équation aux dérivées partielles

af  of _
8x+e 0y

oul f est une fonction de classe C! sur R

Q1 - Montrer que I’application

o: R — R?
(u,v) +— (u,e" +v)

est une bijection de classe C'.

Q2 - On fait le changement de variable

X = u
y = € + v’
On pose, g = f o ¢, i.e. pour tout (u,v) € R?, g(u,v) = f(x,y) = f(u,e" +v).

0
Montrer que a—g(u, v) = 0 et en déduire f.
u

Q3 - Montrer que f est bien solution de 1I’équation aux dérivées partielles.

Solution

Q1 - ¢ est bien de classe C', par régularité de la fonction exponentielle et linéaire puis par
somme. De plus, si (x,y), (u,v) € R2, alors

(x,y) =¢(u,v) & {

<= ] < =
Q
<
—+
<

= |
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Q2 -

Q3 -

Introduisons alors 1’application ¢ définie par

/g RZ — R2
(x,y) — (x,y—e") "’

Soient (x, ), (u,v) € R%. Ona

(WOSD)(M,V) :W(M,eu"‘V) = (u’eu_i_v_eu): (M,V)

et

(poiy) (x,y) =p(x,y—€") = (x,e" +y—e) = (x,Y).

Ainsi,on a ¢ oy = ¢y o ¢ = Idg2. ¢ est donc une bijection de réciproque ¢ (elle-méme
de classe C1).

Par composition, g est bien de classe C? sur R?. De plus, pour tout (u,v) € R?, la régle
de la chaine assure que

g

E(u, V) =

9f
ox

of
dy

af
ox

af

el +v) + " —
(u,e" +v)+e P

(u,e" +v) = (x,y) +e*—=—(x,y) =0.

g étant de classe C!, il existe F € C'(R,R) telle que, pour tout (u,v) € R?n g(u,v) =
F(v).

Ainsi, pour tout (x,y) € R?, f(x,y) = F(y — &%).

Soit F : R — R une fonction de classe C'. Soit (x, y) € R2. Posons f(x,y) = F(y—e*).
f est bien de classe C! sur R? et

af

—(x,y) + exa—f(x,y) =—¢"F'(y—¢e')+e'F(y—¢*) =0.
0x oy

f est bien solution de I’EDP demandée.
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Exercice 18.9 (Laplacien d’une fonction radiale) x x %

Soient f € C2(R%,R) et g définie par

g: R°\{(0,0,0} — R

(x,9,2) — f (\/x2 +y2 + z2)

0 9?
Q1 - Montrer que g est de classe C2 sur R3 \ {(0,0,0)} puis calculer % et a—g
5
0? 02
Q2 - En déduire - et _g
dy? 072

Q3 - On pose r = yx2 + y2 + z2. Montrer que pour tout (x,y,z) € R?\ {(0,0,0)},
174 2 ’
Ag(x,y,2) = f7(r) + —f'(r).

Solution

Ql- (x,y,2) — Vx2 +y2 + z2 est de classe C? sur R? \ {(0,0,0)} et f est de classe C? sur
R*. Par composition, g est donc de classe CZ sur R* \ {(0,0,0)}.

Soit (x,y,z7) € R3. Ona, par dérivation d’une composée,

9 [\/xz 24 Zz] 7 (\/xz PN Zz)

ox
x 4
—_ f (\/xz +y2 + zz) .
VxZ+y?+ 22

De plus, en utilisant la dérivée d’un produit et d’'une composée, on a

dg
a(x’ Y, Z)

d%g 0 X 73
ﬁ(x,y,z) - 6_x[,/x2+y2+zz f( Yy +Z)

X 0
- - @ - 2 2
+ max[f (\/x +y +z

- 3 f’ x2 + y2 +zz)

VZiy+ 2 m

X2
+ —zf”(\/x2+y +z)
Vx2 + y2 + 72

2 2
+
= y—z3f/ (‘/x2+y2 +Z2)
VX2 +y2 + 22
2
+ —zf”(\/x2+y +z)
VX2 +y2 + 22
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Q2 - Par symétrie des roles joués par y et z, on a pour tout (x, y,z) € R*\ {(0,0,0)},

d°g x? + 72
ﬁ(X,y,z) —3f’(\/x2+y2+22)
Yy 2 + y2 + 22
32
+ —zf” (\/x2+y2+z2).
Vx2 + y2 + 72
2

2,2
%g(x, ) = X (Ve )
VX2 +y2+ 22
2
+ —f (\/x2 +y2+ zz) :
VX2 +y2 + 22

Q3 - Soit (x,y,z) € R*\ {(0,0,0)}. Ona

2 2 2
8 9°g 9°g
a2 %A+ 9y (x,3,2) + 275 (%.3,2)

Ag(x,y,2)
2 2 2
= S0+ S0

= 2.

18.4 Différentiabilité et polynomes

Exercice 18.10 (Différentielle d’une intégrale de polyndmes) %

Soient n € N, E = R, [ X] I’espace des polyndmes de degré au plus n, que 1’on munit de
la norme ||P|| = Sup |P(¢)|. Soit I’application ¢ définie par
te[0,1]
¢p: E — R
1
P / P(1)%dr
0

Montrer que ¢ est différentiable sur E et calculer sa différentielle.

Solution
Soient P,H € E. Ona

¢(P+ H)

1 1
#(P) +3 /0 P()*H(r)dr + /0 3P()H(1)? + H(1)dt

1
o(P) +3 /0 P’ H()dr + ||HI (H),
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ou, pour tout H € E,

e(H) = 1 / 13P(t)H(t)2+H(t)3dt
~IHI Jo '

D’apres I’inégalité de la moyenne, on a

1 1
le(H)| < mfo 3P(0)H(t)” + H(1) | de < 3||P|| - [|H|| +||HI*.
Donc £(H) IIHT . 0, donc @ est différentiable en P et sa différentielle en P est donnée par

d¢(P): E — R
1
H — 3 P(t)2H(t)dt.
/0 (2H(1)dr

18.5 Matrices et différentiabilité

Exercice 18.11 (Différentielle du déterminant et formule de Liouville) »x

Q1 - Soit n € N*. Justifier que I’application det : M, (R) — R est de classe C' sur
M, (R). Calculer ses dérivées partielles.

Q2 - En déduire la différentielle du déterminant.

Q3 - On considere I’équation différentielle Y'(z) = A(2)Y(¢), o0 A : R — M, (R) est
une application continues a valeurs matricielles. On suppose que toute solution de
cette équation différentielle est définie sur R.

On considere le Wronskien défini par

W: R — R
t — det[Y(0)]--- Y (0)],

ouYy,---,Y, sont des solutions de I’équation différentielle. Montrer la formule de
Liouville: pour tout 7 € R,

Tr[A(s)]ds
W(t):W(O)e/O A )

Solution

Q1 - det est polynomiale en les coeflicients de la matrice. Ainsi, ¢’est bien une application de
classe C! sur M, (R).

De plus, si i € [[1,n]], alors, d’apres le formule des cofacteurs, on a, en notant A =
(ai,j)1<i,j<n puis en développant selon la ligne i,
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n

det(A) = Z aii (=1 Ai,

k=1
avec, pour tout k € [[1,n]],
al e ait k-1 at k+1 Tt Al.n
A _|4i-11 o 4i-1k-1 4i-1,k-1 Qi1
i,k — .
ai+1,1 0 Ai+lk-1 Ai+l,k-1 °°° Git+ln
anp,1 e An k-1 An.k+1 v Ap.n

Soit j € [[1,n]]. Le coeflicient a; ; n’apparait dans aucun des A, x pour tout k € [[1,n]],
donc on a

0 (det)
5al~,j

(A) = (-1)™ A;j = [Com(A)];,

ou Com(A) est la comatrice de A.

Q2 - det étant de classe C' sur M,, (R), elle y est donc différentiable, et sa différentielle est
donnée, pour tout A € M, (R), par

dden(y = 3 DY gy

1<i,j<n L]

o, pour tout i, j € [[1,n]] E;; est la matrice élémentaire d’indice (7, j) (0 sauf en le
coefficient d’indice (i, j)), et E ;est la forme linéaire donnée par

EZJ.: M, (R) — R
A= (aij)i<ij<n + aij.

On a donc, pour H € M, (R),

d(det)(A) - H

0(det) .
D, p (AE(H)

1<i,j<n bJ
= > [Com(A)];, Hi,
1<i,j<n

Tr [Com(A)TH]

Q3 - Soit r € R. Posons ®(¢) = [Yi(#)]|---|Yn,(r)]. Ona W:R 2, M, (R) g R, i.e.
W = deto®. Ainsi, d’apres la regle de la chaine, on a
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W) = A @) [0y = S [Com(@)],, (¥ (0],
1<i,j<n bJ 1<i,j<n
= Tr Com(d)(t))Td)’(t)]

|
PP Tr [Com(@(1))T A(DD(1)] = Tr [A(1)®(r)Com(d(r))" ]
[

= Tr[A(t)det(®(r))] = Tr[A(¢)] det(D(¢)).

W est donc solution de 1’équation différentielle W’ = Tr[A(z)]W. Par intégration, on en
déduit immédiatement la formule de Liouville.

Exercice 18.12 (Différentielle de I’inverse) %%

Soientn € N* et A € GL,(R) et ||-|| une norme matricielle sur M,, (R), subordonnée a
une autre norme.

. . s . _1 b e
- n 9
Q1 - Montrer que si H € M, (R) est une matrice vérifiant ||A H || < 1, alors la série

+00

Z(—l)k (A~'H)* converge et I,+ A~' H estinversible d’inverse Z(—l)k(A‘lH)k.
k>0 k=0

Q2 - En déduire que I’application

f: GL,(R) — GL,(R)
X — X!

est la différentiable en A et calculer sa différentielle (toujours en A).

Solution

Ql- Soit N eN.Ona

N N ‘
DR AT | < [l ml
k=0 k=0

Or, ||A‘1H || < 1, donc la série Z(—l)k(A_lH)k converge absolument, donc converge

k>0
dans M,, (R), qui est un R-espace vectoriel.

De plus, on a
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N N N
I+ A7 H) Y (=DMAT Y = Y (DR AT + Y (=D (aT
k=0 k=0 k=0

N+1

N
= L+ ) (D" AT+ ) (DA R
k=1 k=1

A7'H||I<1
= L+ (DNt A

N—+o0
De la méme maniére, on a
N N N
(Z(—1>k<A-1H>k) (h+A7'H) = Y (-D*(ATH)* + ) (-D* (AT H)*!
k=0 k=0 k=0

A™'H||<1
I, + ()N (A~ v A ZHI<

N—>+0c0

Ainsi, I, + A~'H est inversible et

(- (AT H)

M=

(I,+ A7'H)™! =

>~
Il
(=]

Q2- Ona

FA+H) =(A+H)™" = [A(L, + A7 H)| "' = (I, + A" H) A7,

D’apres la formule d’inversion de la question précédente,

f(A+ H)

+00

Z(_l)k(A—lH)kA—l

k=0

= A'—AT"HA™ + ||H||e(H),

1 +0o0
ol e(H) = Z(—l)k(A‘lH)kA‘l. Or, si N € N\ {0, 1}, alors
k=2

|H| £
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1
|| H]|

N

N
Z(_l)k(A—lH)kA—l
k=2

A7 & A H
A H||
I|H|| ,;

HATYL 2 N ok
Il |~ H||” " A7 H]|
k=0

N

N

-113 = —1 Ik
1A PHN Y A7 H]|
k=0

[|A~1H]||<1 ~ ¥ - X
< NATPIAEN D lAT H|
k=0
_ AP
S 1-lATH|]

Onadonc e(H) H—>0 0. Donc f est différentiable en A et sa différentielle en A est donnée
par

df(a): M,(R) — M, (R)
H +— -AT'HA™.
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Chapitre 19

Algebre Générale

19.1 Groupes

Exercice 19.1 (Matrice et groupe cyclique) *

Soient n € N*. On introduit la matrice A € M,, (C) égale a

0 1 (0)

el
©) . 1
1 0

Q1 - Calculer le polyndme caractéristique de A. En déduire ses valeurs propres, si elle
est diagonalisable et si elle est inversible.

Z
Q2 - Montrer que le groupe G = {Ak, k € Z} est cyclique et isomorphe a 7
n

Solution

QI - Soit y4 le polyndme caractéristique de A. On a

X -1 (0) -1 (0)
Y = ' oy g coyren| X
0 . -1 Lo
-1 X (0) X -1

(7]
X" + (_1)n+2(_1)n—1

n—1

X”—l:l_[(X—eZiT”).

m=0

Les valeurs propres de A sont les racines n—iemes de 1'unité. x4 est scindé a racines
simples, donc A est diagonalisable. De plus, les valeurs propres étant toutes non nulles,
A est inversible.
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Q2 - G est un groupe monogene avec pour générateur la matrice A. De plus, puisque A" = [,
(d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton), G est cyclique, d’ordre inférieur ou €gal a n.

De plus, le polyndme minimal de A est bien X" — 1 (car y4 est scindé a racines simples),
donc n est bien le plus petit entier k € N* tel que A* = I,,.

. o . . Z
A est donc d’ordre n, donc G est de cardinal n, ainsi, G est isomorphe a A
n

Fin de preuve alternative: Les valeurs propres de A sont ezme, pour m € [[0,n — 1]].
On peut donc montrer que les valeurs propres de A¥ coincident avec celles de A si et
seulement si k = n, ce qui implique que A" = A si I’on utilise la diagonalisabilité.

Exercice 19.2 (Sous-groupe normal) x

Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. On dit que H est un sous-groupe normal
(ou distingué) de G et on note H < G si et seulement si pour tous h € G, g € G,
ghg™' € H.

Q1 - Montrer que si G est commutatif, alors tout sous-groupe de G est normal.
Q2 - Soient K =R ouC, n € N*. Montrer que SL,(K) <« GL,(K).

Q3 - Soit A, le sous-groupe de S, (groupe symétrique d’ordre n) constitué des permuta-
tions de signature 1 (on rappelle que la signature € : S,, — {+1} est un morphisme
de groupe). Montrer que A, < S,,.

Q4 - Montrer que pour n € N\ {0, 1}, onn’a pas O,(R) < GL,(R).

N . o . -1
Indication: On considérera le cas n = 2 ainsi que les matrices A = [1 0 ] et

oo ]

Solution

Q1 - Supposons que G est commutatif. Soient H un sous-groupe de G, h € Het g € G.
Puisque G est commutatif, H ’est également et on a ainsi ghg™! = hgg™' = h € H.

Q2 - Soient A € SL,(K), B € GL,(K). Par multiplicativité du déterminant, on a

det(BAB™') = det(B) - det(A) - det(B)™" = det(A) = 1,
donc BAB™! € SL,(K).

Q3 - Soient7 € A,, 0 € §,. La signature étant un morphisme de groupe, on a
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e (0"1‘0‘_1) =e(o)-e(ne(o) ' =e(r) =1,
donc oro! € A,,.

Q4 - Soient A = [(1) _01} etB = [(1) i] A € 03(R) et Be GLy(R). On adonc

e B e S e e B e

BAB™! n’est pas orthogonale (ses deux colonnes ne forment pas une base orthonormée
de R?) donc 0, (R) n’est pas normal dans GL,(R).

Pour montrer le cas général avec n > 3 quelconque, on considere les matrices diagonales
par blocs

_ A |02 B B | 0242
€= [ On22 | In—2 ] b= [ On-22 | In—2 ] '

un produit matriciel par bloc assure que les deux premiéres colonnes DCD ™! ne sont pas
de produit scalaire nul, ce qui montre le cas général.

Exercice 19.3 (Un nouveau groupe) *%

Soient G un groupe, M un ensemble, f : G — M une application bijective. On pose,
pour tous x,y € M,

cxy=f (@),

Q1 - Montrer que (M, %) est un groupe.

Q2 - On pose, pour tout x € R,

O = —|x|% si x<0
|x|% sio x>0
On pose, pour tous x,y € R, x®y = (\3/)7 + \3/§)3 Montrer que (R, ®) est un
groupe.
Solution

QI - Soientx,y,z € M. Montrons que M muni de la loi % est un groupe.
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- Associativité de *.

xk(xd) = f( @ e*o)
= (et orte)
(Fe(rer) (M or@)
PEE (@ (£ o0 @)
(M @rim) o)
(o) (Mo e) @)
= (e m) o)
= r(Fernso)

el = f( @ )

De plus,

oxkx = F(F )
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- Inverse pour *. Posons, pour x € M,x™! = f (f~1(x)7}).

Flrteor ()
= et (s (o)
1

@ (ter) (@)
Fr@r ™)
= fg)

= Iy

De plus, on a

) o)
= (@) )
F((F e r) (@) o)
q

Fr@ ' w)
/(1)
= Iy

Ainsi, (M, %) est bien un groupe.

Q2 - En prenant f : R — R la fonction cube, on a bien une bijection, de réciproque égale a
v-. (R, +) étant un groupe, on pose, pour tous x, y € R,
- - 3
xoy=f(f1@+ ) = (F ).

Ainsi, (R, @) est bien un groupe.

Maxime BOUCHEREAU 229 2025-2026



Colles - MP

Exercice 19.4 (Un morphisme de groupes entre matrices) * x x

Soient n € R, G € M,, (R) un groupe (pas forcément un sous-groupe de GL,(R)) non
réduit a la matrice nulle.

Q1 - Soit E la matrice correspondant a I’élément neutre de G. Montrer qu’ils existent
P eGL,(R), r € N* tels que

I, 0

=ll _ |1

P EP = [O 0] .

Al A
Az Ay
décomposition en blocs a la méme forme que pour la forme réduite de E) et
P € GL,(R) est la méme matrice que celle utilisée dans la question 1. Montrer
que les blocs Aj, Az et A4 sont nuls.

Q2- Soit A € G. On écrit P'AP = ] ol A; est un bloc de taille » X r (la

On notera dorénavant, pour toute matrice A € G, (P7'AP) [r].= A, pour indiquer
que I’on extrait le bloc supérieur gauche de taille  x r de la matrice P"'AP .

Q3 - Soit ¢ I’application définie par

¢: G — GL,(R)
A +— (Plap)l,

Montrer que ¢ est bien définie et que c’est un morphisme de groupes. En déduire
que G est isomorphe a un sous-groupe de GL,(R).

Solution

Q1 - E est I’élément neutre de G. Ainsi, on a E> = E. E est donc une matrice de projection.
Ainsi, ils existent » € N* (r > 0 car sinon E serait la matrice nulle) et P € GL,(R) tels
que

P'EP = [I’ 0].

0 0

Q2 - Puisque E est I’élément neutre de G, on adonc AE = E = EA, soit, en termes de blocs,

Ay Ax| |1, O A1 Az _ Al A
Az A4l |0 Of Az A4l Az Ayl
Ainsi, en réalisant le produit matriciel (par blocs), on obtient

_ [Al Az] -

I, 0
0 0

Al Ay

Az O 0 O

A 0
A; Ay

Ainsi, les blocs Ay, A3 et A4 sont nuls.
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Q3 - Montrons que ¢ est bien définie, i.e. pour tout A € G, p(A) € GL,(R). Soit A € G. 1l
existe donc B € G tel que AB = BA = E. Ainsi, on a

I, = ¢(E)=¢(AXB)

(5 1 )

]
_ |AiBr O plr]
_ [ / O] _ Alp

¢(A) X ¢(B).

Un raisonnement similaire assure que I, = ¢(B) X ¢(A). Ainsi, ¢(A) est bien inversible
d’inverse ¢(B), ¢ est bien définie.

De plus, en étendant le raisonnement précédent au cas ou A, B € G sans forcément avoir
AB=BA =E,onagp(AXB)=¢(A) X ¢(B). ¢ est donc un morphisme de groupes.

Soit A € G tel que ¢(A) = I,. On a donc P AP = [0 0

L 0], soit alors

I, 0

a=rl b

] P~! = E. ¢ est donc injectif.

Ainsi, ¢ : G — Im(¢p) est donc injectif et surjectif, c’est donc un isomorphisme entre G
et Im(¢), qui est un sous-groupe de GL,(R).

19.2 Anneaux

Exercice 19.5 (Systeme de congruence) *

Résoudre les systeémes de congruences suivants:

x = 1 [19] x = 7 [12] x = 3 [11]
Ql'{x = 12 [27] QZ'{x = 2 [53] Q3'{x = 11 [47]
Solution
Ql- Ona
x = 1 [19] x = 39 [19] 19A27=1 B
{lez [27]<=>{x539 127] — x = 39 [513].

L’ensemble des solutions est donc {39 + 513k, k € Z}.
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Q2- Ona

35 (121 12835t 55 (636 .

X
X
L’ensemble des solutions est donc {55 + 636k, k € Z}.

Q3- Ona

58 [11] 11a47=1 B
58 [47] — x = 58 [517].

E

L’ensemble des solutions est donc {58 + 517k, k € Z}.

Exercice 19.6 (Tout anneau integre fini est un corps) *x

Soient (A, +, X) un anneau commutatif inteégre finieta € A \ {0}.

Q1 - Montrer que I’application

est un automorphisme du groupe (A, +).

Q2 - En déduire que A est un corps.

Solution

Q1 - Soientx,y € A.Ona¢,(x+y)=alx+y) =ax+ay = ¢,(a) + ¢,(y). ¢, est donc un
morphisme de groupe.

Soit x € Ker(¢,). On a donc ¢,(x) = ax = 0. Puisque A est integre, a = 0 ou x = 0.
Comme a # 0, x = 0. Ker(¢,) = {0}. ¢, est donc injectif, et méme bijectif puisque
défini entre deux ensembles de méme cardinal fini (en fait le méme ensemble).

Q2 - ¢, étant bijectif, il est en particulier surjectif. Ainsi, il existe x, € A tel que ax, = 14, et
méme x,a = 14 puisque A est commutatif.

Tout élément @ € A \ {0} est donc inversible, A est donc un corps.
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Exercice 19.7 (Une équation du second degré dans un anneau non inteégre) %

— yA
Q1 - Montrer que I’équation x> — 10x + 3 = 0 avec x € 2z est équivalente au systeme

y2+Zy+3=O,y€%
2 + 2z = 0 ,ze53

— Z
Q2 - En déduire les solutions a ’équation x> — 10x + 3 = 0 dans ——

21Z°
Solution
Q1 - Puisque 21 =3x7et3 A7 =1, le lemme chinois assure que Z Z X On a ainsi
- uisqu = =1, 1 u ue — ~ — —
d Wz~ 727 32
— Z x2 - 10y + 3 = 0 ,xe=
2 y ,
—10x+3=0,x € — _ Z 7Z
o =2z {x2—10x+3:0,x€%
2 1 2 yA
v+ 4y + 3 =0 ,ye
= { ) 5 _ 0 712

) A
Q2 - Tout d’abord, on a, pour y € T

y2+4_1y+§:0 — (y+§)2—T:O
— ye{—l,—3}
= ye{é_l,g}.

Z
De plus, pour z € 37

On a donc

x = 4 [7] x = 6 [7]
{x = 0 [3] Ou{x = 0 [3]
x = 4 (7] x = 6 [7]
Ou{x = 1 [3] Ou{x = 1 [3]
x = 18 [7] x = 6 [7]
= x = 18 [3] ou Y = 6 [3]
x = 4 [7] x = 13 [7]
oux54[3]0ux513[3]
Lemme chinois - _
= xe{4,6,13,1}
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Exercice 19.8 (Morhpismes de groupes commutatifs)

Soit (G, +) un groupe commutatif. Soit M (G) I’ensemble des morphismes de groupes
G — G. On munit M (G) des deux lois suivantes:

- @: Pourtous f,g € M(G), f @ g est donné par

feg: G — G
x — fx)+g(x)

- o: La composition, donnée pour tous f,g € M(G), par

fog: G — G
x — f(gx)

Montrer que (M (G), &, o) est un anneau.

Solution
Soient x € G et f,g,h € M(G). Montrons les différentes propriétés que doivent vérifier un
anneau:

Associativité de &:

FoEem @) = [+ (e =)+ +h)
Gl (f(x) +g(x)) + h(x) = (f @ g) (x) + h(x)
= (fegeh (x).

Commutativité de &:

G com_mutatif

(fegx)=f)+gx) " =" g+ fx)=(ge[f)x).

Neutre pour @: soit Og : G — G ’application constante égale a 0, ou O est le neutre de
(G,+). On adonc:

Og®f)(x) = 0 +f(x)=0+f(x)
PR )40 = f(@) +06()
= (f©05) ().

Inverse pour &: soit —f : G — G donnée pour tout x € G par —f(x) (existence de
I’inverse pour tout élément de G).

Inverse sur G

(fe =Nk = fO)+(NHE)=f)-f(x) 0.
((—f) @ f) (x) (=) (x) + f(x) = —f(x) + f(x) InVersgsurG 0.
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- Associativité de o:

(folgom)® = Flgoh (@)= F(ghk))
Composmogassocmtlve (f og) (h(x)) _ ((f o g) o h) (x)

- Neutre pour o: Soit Idg : G — G I’application identité.

(foldg) (x) = f(ldg(x)) = f(x) =1Idg (f(x)) = (Idg o f) (x)

- Distributivité de o sur @:

(f@eg)oh)(x) = (f @) (h(x)) = f(h(x)) + g(h(x))
= (foh) (x)+(goh)(x)=((foh) ®(goh) (x).
(fe(ge@h) (x) = f((g@h) (x) = f(g(x)+h(x))

f: morphisme

= F(g(x) + f(h(x)) = (fog) (x) + (f o h) (x)
= ((fog)®(foh) (x).

Exercice 19.9 (Etude d’un anneau) x % x

On consideére 1’ensemble

Z[iV7] = {a +ibV7,(a,b) € ZZ} :
On considere également 1’application N définie par

N: Z[iV] — R,
Z — 7z = 7]
Q1 - Montrer que Z[iV7] est un anneau commutatif.

Q2 - Montrer que N est a valeurs dans N et que pour tous z1,z2 € Z[iV7], N(z122) =
N(z1)N(z2). En déduire I’ensemble des inversibles de Z[iV7].

Q3 - Montrer que I’ensemble [ := {(1 + i\ﬁ)u +2v, (u,v) € Z[i\ﬁ]z} est un idéal de
Z[iV7].

Q4 - Montrer que I n’est pas principal.
Indication: On suppose que I est principal, i.e. I = (w). En notant que 1 + iv7

et 2 appartiennent a I puis en calculant leurs normes, que peut-on en déduire sur
N(w) puis sur w ?

Maxime BOUCHEREAU 235 2025-2026



Colles - MP

Solution

Q1 - Montrons que Z[iV7] est un sous-anneau de C. Soient z1, z» € Z[iV7]. Ils existent donc
ay,az, by, by € Ztelsque z; = aj + ib]ﬁet 2 =ap+ ibzﬁ.

0=0+0-iV7 € Z[iVT].
- 21— 22 = (a1 — az) +i(by — ba)VT € Z[iVT].
1=1+0-iV7 e Z[iVT].

2122 = (a1 +ibiVT) (a2 + ibaVT) = (araz = Tb1by) + i(a1ba + azb)VT € Z[iVT].
De plus, Z[iV7] € C donc la multiplication commute.

Donc Z[iV7] est un sous-groupe de C pour I’addition, contient 1 et est stable par multi-
plication. C’est donc un sous-anneau de C, donc un anneau.

Q2- Soit z € Z[iV7]. Ils existent donc a,b € Z tels que z = a + ib\V7. On a ainsi
N(z) = (a +ibV7)(a - ibVT) = a®> + 7b*> € N. De plus, soient z1,z, € Z[iV7]. La
multiplicativité du module assure que

N(2122) = lz122]* = (z1llz2])? = [z1P[z2)* = N(z1)N(22).
Soit z € Z[iV7]*. 1l existe w € Z[iV7] tel que zw = 1. Donc, en appliquant N, on a

N(z)N(w) = N(1) = 1. Donc, puisque N est a valeurs dans N, on a N(z) < 1, soit en
fait N(z) = 1. Donc z = +1.

Réciproquement, si z = +1, alors 2=1,donc z € Z[i\ﬁ]x.

On a ainsi
Z[iVT]* = {-1,1}.
Q3 - Montrons que I est un idéal de Z[iV7].
- En prenant u = v = 0, on a bien 0 € I. Soient z;,z2 € I. Ils existent donc

ui, Uz, vi,va € Z[i\ﬁ] tels que z; = (1 + i\ﬁ)ul +2vietzy = (1 + i\ﬁ)uz + 2v,.
Puisque Z[iV/7] est un anneau, il est stable par soustraction. On a ainsi

21—z = (1+iVT)(uy —u2) +2(vi —vy) € I.

- De plus, si a € Z[iV7], alors, comme Z[iV7] est un anneau (donc est stable par
multiplication), on a ainsi

azi = (1 +iVT)(aur) + 2(aun) € Z[iV7].

I est donc un idéal de Z[iV7].
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Q4 - Supposons que [ est principal, i.e. I= {ww,WEZ[i\ﬁ]} pour un certain

w € Z[i\ﬁ]. Puisque 1 +iV7,2 €1,0on peut donc écrire 1 +iV7 = wiw et 2 = wyw, avec
w1, ws € Z[iV7]. En appliquant N, on a N(w;)N(w) = 8 et N(w1)N(w) = 4.

Puisque N est a valeurs entieres positives, on a donc N(w)|4, 8, i.e. N(w) € {1,2,4}.

- Si N(w) = 1, alors w = +1 et donc I = Z[iV7]. En particulier, 1 € I, donc ils
existent ay, az, b1, by € Z tels que

1= (1+iVT) (a1 +ib1V7) + 2(as + iba V7).

En identifiant les parties réelle et imaginaire, on aboutit a ce systeme

a1+2a2—7b1:1
by + a1 + 2b, =

En prenant ces équations modulo 2, on a

a; + b
a; + b

1

0 [2] -
ce qui conduit a 1 = 0[2]. Cette congruence étant impossible, on ne peut pas avoir
w=1.

- Si N(w) =2, alors, en écrivant w = & +ifV7, avec a, B € Z,on a N(w) = a* + 782
Si B = 0, alors @ = 2, ce qui est impossible car a est entier. Si |8] > 1, alors
5=a’+78%> a®+7,soit @®> < =5, ce qui est impossible. Donc on ne peut pas
avoir N(w) = 2.

- Si N(w) = 4, alors w = +2, et donc I = {2w,w € Z[i\ﬁ]}. En particulier

1 +iV7 € I, donc il existe w; € Z[iV7] tel que 1 +iV7 = 2w;. En appliquant N,
ona8 =4N(wp),donc N(w;) = 2. Or, on a vu précédemment qu’il n’existe aucun
w1 € Z[iV7] tel que N(w;) = 2. Donc N(w) ne peut pas étre égal 2 4.

Ainsi, aucune valeur de w ne convient. I n’est donc pas principal.

19.3 Factorisation de polynomes

Exercice 19.10 (Produit de polyndomes irréductibles dans R [ X]) %

Factoriser le polyndme P = X% + X + X* + X3 + X2 + X + 1 en un produit de polyndmes
irréductibles dans R[X]

Solution
On sait que (X — 1)P = X’ — 1, donc, d’apres les propriétés des racines 7—iémes de ’unité, on a
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6

(X-1)P = ]_[(X—ez"#)

k=0
= (X—l)(X—eZiTn) (X—e4i7_n) (X—eéiT”) (X_egiT”) (X_el%) (X—el#).

2im 4in 6im i 10i 12im
P = (X—eT) (X—eT) (X—eT) (X—eT) (X—eT) (X—eT).

Ce produit correspond a un produit de polyndmes irréductibles dans C[X]. Pour avoir un
produit de polyndmes irréductibles dans R[ X ], on va regrouper les paires de racines conjuguées
entre elles., donnant ainsi

2in 12in 4in 10i 6in 8in
P o= (x—e) (x - (x - ) (x - o) (x - ) (x - )

Exercice 19.11 (Produit de polyndomes irréductibles dans Q [ X]) x*

Soit le polynome P = X° + 3X* - 3X3 - 7X? - 6.
Q1 - Réaliser la division euclidienne de P par X> — 3.

Q2 - On suppose que X + 3X? + 2 admet une racine dans Q, que 1’on note r = B, avec
q

p€Z,qgeNetpAg=1. Montrer que g divise p>.

Q3 - Montrer que r est entier. En déduire que X> + 3X? + 2 n’admet pas de racine dans

Q.

Q4 - En déduire une factorisation de P en polyndmes irréductibles dans Q[ X].

Solution

Q1 - Réalisons notre division euclidienne

X +3X*-3x3-7x* -6| X*>-3
- X +3x3 X3 +3X%+2
3x4 -7X* -6
- 3x* +9Xx2
+2X> -6
-2X2 +6
0
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Q2 -

Q3 -

Q4 -

Onaainsi P = (X% - 3)(X> +3X? +2).

Sir € Qest une racine de X3 +3X? +2, alors > + 3r? + 2 = 0, soit, en multipliant par ¢°,

p> +3gp? +2¢° = 0. Puisque g divise 3gp? + 2¢° et p> = =3qp? — 24>, alors g divise
3

P

Comme p A g = 1, le lemme de Gauss assure que ¢ = 1, donc r = p € Z. On a ainsi
p> +3p% +2 =0, donc, puisque p divise p° + 3p?, il divise 2 = —p> — 3p>. Donc
p € {-2,-1,0,1,2}. Or, le polynome X3 +3X? + 2 vaut respectivement 6,4, 2, 6,22
lorsqu’il est évalué en -2, -1, 0, 1, 2, donc il n’admet pas de racine.

X3 +3X?+2estde degré 3. Il n’admet pas de racine dans Q, donc ne peut pas étre factorisé
en deux polyndmes de degré plus petits (1 et 2) dans Q[ X]. Il est donc irréductible dans

Q[X].

De plus, le polyndme X2 — 3 n’admet pas de racine dans Q (dans R, ses deux racines sont
—V3 et V3, mais V3 est irrationnel), il est donc irréductible dans Q[X] (on ne peut pas le
factoriser en un produit de deux polynomes de degré plus petit, i.e. 1 et 1).

Ainsi, la décomposition en produit de polyndmes irréductibles de P dans Q[ X] est

X 43X -3X°-7X%—6=(X*-3)(X}+3X*+2).
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Chapitre 20

Exercices Concours

20.1 Niveau 1 (CCINP - Mines-Télécom)

Exercice 20.1. (D’aprés CCINP 2023 -MP)|v]
Soit A, B € M,, (C) vérifiant AB — BA = B.
1 - Montrer que Yk € N, AB* — B¥A = kB*.

2 - Montrer que VP € C[X], AP(B) — P(B)A = BP'(B).

3 - En considérant I’endomorphisme ¢ de M, (C) défini par ¢(M) = AM — M A, montrer
que B est nilpotente.

4 - Montrer que Vk € N, B¥ Xék) (B) = 0 et retrouver que B est nilpotente.

Exercice 20.2. (D’aprés CCINP 2025 - MP)[v|

0 2 -1
On considere la matrice A = [-1 3 —-1| € M3(R).
-1 2 0

1 - Montrer que A n’admet qu’une seule valeur propre que I’on déterminera.
2 - La matrice A est-elle inversible ? Est-elle diagonalisable ?
3 - Déterminer, en le justifiant, le polyndme minimal de A.

4 - Soitn € N. Déterminer le reste de la division euclidienne de X" par (X — 1)? et en déduire
la valeur de A”".
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Exercice 20.3. (D’apres CCINP 2025 - MP)[v|

1 - Rappeler I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev
2 - Soit (¥},,) une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi et telle que Vn € N,
Y, € L?>. On pose S, = ZYk.
k=1
V()

Sn
> _E[Y] v
na

n

Prouver que Va €]0, +oo[, P (

>a)<

3 - Application: On effectue des tirages successifs, avec remise, d’une boule dans une urne
contenant 2 boules rouges et 3 boules noires. A partir de quel nombre de tirages peut-on
garantir a plus de 95% que la proportion de boules rouges obtenues restera comprise entre
0.35et0.457?

Indication: considérer la suite (Y;) de variables aléatoires de Bernoulli ou Y; mesure
’issue du /'®™ tirage.
g

Exercice 20.4. (D’aprés CCINP 2025 - MP)[v|

+00
Soit Z a, une série absolument convergente a termes complexes. On pose M = Z la,|.
n=0

On pose: Vn € N, Vt € [0, +oo[, f,(t) = e,

1 - (a) - Justifier que la suite (a,) est bornée.

(b) - Justifier que la série de fonctions Z f» converge simplement sur [0, +oo[.
+00

On admettra, pour la suite de 1’exercice, que f : t — Z fu(t) est continue sur [0, +oo[.
n=0

2 - (a) - Justifier que, pour tout n € N, la fonction g, : t —> t"e ™" est intégrable sur [0, +oo[
+

+00 o0
et calculer / gn(t)dt. En déduire la convergence et la valeur de / | f(2)] de.
0 0

400 [ +O0 n +00
ant" _,
(b) - Prouver que / —e ' |dt = a.
Exercice 20.5. (D’apres Mines-Télécom 2022 - MP)|v]
. 1 -1
Soit A = [2 4 ]

1 - Donner, Vn € N, A",

2 - A est-elle inversible ? Si oui, donner Vn € Z, A".
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Exercice 20.6. (D’aprés Mines-Télécom 2022 - MP)[v|

On pose Vx € D, f(x) = Z (=1)"

n=1

x+n’

1 - Déterminer I’ensemble de définition D de f.
2 - Démontrer que f est continue sur D.

3 - Déterminer un équivalent de f en +oco.

Exercice 20.7. (D’aprés Mines-Télécom 2022 - MP)|v|

1
Soit (E) : y" +2y' +y=—.
Vx

Montrer que les solutions de (E) ont une limite finie en 0.

Exercice 20.8. (D’apres Mines-Télécom 2022 - MP)|v]

Soit M € M, (R) avec M> + M + I,, = 0.

1 - Montrer que n est pair.
2 - Déterminer Tr(M), rg(M) et det(M).

3 - Donner un exemple pour n = 2. Déterminer toutes les solutions.

Exercice 20.9. (D’apres Mines-Télécom 2022 - MP)[v|
Déterminer les P € C[X] tels que P(U) c U
Exercice 20.10. (D’aprés Mines-Télécom 2021 - MP)[v|

Pourn € Navecn > 2, on pose P, = X" —nX + 1.

1 - Montrer que Vn € N tel que n > 2, P,, admet une unique racine sur [0, 1], notée x,,.

2 - Montrer que la suite (x,),>> converge et déterminer sa limite.

a
3- Trouvera@ € Rtelquex, ~ —

n—+oo n
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20.2 Niveau 2 (Centrale - Mines-Ponts)

Exercice 20.11. (D’aprés Mines-Ponts 2025 - MP)|v|

e Exercice 1 : A quelle condition nécessaire et suffisante portant sur ag, la suite définie par

n
ans+1 = 2" = ay,
est-elle croissante ?

e Exercice 2 : Trouver les matrices M € M>(R) telles que

35
3 —
M +2M_[O _12]

Exercice 20.12. (D’aprés Mines-Ponts 2025 - MP)|v|

e Exercice 1 : On définit une suite (u,),¢y par son premier terme ug €10, 7], et la relation
de récurrence

Ups1 = Sin(uy).
Déterminer un développement limité a deux termes de la suite (u,),en.

e Exercice 2 : On désigne par G un sous-ensemble de M, (R), et on suppose que (G, X)
est un groupe, ou X désigne le produit interne de M, (R).

1 - Démontrer que tous les éléments de G ont le méme rang (on le notera r).

2 - Démontrer qu’il existe une matrice P € GL,(R), et H un sous-groupe de GL,(R) tels
que:

G:{P—1 [6‘ g]P,AeH}.

Exercice 20.13. (D’aprés Mines-Ponts 2025 - PC)[v|

Soit un entier n > 2. On note A la matrice de M, (R) dont les coefficients diagonaux valent
0 et les autres coefficients valent 1.

1 - Calculer A%. En déduire que A est inversible et exprimer A™'.

2 - Déterminer les valeurs propres de A et les espaces propres correspondants.
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Exercice 20.14. (D’apres Mines-Ponts 2025 - PC)|[v|

On fixe @ > 0. On pose I = [O, %] Pour tout n € N, on définit la fonction

u,: I — R
x > sin’*(x) cos?(x).

1 - Montrer que la série de fonctions Z u, converge simplement sur /.

n=0

2 - Cette série de fonctions converge-t-elle normalement sur 7 ?

3 - Converge-t-elle uniformément sur / ?

20.3 Corrigé exercices niveau 1

Corrigé exercice 20.1]
1 - Montrons cette égalité par récurrence:

- Initialisation: AB—B°A=A-A=0=0-B"
- Hérédité: Soit k € N. Supposons que ABX — B¥A = kB*. On a ainsi

ABK Bkl — ABK! _ BYAB + BKAB — B¥1A
= (AB* - B*A)B + BX(AB - BA).

Or, I'hypothése de récurrence assure que ABX — BXA = kB* et on a également
AB — BA = B, donnant ainsi

ABk+1 _ Bk+lA — kBk+l + Bk+1 — (k + 1)Bk+1.

- Conclusion: On a donc

Vk € N, AB* — BXA = kB*.

d
2 - Soit P € C[X]. On écrit P = Zaka, ou d =deg(P)etag,---,ay € C. On a ainsi
k=0

AP(B) - P(B)A

1 Il
e >
TR
> o
o] ~
& oy
I v»
M T
N
& [~
o 2
o
S ——
b

0 k=0
d

= ) ax(AB* - B*A)
k=0
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D’apres la question précédente, on a

AP(B) - P(B)A = Z apkB*

= BP(B).

3 - Supposons que B ne soit pas nilpotente, i.e. Yk € N, B¥ # 0. D’apres la premiére
question, on a

Vk €N, ¢(B*) = AB* — B*A = kB*.

Pour tout £ € N, k est donc valeur propre de I’endomorphisme ¢ : M,, (C) — M,, (C) et
B est un vecteur propre associé, ce qui est impossible car M,, (C) est un espace vectoriel
de dimension finie, et admet au plus n? valeurs propres. B est donc nilpotente.

4 - Montrons par récurrence que Yk € N, B Xl(gk) (B) =

- Initialisation: Par définition de polyndme caractéristique, y(B) = 0, donc B° )(1(30) (B) =

0.
- Hérédité: Soit k € N. Supposons que B )(ng) (B) = 0. D’apres la seconde question,
on a

0 = AB*}\"(B) - B*x"(B)A = B [kB*'x\(B) + B x ) (B)
_ kBk)(l(gk)(B) + Bkl (k+1)(B)
[ —
=0
Cela montre I’hérédité.

- Conclusion: On a Vk € N, Bk (k) =0.

Puisque B € M, (C), B est trigonalisable, et admet n valeurs propres (comptées avec
multiplicité). Soit A € C une valeur propre de B. Supposons que B n’est pas nilpotente.
Onaainsi 4 # O et

Vk e N, 2y ) =0

soit alors
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VkeN, x) =0,
ce qui implique, via la formule de Taylor, que yp = 0, ce qui est impossible (le polyndome
caractéristique d’une matrice de M, (C) est toujours de degré n). B est donc nilpotente.
Corrigé exercice [20.2

1 - Déterminons le polynome caractéristique de A.

X -2 1
xa = det(XI-A)=|1 X-3 1
1 2 X

o Jx=3 1 |2 1] |2 1

B X' -2 X_‘—2 X‘+‘X—3 1

= X[X*-3X+2]+2X-2-2-X+3
= X -3X2+2X+X-1

= X’°-3X2+3X-1

= (X-1)>.

A admet dont 1 pour seule valeur propre.

2 - Comme det(A) = 1 (lien entre déterminant et coefficient de degré O de y4), A est in-
versible.
En revanche, si A était diagonalisable, elle serait semblable a I’identité, donc égale a

I’identité, ce qui n’est pas le cas. A n’est donc pas diagonalisable.

3- ual(X=1)3,doncugs=X—-loupuy =(X—-1)>2 Or,ona

-1 2 -1
A-L=|-1 2 —1]|#0,
-1 2 -1

donc us # X — 1. De plus, on a

-1 2 -1 (-1 2 -1 0 0O
(A-L)?=|-1 2 -1|-|-1 2 -1|=|0 0 O|=0,
-1 2 -1] (-1 2 -1 0 0O
donc uy = (X — 1)%.
% P
4 - Soitn € N. Posons P, = X". La formule de Taylor assure que X" = "k' (X - Dk,
k=0 '

donnant ainsi
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n pk)
X" = ZP" W (X 1)k + LYK = 1) + Po(])

]
= k!
n_ p(k)
P (1
- Z ”k'( )(X— D¥+nX+1-n.
k=2 )
Divisible par (X—1)?2 Reste
Ainsi, en évaluant en A, on a
-n+1 2n -n
A"=nA+(1-n)l,=| -n 2n+1 -n
-n 2n -n+1

Corrigé exercice 20.3

V(X)
g2

1 - Soient X une variable aléatoire réelle L> et £ > 0. Ona P (|X — E[X]| > ¢) <
2 - Tout d’abord, on a

V(S,) :vanz Z Cov(¥;,Y)).
k=1

1<i<j<n

Puisque les Y; sont indépendantes, le second terme est nul. De plus, elles suivent la méme
loi, donc la variance est identique, donnant ainsi

V(S,) = nV(Y;).

De plus, les Y; suivent la méme loi donc on méme espérance, donnant également

Sn

E =E[Y;].

L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev assure ainsi que

|

3 - Soit ¥; la variable aléatoire donnant le nombre de boules rouges prise au ;'™ tirage. ;
suit donc une loi de Bernouilli de parametre % Ainsi, par indépendance des tirages, les Y;
sont bien indépendantes et de méme loi. Elles sont également L, car prenant uniquement
0 et 1 comme valeurs. De plus, on a

Sn
n

- E[Yn]

I =

a? nZa na?

N a) Y (%) sy v

2 6
E[Yl] = g etV(Yl) = g
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.. S R . . .
Ainsi, = correspond 2 la proportion de boules rouges obtenues aprés n tirages. On
n

cherche a minorer n tel que

Sp 2 5
Pl|— - 2| < = = 0.95,
( n 5 100) 0-95
ce qui revient a trouver n tel que
N 5
P{|l— - 2|2 —=| < 0.05. 20.1
( n 5 100) (20.1)

Or, d’apres la question précédente, on a

P (
o 96 . : ) RN
Ainsi, il suffi que — < 0.05 pour que la condition (20.1) soit respectée, ce qui revient a
n
dire que n > 96 - 20 = 1920.

Se_2|, 5 \_6 100° 1 6-10" 6-2* 96
n 5/7100) "25 52 n 5tm n  n

Corrigé exercice 20.4]

1- (a)- Z a, est une série absolument convergente, donc convergente. Ainsi, la suite (a;)
est de limite nulle. En effet, on a

n n—1
lanl = > lal = > el — M -M=0.
n—s+oo
k=0 k=0

La suite (a,) est donc bornée.
(b) - Soitt € [0,+oo[. On a

n n [k
DUHOI= D laxl o e =) Jar < M.
k=0 k=0

|
L k=0
<e!

Ainsi, Z /(1) est absolument convergente, donc est convergente, donc la série de

fonctions Z fx converge simplement.

. . . _ 1
2 - (a) - Soitn € N. Parcroissance comparée,onae™' = o0 doncg,(t) = o |=|.
t—+0o [”+2 t—+00 [2

Ainsi, g, est intégrable au voisinage de +oco (comparaison avec une intégrale "de
Riemann"). De plus, la continuité de g, (produit polyndme-exponentielle) assure
+0o0

I’intégrabilité ailleurs. Donc I’intégrale gn(1)dt converge. Calculons-la par
0

récurrence sur x.

Soit T > 0. Une intégration par parties assure que
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/O e

Tl T 4 (n+ 1)/ gn(t)de.
0

Donc, si T — +o00, alors

/o gn+1(1)dt = (n + 1)/0 gn(t)dr.

T
¢4, IPP _
/ "leldt = [t "”et +(n+1)/ t"e'dt
0

+00 +00 +00
Puisque / go(t)dr = / e”'dt = 1, on en déduit que / gn(t)dt = n!.
0 0 0

+00
De plus, puisque |f,| = 4 lgn, I’intégrale / | f,(¢)|dt converge, et on a, par
0

linéarité:

/ ()1t = [,
0

(b) - Nous avons

+00
- La série Z / | f(2)|dt = Z |a,| est convergente.
0

+00
- f= Z fnetVn € N, f, sont continues.
n=0

- Z [ converge simplement.
- Vn € N, f, est intégrable.

L¢é théoreme d’interversion série/intégrale assure que

/0+oo f(t)dt

Il
N
+
8
—_————
+
iM%
:‘5
=~
N
[8N
4
S ——
o
-~

n=0
Feo +00
= Za—’: / e”dt
n=0 n-Jo
=n!
+00
- Ya.
n=0

Corrigé exercice 20.5]

1 - Calculons le polyndme caractéristique de A.

lx-1o1
XAZ o x-4

':(X—l)(X—4)+2:X2—5X+6:(X—2)(X—3).
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Soit n € N. La division euclidienne de X" par y4, de degré 2, assure qu’ils existent
On € R[X], an, b, € Rtels que

X" = Qn(X)/\/A(X) +a, X + bn

En évaluant cette égalité polynomiale en A, on a, puisque y4 annule A,

A" = a,A + by,

De plus, 2 et 3 étant racines de x4, évaluer cette méme égalité polynomiale donne le
systeme

2" 2a, + b,
3" = 3a, + b,

La résolution de ce systeme linéaire donne

by 3.2 - 2.3" 7

{an = 33 -

On a ainsi, pour tout n € N,

2n+1 —3n on _ 3n

n _ n __»nn .o . 3" =
A= (3" =204+ (32" =230 = [, 0 S o]

2 - Onadet(A) = 6 # 0. Lamatrice A est donc inversible. La formule de la comatrice assure
donc que, pour tout p € N,

-p

_ T
= Tot(A7) Com(AP)".

Soit alors p € N. On a

1 [-2p +2.30 or+l_2.37]"
6r | 37 —2r op+l _3p

1 [-2P+2.37 3P 20
T oer |2ptl—2.3p ortl_3p

377 4 l-p 2=P _ 3P
~ |2.3 P _2l=p 2.3 p_2or|"

En prenant n = —p, on retrouve bien

2n+1_3n on _ 3n
AT = [2-3”—2"” —2"+2-3"]'

Cette formule est donc valide pour tout n € Z.
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Corrigé exercice 20.6]

1-

1

xX+n

> 0.

Soit x > 0. f est la somme d’une série alternée. En effet, pour tout n > 1,

— 0, le théoreme des séries alternées assure que la suite des sommes
X +n n—+oo

partielles converge, et f est donc une somme finie.

n

Six € R_.\{-1,-2,---}, alors la série E ( - est presque alternée, autrement dit, la
xX+n
n>1
n

série Z est alternée, avec p > —|x] + 1. De nouveau, le théoréme des séries
X+n

nzp
alternées donne la convergence de la série vers sa somme f (les premiers termes n’ont pas

d’importance).

On a donc

D =R\{-1,-2,---}

Montrons la convergence uniforme de la série de fonctions Z u, vers f, ou, pour tout

nxz1
n e N*,

Soient a < b € D tels que [a, b] € D. Montrons la convergence uniforme sur le segment
[a,b]. Soit N € N*. On a

N oo
Sup | ua(x) = f(x)| = Sup | > un(w)].
xela,b] |, xela,b] |, ZN+1

Le théoreme des séries alternées donnant une majoration du reste par son premier terme
en valeur absolue, on a ainsi

N

Sup Zun(x) - f(x)| < Sup
x€[a,b] x€la,b]

< — : — 0
x+N+1‘ Min{|al|, |b|} + N + 1 N—+eo

n=1

La série de fonctions Z u, converge donc uniformément vers f, donc est continue sur

n>1
[a, b] (préservation de la continuité a la limite par convergence uniforme).

f est donc continue sur tout segment de D, donc est continue sur D.
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3 - Soit N € N*. Posons

Soitx > 0. On a

M=

NG+ fvx+1)

+n x+n+1
n=1 n=1
N (_1)n N (_1)n+l
=)
Hx+n L x+n
-1
ox+1
On a ainsi, si N — +o00,
+ +1)= —.
FO)+ fle+ 1) = —
De plus, si N € N*,
N N
3 (=" (="
fu@) = fule+1) = Zx+n_zx+n+l
n=1 n=1
N
-1 1 1
= + -1)" -
x+1 ;( ) x+1 x+n+1
-1 (DY
T ox+1 x+N+1
Ainsi, si N — +o0,
FO) - fa+1) = —— <0
X X —x+1\ .

Pour tout x > 0, on a donc I’encadrement

2o+ fa- 1) < 2f () < f) + FlrH 1) =

X

On a alors

“2xf(x) — 1,

ce qui donne I’équivalent

fx) ~

X—>+00 2x )

x+1
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Corrigé exercice [20.7]
Déterminons les solutions de (E). On commence par réécrire cette équation sous forme "vec-
torielle"

X' = AX + B(x),
ot A € My(R), B € CO(R%, M5 1(R)) et X est donné par

|

On également A = [_01 _12] et pour tout x > 0, B(x) =

0
1 -
VE
Fixons xo > 0. La solution est donn€e par X = X, + X, o X}, est la solution a I’équation
homogene et X, est une solution particuliere.

Si Xo € My.1(R), alors les solutions a 1’équation homogene sont données par

Xp(x) = e(x_XO)AXO.

Recherchons une solution particulicre a I’aide de la méthode de la variation de la constante en
2D: soit A € C!(R*%, My.1(R)). Posons, pour tout x > 0,

X, (x) = e“TOAN(x).
L’équation X}, = AX), + B(x) assure d’une part que
X, (x) = Ae" A (x) + AN (),
et d’autre part que
X, (x) = Ae"OA(x) + B(x).
On obtient ainsi, pour tout x > 0,

N (x) = e ™MAB(x).

Ainsi, les solutions de (E) sont données pour tout x > 0 et pour tout Xy € M ;(R) par

X(x) = eW0AX} 4 ox0)4 / T A B,

X0

soit alors

X
X(x) = 04X, + eXA/ e " B(1)dt.

X0

A présent, déterminons la forme de I’exponentielle de A. On sait que

[ )
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Le polyndme caractéristique de A est donné par y4 = (X — 1)>. A peut donc se trigonaliser et
admet 1 pour valeur propre double. Autrement dit, ils existent P € GL>(R) et @ € R tels que

1 «
._ p-1 _
T:=P AP_[O 1].

al . . .. .
OnaalorsT = I, +N,avec N = qui est une matrice nilpotente vérifiant N> = 0. Puisque

0
0 0
I, et N commutent, la formule du bindbme de Newton assure que, pour tout n € N,

T" = (=I)" + n(—)""'T = [(—1)” (—1)n+1a] |

0 (="
I ST
Soit s € R. Puisque ¢* = Z ,ona
n=0
1)"s" Too —1)r-1gn-1
Z( )1‘ e asZ—( ) ls' al |e ase”®
(I’l— ) - =1 (n_ ) - 0 e’ .
0 0 e’
On a donc, pour tout x > 0,
X t t 1
X(X) — e(x—X())AXO + exA/ P [e atte P_l_ [0] dr
Yo 0 e Vil
e t
= AKX, + e / p|v afe p! m dr.
X0 O @
La fonction s — ¢*4 étant continue sur R, la linéarité de I’intégrale assure que X admet une

X Lt

X
.. . . . ., e ..
limite finie en 0% si et seulement si les intégrales / Vie'dr et / —\/_dt admettent une limite
X0 t

finie lorsque x — 0%.

La fonction ¢ —> Ve’ étant continue sur R, la premiére intégrale admet bien une limite finie
lorsque x — 0*. Pour la seconde intégrale, une intégration par parties assure que

X
/ —dt = 2vxe" — 2+/xpe™ — 2 / Vie'dt.
X0
On retrouve la premiére intégrale, garantissant ainsi la convergence lorsque x — 0.

Ainsi, X, et donc y, admet une limite finie lorsque x — 0*.
Corrigé exercice 20.8

1- X2+ X+ 1lestun polyndme annulateur de M, et est irréductible dans R[ X ], ¢’est donc le
polynéme minimal de M. De plus, ce polyndome se factorise dans C[X] en

X’+X+1=(X-)X-7),.
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in

2 — =2in —
avec j =e 3 etj =e 3 . Les valeurs propres de M sont donc j et j.

Soient m; et ms les multiplicités algébriques respectives de j et j (i.e. multiplicité comme
racine de ). Onadonc Tr(M) =m; - j + m7-fet n=mj+ms. Puisque M € M, (R),
on doit avoir Tr(M) € R. Posons m := Min(m;, mJ—.). Ona

m(j+f)+(mj—m)j si mj > my
Te(M) =3 m(j + j) si mj = my
m(j+f)+(m7—m)f si mj < ms
Puisque j + j = —1, on doit donc avoir m j = m7 pour que Tr(M) € R, soit finalement
n = 2m. n est donc pair.

2-OnaTr(M) =m(j+j) = —m, soit

Tr(M) = —g.

De plus, det(M) = jmfm, comme |j| = 1, cela donne

Puisque det(M) # 0, M est inversible, donc

3 - On peut prendre dans le cas n = 2 ’exemple de la matrice de rotation d’angle %’r dans la
base canonique de R:

R

Sl

NSl N

[

Puisque le ponyndme minimal de M, donné par X> + X + 1 = (X — j)(X - J) est scindé
a racines simples dans C[X], M est diagonalisable dans M, (C), et j et j sont les deux

valeurs propres de M, de méme multiplicité m = 3.

Ainsi, ils existent uy, - - - , u,, € C" des vecteurs propres de M associés a la valeur propre
J vérifiant pour tout k € [[1, m]],

Muy = jug.

En prenant le conjugué de cette expression, on a, pour tout k € [[1, m]],

My = jug.

Ainsi, uy, - - - , U, sont des vecteurs propres associés a la valeur propre j.
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Posons, pour tout k € [[1,m]], xx = R (ux) et yx = Im(uyg). On aainsi, pour k € [[1, m]],

Muy = Mx, +iMyy.

D’autre part, on a

Mu;, = jug
1+M§( +ive)
= |—z+i——|(xx +i
5 i | G+ iy
1 V3 Y V3 1
= ==Xk — —= U =Xk — =y |-
) k Zyk D) k 2yk

En identifiant les parties réelle et imaginaire des précédentes expressions, on a, pour tout

ke [[1,m]],
Mxp = —ix; - %)ﬁc
My, = %xk - I

11 existe donc une matrice P € GL,(R)(R) donnée par

P =[xyl [xmlym]

(qui est bien inversible car ses colonnes forment une base de R") telle que

0O --- 0

P'MP = 0 .
: . .0
() () R

Réciproquement, les matrices M de la forme précédente vérifient bien 1’équation ma-
tricielle M? + M + I, = 0.

Corrigé exercice 20.9]

Soit P € C[X] tel que pour tout z € U, P(z) € U. Posons d = deg(P). Soient également
ap, - ,aq € Ctels que

P = Zdlaka.

=0
Soitz € U. On a
d d d d
P(z) = Z apzt =7¢ Z a4 =74 Z apzdk = ZdZ arzd—k = 7P (2),
k=0 k=0 =0 =0
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ou P* € C[X] est donné par
d
P = Z ad_ka.
k=0

Or, P(z) € U, donc, U étant un sous-groupe (multiplicatif) de C*, on a alors P*(z) € U, soit
P*(z) € U. On a ainsi, pour tout z € U,

P(2)P*(z) = 2%
Le polyndme PP* — X¢ ayant une infinité de racines, il est donc nul. PP* est donc le monome

de degré d et de coefficient 1: X<.

Les racines de P et P* sont forcément O (si I’'un de ces deux polyndmes avait une autre racine,
alors X¢ s’annulerait autre part qu’en 0, ce qui est impossible).

Ils existent donc @, 8 € Cetm € [[0, d]] tels que P = aX™ et P* = BX?™™. Puisque deg(P) = d,
onaalors m = d, et P = aX?. De plus, pour tout z € U, |P(z)| = 1, donc |a| = 1.

Ainsi, ils existent € U et d € N tels que

Corrigé exercice [20.10]

1 - Soitn € N avec n > 2. Soit la fonction f,, donnée par

frn: [0,1] — R

X F— Pu(x) =x"—-nx+1"

fu est polynomiale donc dérivable (et méme réguliere) sur [0, 1]. Sa dérivée est donnée
par
fre [0,1] — R

X — x" 1 —n
Six € [0,1], on anx""! < n, donc f/(x) < 0, et méme f,(x) < 0six < 1. f, est donc
strictement décroissante sur [0, 1[.

De plus, comme f,,(0) = 1 et f,(1) =2 —n < 0, le théoréme des valeurs intermédiaires
et la stricte monotonie assurent qu’il existe un unique x, € [0, 1] tel que f,(x,) = O,
autrement dit, P,, admet une unique racine x, € [0, 1].

2 - Montrons que la suite (x,),>2 est décroissante. Soientx € [0, 1] etn € Navecn > 2. On
a

far1(X) = fu@) =X —(n+ Dx+1-x"+nx-1=x"(x-1)-x < 0.
S
<0
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Ainsi, on a

Frr1(xn) < ful(x,) = 0.

Puisque f,+1 est négative en x,, comme elle est décroissante et elle s’annule en un unique
point x,41 € [0, 1], ce point se trouve avant x,, donc x,+; < Xx,. La suite (x,),>2 est donc
décroissante.

De plus, pour tout n € N avec n > 2, x, € [0, 1], donc en particulier, la suite (x,),>> est
minorée. Comme elle est décroissante, elle converge.

Déterminons sa limite. Puisque f3(1) = P3(1) = =1 < 0, comme f3 est strictement
décroissante sur [0, 1[, on a donc x3 < 1. Or, (x,),>2 est décroissante, donc, pour tout
n>3,x, <x3<1.0r,pourtoutn > 2,ona

X, —nx, +1=0,
donc on obtient

1 n 1 n
xn—;(xn+1)<;(x3+l) — 0.

n—-+oo

La suite (x,),>> étant positive par définition, on en déduit par encadrement que

x, — 0.
n—-+oo

3 - Puisque I’on a, pour tout n € N* tel que n > 2

1 1 xp
x,,=;(x2’+1):;+;”,

cela implique donc que

nx,=1+x, — 0.
n—+oo

On obtient ainsi I’équivalent
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20.4 Corrigé exercices niveau 2

Corrigé exercice 20.11]
e Exercice 1 : Trouvons une expression explicite de la suite (a;),en en fonction de n. On
a, pour tout n € N,
ane1 +a, =2".
On peut écrire, pour toutn € N, a,, = u,+v,, ol u,+1 +u, = 0 (solution de I’équation homogene)

et vu41 + v, = 2" (solution particuliere).

Concernant la solution de 1’équation homogene, on remarque que u, = (—1)"ug, ot uy € R
convient. Pour la solution particulieére, recherchons une solution vérifiant, pour tout n € N,
vy, = 2", ou vy € R. Ainsi, pour n € N,

Varl +v, =2" & 3.2%g=2"

1
— V():g.

On a donc, pour tout n € N,

1
a, = (-1)””0 + § 2",

La condition initiale en n = 0 donne également ug = ag — 3 donnant ainsi, pour tout n € N,

2" 1
a, = ? + (-1)” (Cl() - 5) .

On veut déterminer pour quelle.s valeur.s de ag la suite (a,),cn est-elle croissante. On a

n

2 1
vn€N7al’l+l_an>0 — VnEN,?ZZ'(—l)n(ao—g)_

=VeN2n>(1)” !
n ,— 2 \— a, — - |.
6 3

n . .
ao—% < % S1 n est pair
<= VneN,
on . . .
3—ap S “ Sslnestimpair
1 2t

si n est pair

ap—3 <
—— VneN,

n . . .
ap — % > —% S1 7 est impair
n - .
ap < %+% S1 n est pair
— VneN,
n . . .
ap = % - % S1 n est impair
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Cela implique donc ag € [0, %] Réciproquement, si 0 < ag < %, alors, sin € N,

n . .
) (ao - %) si n est pair
an+l — Ap =
2 +2(ap—1L) sinestimpair
3 073 P

2" +2 2"+ 2 2" -1
Apel — Ay = —2ap = -1= > 0.
ao<% n=0
De méme, si n est impair, alors, puisque ag > 0,
2" -2 2" -2
Apsl — Ay = +2ay = > 0.

S~ 3 S~
ap=>0 nx>1

On a ainsi notre condition nécessaire et suffisante

VneN,a1—a, 20— 0< qg <

NS

e Exercice 2 : Soit la matrice A € M;(R) donnée par

A=

3 5
0 -12|°

On cherche alors M € M;(R) telle que M3 + 2M = A. Puisque A est un polyndme en M, A et
M commutent. Ainsi, si 1’on note

oua,b,c,d € R,alorsona

a b|[3 5 3 5 |[a b
MA=AM = 1, d] [o —12}‘[0 —12] [c d]
— [3a 54 - 12b _|3a+5c 3b+5d
3¢ Sc—12d| | -12¢ -12d
— [ —5¢ 5a-15b-5d] [0 0
-15¢ 5¢ ~ 10 o]

cela impose ¢ = 0. M est donc triangulaire supérieure. Le produit de matrices triangulaires
supérieures assure que les coefficients diagonaux de M?> +2M sont a> +2a et d> +2d, impliquant
donc, avec 1’égalité M> + 2M, les équations
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a+2a=3 et d°+2d=-12.

L’étude de la fonction polynomiale

f: R — R
X — X +2x
montre que sa dérivée, valant, pour tout x € R, f’(x) = 3x% + 2 (f est polynomiale donc
réguliere), est strictement positive, impliquand I’injectivité de f. De plus, la continuité et les
limites de f en —oo et +o00, valant respectivement —oo et +oco, assurent que f est surjective. f

est donc bijective. Ainsi, les équations f(a) = 3 et f(d) = —12 admettent une unique solution.
On trouve a = 1 et d = —2. M est donc de la forme
1 b
)

Pour trouver b, calculons M?> + 2M en fonction de b. On trouve

M3+2M:l3 Sb].

0 -12

L égalité M> + 2M = A implique b = 1. On a finalement, une unique solution, donnée par

Corrigé exercice [20.12]

e Exercice 1 : Une récurrence ainsi que I’inégalité sin(x) < x pour tout x € R, assurent
que, pour tout n € N,

T
O<l/ln+1<un<_.

2

La suite (uy)qen est donc décroissante et minorée, donc converge vers une certaine limite que
I’on note £. Par continuité de la fonction sinus, celle limite vérifie sin(¢) = €. La seule solution
possible a cette équation est ainsi £ = 0. La suite (u,),en est donc de limite nulle.

Le développement limité de la fonction sinus assure que

Ups1 = sin(uy,) = u, — lu3 + O (ug) = u, [1 - éu,zl + O (ui)] .

6 n n—+oo

En élevant au carré, on obtient
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1

Inversons. Le développement limit€ & I’odre 1 de x — 1= assure que
1 1 1 1
—— == |l+-ul+ O (u4) =—=+-+ O (uz)
”i+1 u’% 3" gt \ " u% 3 n—toco\ "

Nous avons donc

1 1

1
2 2 e 3
un+1 Un 3

Par sommation des équivalents dans le cas d’une série divergente, nous obtenons

1 n i 1 n
—— ~ = soit —= ~ =,
2 n—s400 2 p—s+too
un+1 3 Uy 3
On obtient ainsi
3
u, -~ —.
n—+oo n

Maintenant, essayons de rechercher un second terme. Pour cela, il va falloir pousser le développe-

ment limité de —— — — l"ordre supérieur (en calculant a Iordre plus €levé le développement
u u
n+1 n

limité de la fonction sinus), puis "réinjecter" I’équivalent obtenu précédemment.

Le développement limité de la fonction sinus a ’odre 5 assure que

. 1 1
o = ) = 0= i+, O, (i) = |1~ i+ i+, 0, ()]

En élevant au carré, on obtient

u? :ui[l—lu2+(i+i)ui+ o (ug)]:uﬁll—lu2+£u4+ o (ug)]

n+1

1
=l-x+x>+ o (xz),
1 +x x—0
on obtient
1 1 1 2 1 1
— == |l+ 2+ |[-=+=|ut+ O (6) =—|l+-u2+—ut+ O (6)
2w 3 (45 9)”" e\ | T2 T T3 T S T, S

On a finalement
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Sachant que

on obtient
1 11 N 1 N 1
ui+l u% 3 5]1 n—+oco \ n ’
soit finalement
1 1 1 N 1
ui+l urzl n—-+oo 3 Sn

Par sommation des équivalents dans le cas d’une série divergente, on a

In
soit 0 + (n)

1 n_ In(n) 1
”i+1 n—+oo 3 5 u% 3 5

—_— ~

+ o0 (In(n)) .

On a ainsi

o R

3 5

1
-

: . o . . -1
Finalement, le développement limité au premier ordre au voisinage de 0 de x — (1 + x)72

asssure que
1
un:\/E l—iln(n)+ 0 n(n) .
n 10n n—+oo \ 1

e Exercice 2 : Etudions le groupe G.

1+ i1n(n) + o0 (ln(n))]_7
S5n n—>+00

n

1 - Puisque G est un groupe, il comporte un élément neutre E. Notons r le rang de E.

Soit M € G. Montrons que rg(M) = r. Puisque G est un groupe, M posseéde un inverse
dans G, que ’on note M, telle que M x M = M x M = E. x étant le produit matriciel
"classique", on a ainsi

r=r1g(E) =rg(MM) < rg(M).

De plus, puisque E est I’élément neutre de G, ona ME = EM = M, donc, en prenant le
rang,
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r =r1g(E) > 1g(EM) = rg(M).

On a ainsi rg(M) = r. M étant quelconque dans G, tous les éléments de G ont méme rang.

Puisque E est1’élément neutre de G, il vérifie alors E X E = E. X correspondant au produit
matriciel "classique”, on a E? = E. E est donc une matrice de projection, donc il existe
P € GL,(R) telle que

P'EP = [Ir O]

00

ou r désigne le rang de E.

Soit M € G. Montrons que M est de la forme

M=P [Ml Mz] P

M3 My

ou My € M,(R), My € M, ,-»(R), M3 € M,_,,(R) et My € M,_,(R) (ce qui revient
aécrire P~! M P sous le forme de quatre blocs dont les tailles sont précisées précédemment).

L'égalit¢ ME = M = EM entraine donc
My M| (I, O My My| |I, O (M M,
My Mg |0 O  |M3; Mgl |0 Of|My My’
soit alors

M10_M1M2_M1M2
Mz O |M; My 0 0]

ce qui implique que les blocs M,, M3 et M4 sont nuls et que M est de la forme
M=P [Ml 0] P
Puisque tous les éléments de G ont méme rang, on a M| € GL,(R).

De plus, en posant

M0
r_ 1 -1
M’ P[O O]P ,

le produit matriciel par blocs assure que M X M’ = M’ x M = E, donc, par unicité de
I’inverse,

-1
M=P [Ml O] P!

Soit I’application ¢ donnée par
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¢: G — GL,(R)
M — M;.

Concretement, I’image d’une matrice de G par ¢ est obtenue en lui appliquant I’opération
M +— PMP~! puis en extrayant les r premiéres lignes et r premiéres colonnes.

Montrons alors que

H:={p(M),M € G},

est un sous-groupe de GL,(R).

Tout d’abord, si M|,N; € H, alors ils existent M,N € G tels que M; = ¢o(M) et
Ni = ¢(N). On a ainsi

B M, 0] ., 1 N7D O] o
Ml—(p(P[O O]P) et N _¢(P[O ol 27

De plus,

donc M{N;' € H.

On a par ailleurs I, = ¢(E) € H. H est donc un sous-groupe de GL,(R). Ainsi,
¢ : G — H étant bijective de réciproque

o't H —G

on a bien

Corrigé exercice 20.13

1- Ona

O —_ ..

soit alors
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0 1 1 0 1 1
A2 = |
: IR | 1
1 1 1 1
(n—-1 n-2 -+ n-=-2
_|n-2 :
: - . on-=-2
n-2 -+ n-2 n-1

(n—-1DI,+ (n-2)A.

On aainsi A(A + (2—-n)l,) = (n—1)I,. A est donc inversible et

1
Al=——(A+2-n1l,).
n—1
2-0Ona
1 --- 1
A+In: . :
1 --- 1

rg(A + I,) = 1, donc, en vertu du théoréme du rang, on a

dim (ker(A + 1)) =n— 1.

1 est donc une valeur propre de A, et le sous-espace propre associé est de dimension n — 1. On
a alors

1 [0 |

0 0
ker(A+1,) = {(x1,--- ,x,) €ER" : x, +--- +x, = 0} = Vect 0 R

0 1

-1 -1

Recherchons la valeur propre manquante. Soit X € M, ;(R) donné par

Onaainsi AX = (n—1)X. n— 1 est donc une valeur propre de A, et X est un vecteur propre
associé. On a ainsi
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ker [A — (n—1)I,] = Vect

Corrigé exercice 20.14
1- Soitx € I.

e Six < 7, [sin(x)| <1, [cos(x)|* < 1. On a donc |u,(x)| < |sin(x)|". Par comparaison

avec une série géométrique, la série Z u, converge simplement sur [0, 7[.

n=0
. s o 4 £nd
e Six =7, comme a > 0, cos (x) =0, U, 5 = (. La série est donc convergente.
n=0

La série Z u, est donc simplement convergente sur /.

n=0

2 - Soit n € N. Déterminons ||uy || ~(;. Comme u,(0) = uy (%) = 0, on peut se ramener a

une étude sur |0, 5[. u, :]0, 7[— R est dérivable, de dérivée

W 105 — R
x > nsin”H(x) cos®!(x) — acos® ! (x) sin"! (x).

On a donc

u,(x) =0 = [n cos?(x) — @ sinz(x)] sin" ! (x) cos® 1 (x) = 0

>0
& ncos’(x) —a+acos(x) =0

&= cos(x) = (nfa)%'

1 . .
—_)2_ Par ailleurs, «), ne change de signe qu’une seule

De plus, cela implique que sin(x) = (-2~
fois en xo €]0, 7[ (cos :]0, 7[—]0, 1[ est bijective). Ainsi, comme u;, < O sur |0, xo[ et u;, > 0

sur ]xo, %[, le maximum de u,, est bien atteint en xo. On a donc, pour tout n € N,

[R

n o\1/ «
lallion = ()" ()

On a donc
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Nunllpoy =

En utilisant le théoreme de convergence des séries dont les termes généraux sont équivalents

et positifs ainsi qu’une comparaison avec une série de Riemann, on en déduit que la série Z U
n=0

converge normalement si et seulement si @ > 2.
3- Si @ > 2, puisque la convergence normale implique la convergence uniforme, alors la

série Z u, converge uniformément sur /.

n=0

Soient @ €]0,2] etx € I. Notons S la somme de la série de fonctions.

+00 —ICOS .(x) x<73
SG) = Y up) = { 170
n=0 .
0 si x=73.
Posons x =5 —y. Ona
S(x):S(E—y):ﬂ ~ 2y22
2 1 —cos(y) y—o0 '

Comme @ < 2, on n’a pas S(x) —_ 0. La continuité a la limite n’étant pas assurée pour
x—Z
2

tout a €]0, 2], la convergence uniforme ne peut pas avoir lieu.
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