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Résumé

Jai effectué mon stage a I'Institut Camille Jordan sous la direction de Boris Adamc-
zewski que je tiens avant tout a remercier pour m’avoir permis de réaliser ce travail. Le
but est d’aborder la théorie des nombres sous 'angle de la combinatoire, c’est & dire en
reliant la fagon de représenter les nombres avec notamment leurs propriétés d’irrationna-
lité ou de transcendance. Dans cette optique, chacune des deux parties est conclue par la
démonstration d’un résultat important de la théorie da & Adamczewski et Bugeaud [3].
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1 Propriétés combinatoires du développement dans une base
et transcendance

L’objet de cette partie est de relier des propriétés combinatoires du développement dans une
base b d’'un nombre a sa transcendance. Ces propriétés consistent en des répétitions de motifs dans
la suite des chiffres du nombre, qui vont le rendre bien approchable par des nombres rationnels. On
va ainsi voir dans un premier temps plusieurs résultats d’approximation des nombres algébriques
par des rationnels [2], [6]. On verra ensuite comment les exploiter en reliant les répétitions dans
le développement a la bonne approximation du nombre par des rationnels. On terminera cette
partie avec le Théoréme 18 dit & Adamczewski et Bugeaud qui est actuellement le résultat le plus
précis concernant le développement dans une base d’un nombre transcendant [3].

1.1 Théorémes d’approximation rationnelle
1.1.1 Inégalité de Liouville

Contrairement & ce qu’on pourrait imaginer, les nombres algébriques sont mal approchables
par des rationnels, comme en témoigne cette proposition.

Proposition 1 (Liouville 1844). Soit £ un nombre algébrique de degré d > 2. Alors il existe une
constante c¢ telle que pour tout rationnel g avec q > 1,

a| = q

Démonstration. Soit P le polynéme minimal de £ (avec la convention P € Z[X]). On a alors P de
degré d > 2, P(§) =0 et P est irréductible dans Q[X]. Considérons ¢ = 1/(1 + ‘ malx |P'(x)])-
E—z|<L1

Soit g avec ¢ > 1 un rationnel.

' P Jle_e
-Si|E—¢ £-+
- Si | =& <1, comme P est irréductible dans Q[X], P (%) # 0 et donc ¢¢P (%) € Z\{0} et

‘qu (%)‘ > 1. Or par inégalité des accroissements finis,

- (|- )= (e )3

Zq%zg—icar(/’ggl.

~

Ainsi,
D 1 Ce
R N > S
’5 q‘— @ e [P/(@)] © g
le—z|<1
car
_ 1
C, —_— .
¢~ Tmax |P'(2)]
le—z|<1

Exemple 2. Pour tout b > 2, le nombre

+ool

beZW

n=1



est transcendant. En effet, soit d > 2 et j > d. Notons

bJ' Z b

avec p; € N. Alors

B B 1 1 1 2
‘ bj" Z bn' - b(m) Ty \perorgror GG T ) < parn

car pour tout i > 2, pUTI!=GHD! > 9(+D!=(G+D! > 921 done

+o0 1 +C>o1

2 e < Ly <t
Donc

7 2

%~ 3| < Gy < G

pour tout j > d. Donc par I'inégalité de Liouville, .%}, ne peut pas étre algébrique de degré d et
ce pour tout d > 2, donc %, est transcendant.

1.1.2 Théoréme de Roth

Le théoréme de Roth qui suit ainsi que ses deux améliorations (théorémes de Ridout et du
sous-espace de Schmidt) sont donnés sans démonstrations car celles-ci dépassent largement 'objet
de mon stage. Cependant, on va donner de multiples exemples d’application et voir comment ils
permettent de montrer la transcendance de nouveaux nombres.

Théoréme 3 (Roth 1955) Soit & un nombre algébrique et € > 0. Alors il existe seulement un
nombre fini de mtzonnels tels que ¢ > 1 et

1
q2+5 :

0 < ‘5 - p‘ <
q
Ce théoréme ressemble beaucoup a l'inégalité de Liouville mais il en est une amélioration

optimale car on ne peut pas prendre ¢ = 0. C’est donc un grand pas dans la théorie qui a valu
la médaille Fields & Roth. On en donne ici quelques exemples d’application.

Exemple 4. Si b > 2 est un entier alors
=1
M=)
n=1
est transcendant. En effet, de méme que pour %}, soit j € N* et notons

= Z =

avec p; € N. Alors

}JV

2
Z b3” b31+1 NCEE

n=j+1

=



On a donc trouvé une infinité de rationnels % tels que 0 < ‘J%) — %’ < qz% donc d’aprés le

théoréme de Roth, .4} est transcendant.

Remarque 5. Les mémes arguments fonctionnent pour montrer la transcendance de

+
8
—_

plar]

Il
-

n

pour tout réel d > 2. En revanche, on ne peut rien dire du nombre
+o00 1
>
n=1

Ce cas sera résolu par la suite grace a une amélioration p-adique du théoréme de Roth.

Jusqu’a présent, on a tronqué les nombres ayant un grand nombre de zéros dans leur déve-
loppement décimal juste avant une longue série de zéros afin d’en tirer de trés bonnes approxi-
mations rationnelles et montrer leur transcendance. Mais une astuce consistant & compléter le
développement décimal par périodicité permet aussi d’utiliser le théoréme de Roth pour prouver
la transcendance de nombres n’ayant pas de grandes séries de zéros dans leur développement
décimal, comme le nombre de Fibonacci défini ci-aprés qui n’a pas plus de 3 zéros consécutifs.
On considére ¢ le morphisme sur 'alphabet {0,1} défini par 0(0) = 01 et o(1) = 0. Alors la
suite (¢(0)),>1 converge vers le mot de Fibonacci

f=010010100100101001010. . .

au sens ou pour tout préfixe p de f, il existe un entier N, tel que pour tout n > N, p est un
préfixe de 0™(0). C’est & dire que tout préfixe de f est un préfixe de tous les 0™(0) a partir d’un
certain rang. On lui associe alors le nombre en base b

+oo
& = Z {}Z
n=1

ol f, désigne la n®™® lettre de f.

Théoréme 6. Le nombre de Fibonacci
—+oo
In
&= =
n=1
est transcendant.

Démonstration. On note (F});>o la suite de Fibonacci initialisée avec Fy = 0 et F; = 1. On
va d’abord montrer un lemme concernant les préfixes de f qui nous permettra de construire de
rationnels approchant bien ;.

Lemme 7. Pour tout entier j > 4 le mot

Fufoee o fre fogfuee foy oo

est un préfixe de f.



Démonstration du lemme. Pour j > 3 on note w; = f1... fr, = 0772(0). Siu=wuj...u, est un
mot de longueur |u| > 3 on note h(u) = uj...u,—2. Le mot f vérifie la relation fondamentale
w41 = wjw;j—1 pour tout 7 > 3. Montrons la par récurrence. On a clairement wy = wswy = 010.
Soit j > 3 tel que wjt1 = wjwj_1. Alors wjte = 07(0) = o(0771(0)) = o(wjt1) = o(wjw;_1) =
o(0972(0)0773(0)) = 0771(0)0772(0) = w;41wj. La relation fondamentale étant démontrée,
on va maintenant montrer par récurrence que pour tout j > 4, h(wjw;_1) = h(w;—1w;). On a
wawz = 01001 et wzw, = 01010 donc h(wsws) = h(wsws) = 010. Soit j > 4 tel que h(w;w;—1) =
h(wj_1w;). Alors h(w;11w;) = h(wjwj_1w;) = wih(wj_1w;) car |w;| > 2. Donc h(wjpiw;) =
wih(wjwj—1) = h(wjwjwj_1) = h(wjw;41). On peut alors finir la démonstration du lemme en
remarquant que par définition, pour tout j > 4, h(wj;y2) est un préfixe de f. Or h(wjy2) =
hwjiiw;) = hwjwji1) = Mwjwjwj—1) = fifo... frfi.. . frifi.. fr_ -2

Ce lemme nous indique que pour j > 1 le nombre p; = 0.(f1 ... fr;)“ est une bonne approxi-
mation rationnelle de ;. En effet d’aprés celui-ci

& — ps| < p~(Fi+Fj+Fj—1=2) _ p—Fit2+2

D’autre part,

fi f IF, f1 Ir,
pi= gt e e T e T
i fe Ir 1 1
:(b+b2+"'+bFJ‘ Lt o + o oo
(fi fe IF; b
—(b+b2+...+ij N
Donc il existe un entier p; tel que p; = bF];J_r Et f n’est pas périodique a partir d'un certain

rang donc pour tout j > 1
Pi | b?
bEi — 1| = b+’

De plus, par récurrence immeédiate, pour tout j > 1, Fj;1o > 1,5F;; donc pour tout j > 4

0<’§f—

Dj b2 B b2 b2
0< ‘gf T F 1‘ < pLBZE; — 2.25F; < (bFi —1)2.25°

Donc par le théoréme de Roth, {; est transcendant. O

1.1.3 Théoréme de Ridout

On donne ici une version p-adique du théoréme de Roth. On note |.|; la valeur absolue l-adique
telle que [I|; = 1.

Théoréme 8 (Ridout 1957). Soit & un nombre algébrique et € > 0. Soit S un ensemble fini de
nombres premiers. Alors il existe seulement un nombre fini de rationnels % avec q > 1 et

1
(H |pl|q|l> e-2)< o

les

Cette ameélioration du théoréme de Roth nous permet de gagner en terme de critére de
transcendance, et notamment de résoudre le cas du nombre suivant :



Corollaire 9. Pour tout entier b > 2 le nombre

+oo 1
B =
n=1
est transcendant.
Démonstration. Soit j € N* et posons ZJ = iL 1 bzn avec q; = 2. Alors
2
‘% Z b2" b21+1 - ?
n=j+1 J

D’autre part, soit S I’ensemble des diviseurs premiers de b. Alors comme p; € N pour tout j > 1,
Ipjli <1 pour tout [ € S, donc

27

j 1 1
1T pstdasle < [T lasle =TT 0% 1 = (H |b|l> g
les les les les J
Donc pour tout j > 1,
p 2
(H |Pj|z|qg'|l> ‘%’b -2 <
les q;
Et par le théoréme de Ridout, %, est transcendant. O

1.1.4 Théoréme du sous-espace de Schmidt

Il s’agit ici d’exposer la version la plus générale du théoréme de Roth, qui est étendu a
n’importe quelle dimension.

Théoréme 10 (Schmidt 1980). Soit m > 2 un entier et € > 0. Soit S un ensemble fini de
nombres premiers. Soient L1, ..., L, m formes linéaires indépendantes sur R™ a coefficients
algébriques. Alors lensemble des solutions entiéres T = (x1,...,xy) € Z™ de linégalité

(HH””) [T12:@)] < max(aal, ..., |lzm])

i=110eS
est contenu dans un nombre fini de sous-espaces stricts de Q™.

Remarque 11. Le théoréme de Roth se déduit de celui-ci. Prenons en effet m = 2 et S = 0.
Soit £ algébrique et € > 0. Les deux formes linéaires Li(z,y) = £x — y et Lo(x,y) = x sont alors
indépendantes et a coeflicients algébriques. Donc d’apreés le théoréme du sous-espace de Schmidt,
I'ensemble des couples d’entiers (g, p) tels que |L1(q,p)||L2(q,p)| = |qllg€ —p| < max(|q|, |p]) ™ =
|g|~¢ (on peut supposer sans perte de généralité que ¢ € [0,1] donc g > p) est contenu dans une
union finie de sous-espaces stricts de Q2, c’est & dire de droites de Q2. Donc il existe t € N* et des
couples de rationnels (ay,b1), ..., (at, b;) tels que pour toute solution entiére (g,p) de I'équation
ci-dessus il existe 1 < i < ¢t tel que a;p + big = 0 (ce sont les équations des droites). Donc
I’ensemble des rationnels % tels que ¢ > 1 et g|¢g€ — p| < ¢~ est contenu dans I'ensemble fini

_b
R

ce qui est le théoréme de Roth.

—Z—i}, donc il y a seulement un nombre fini de rationnels % telsg > 1et ‘f — %‘ < qz%,



1.2 Critéres de transcendance et répétitions dans les mots infinis

On va pour commencer introduire une notation qui permettra de bien représenter la notion
de répétitions dans un mot. Si u est un mot fini et > 0 un réel, on note u” le mot

v =uu...uu
~——

lz| fois

ou u est le préfixe de u de longueur [(z — [z])]u|]. On va alors quantifier la notion de répétition
dans les mots infinis grace a la définition suivante.

Définition 12. Soit w > 1 et ¢ > 0 des réels. On dit qu’un mot infini a vérifie la condition
(*)w,c sl a n'est pas périodique a partir d’un certain rang et s’il existe des suites de mots finis
uj)j>1 et (vj);>1 telles que

1) pour tout j > 1, le mot u;v’ est un préfixe de a,

1) la suite lug] est bornée par c,
[vj] j>1

(
(
(
(#44) la suite (|vj|);>1 est strictement croissante.

Exemple 13. On a montré dans le Théoréme 6 que le mot de Fibonacci £ vérifie la condition
(#)2,25,0- Ce qui a été fait pour montrer la transcendance de &5 a l'aide du théoréme de Roth se
généralise alors en un critére de transcendance.

1.2.1 Un premier critére qui découle du théoréme de Roth

Proposition 14. Si un mot infini a = ajasas ... défini sur Ualphabet {0,1,...,b— 1} vérifie la
condition (x).,0 pour un réel w > 2 alors le nombre associé §, = 0,a1azas ... est transcendant.

Démonstration. La démonstration reprend les mémes idées que celle du Théoréme 6. Soit w > 2
et ¢ un mot infini vérifiant (%), . Alors il existe une suite de mots finis (v;);>1 de longueur
strictement croissante telle que pour tout j > 1, le mot v est un préfixe de a. Pour j > 1 posons

le nombre p; = 0,v;v;v; ... = 0,v. Notons v; = ajaz...ay,|. Alors
a1 Ol bls|
Pi= (?J“'* b\m) il —1°
Donc il existe p; € N tel que p; = b'“jjif—l' On a alors
€0 — pj| < pLwllvjl=T(w=lwhlv;ll < p=lwllvil=(w=lwDlv;| — pwlvil o (bv‘l Tk

De plus, comme a vérifie la condition (%), o il n’est pas périodique & partir d’un certain rang
donc &, n’est pas rationnel. Donc pout tout j > 1,

1

0< plvil — 1)w !

__ b
Sa = 3ol = 1’ <1
Comme la suite (|v;]),;>1 est strictement croissante, les p; sont distincts et comme w > 2, d’aprés

le théoréme de Roth, £, est transcendant.
O



1.2.2 Une premiére amélioration grace au théoréme de Ridout

Proposition 15. Si un mot infini a défini sur lalphabet {0,1,...,b — 1} vérifie la condition

(%)w,c pour des réels w > 2 et ¢ > 0 alors le nombre associé &, est transcendant.

Démonstration. Soit w > 2 et ¢ > 0, et ¢ un mot infini vérifiant (%), .. Solent (u;);>1 et (v;);>1

comme dans ()u,c. On note r; = [u;] et s; = |v;], et u; = ay...ar;, v; = aj...a;,. Soit pour
J =1, pj = ujvjvvj... = uvy. Alors
ay a a’ a, a)
_ M T 1 55 1
pi= teot ettt e e

Donc il existe un entier o tel que

a1 [a] ay, 1 1 R ay,

Donc il existe un entier p; tel que

_ Dj
Pi= o — 1)

Alors comme u;vj’ est un préfixe de a de longueur r; + |w]s; + [(w — [w])s;],

_ Dj < 1 < 1
bri(bsi — 1) pritlwlsj+[(w—|w])s;1 — pritws;”

€a

Soit S I'ensemble des diviseurs premiers de b et notons ¢; = "7 (b% — 1). Alors
<TI0k =5
[T = TT00 = -
les les

Donc

Dj
ga_i
J

1 1
< <H |le> britws; = p2ritws;”

les

(H ij|1|qu1>
les

Or pour tout j > 1, r; < cs; donc s; > ;11(33 +r;), donc

w

p2ritws; — p2(rj+s;)+H(w=2)s; - b2(7"j+sj)+%(7"j+5j) — b(7‘j+8j)(2+ w=2) > b2+%.

Posons € = Z’T*f Alors pour tout j > 1,
2 1
H|pj\z|qg'|l bo = | < 5
les %Gl b

bsi
bsi —1

) |

Or la suite (s;);>1 est strictement croissante donc g; — o0, donc il existe jo € N tel que

Jj—+oo

pour tout j > jo on ait g; > b. Alors il existe une infinité de rationnels % tels que

J
<H sz|£1j|z>
les

Comme € > 0, le théoréme de Ridout nous donne alors que &, est transcendant.

1
2+¢€ "
J

<

D
ga_*]
q;j




1.2.3 Une autre amélioration grace au théoréme du sous-espace de Schmidt

Proposition 16. Si un mot infini a défini sur lalphabet {0,1,...,b — 1} vérifie la condition
(%)w,c pour des réels w > 1 et ¢ > 0 alors le nombre associé &, est transcendant.

Démonstration. On adopte les mémes notations uj, v;, 75, 55, p; et p; que dans la démonstration
précédente. On a alors

Pj 1
o — . 1
& bri (bsi — 1) < Yt (1)

Supposons par ’absurde que &, est algébrique. Considérons alors les trois formes linéaires indé-
pendantes & coefficients algébriques suivantes :

L1(X1, X9, X3) =6, X1 — & X2 — X3
Ly(X1, X9, X3) = X3
L3(X1, X2, X3) = Xo.

On va les évaluer en z; = (z], 23, %) = (b5 b3 p;) pour j > 1 :

3

i=1

= bITSIpI €IS — £ b — p;l

= b2ty (b% — 1) Pj ’

b~ 5 (b5 —1)
S b2rj+5jbrj (ij o 1)b7rj7w5j
— b2rj+5j—(w—1)sj.

Soit S 'ensemble des diviseurs premiers de b. Alors

ﬁHWh < <Hb’"f+sjl> (HVJ“I;) _ p-2rimss

i=11€S les les
Donc
3 ‘ 3
<H I1 |$§|l> [TLi@;)| <ptwmbe
i=11€8 i=1

= (it~

C(w—1)—d

J (w )"'J'“j

= max |z]|
i€{1,2,3}

w—1

) T o1
S( max |xf|> .
1€{1,2,3}

Posons € = ”ﬁT’ll Alors pour tout j > 1

(ﬁmzz)

i=11eS

3

[1z:@)

i=1

—€
< max |x] )
i€{1,2,3}

Donc d’aprés le théoréme du sous-espace de Schmidt, {z;, j > 1} = {(b"77%,b",p;), j > 1} est
contenu dans un nombre fini de sous-espaces stricts de Q3. En particulier, il existe un plan ou une




droite de Q3 qui contient une infinité de x‘j Il existe donc une équation 21 X1 + 20 X2 +23X35 =0
a coefficients entiers (21, 29, 23) € Z2 dont au plus un est nul vérifiée par une infinité de triplets
(b7iF53 b7 p;). Cest a dire qu'il y a une infinité de j € N tels que 21b"17% + 250" + 23p; = 0,
ou encore

by

z9 -
z21 + bTJ + z3 brits; =0. (2)

Or comme (s;);>1 est strictement croissante, b — +o0, et d’aprés (1), =24~ — &, donc
= j——+oo b’ I st o

en faisant tendre j vers +oo dans (2), on obtient que z; + 23€, = 0 donc &, est rationnel, ce
qui est impossible car comme a vérifie la condition (%), ., il n’est pas périodique & partir d’un
certain rang. Finalement, &, est transcendant. O

1.3 Majoration du nombre de blocs de chiffres distincts d’un nombre
transcendant

Pour comprendre le contexte dans lequel s’inscrit le résultat suivant, commencons par définir
ce qu’est un nombre normal au sens de Borel.

Définition 17. La fréquence d’un bloc de chiffre D = d; .. .d}, de longueur k dans le développe-
ment en base b d’un nombre réel £ est lorsqu’elle existe la limite de la suite (Ay(D, N,§)/N)n>1
ot Ap(D, N, ) est le nombre d’occurences de D parmi les N premiers chiffres du développement
en base b de £. Le nombre ¢ est dit normal en base b si pour tout k£ > 1 la fréquence de n’importe
quel bloc de chiffres de longueur k dans le développement en base b de £ existe et est la méme,
c’est a dire égale & 1/b* : pour tout k > 1, pour tout D = dj ... d,

. Ab(Dv Na 5) 1

lim ————=2 = —,

La plupart des nombres sont normaux et on s’attend & ce que ce soit le cas des nombres
algébriques irrationnels ainsi que des constantes classiques comme m, e ou In2. Le fait qu’un
nombre soit normal implique en particulier que chaque bloc de chiffres de n’importe quelle taille
apparaisse au moins une fois dans son développement en base b. On s’attend donc a ce que
pour les nombres algébriques irrationnels, p,(n) = b™ pour tout n > 1, ol p,(n) est défini dans
I’énoncé du Théoréme 18. Ce théoréme est le premier et unique pas réalisé dans cette direction
en plus d’un siécle.

Théoréme 18 (Adamczewski, Bugeaud). Soit a un mot infini sur lalphabet {0,1,...,b — 1}.
Pour n € N on note p,(n) le nombre de blocs de chiffres distincts de longueur n apparaissant
dans a. Alors si &, est un nombre algébrique irrationnel,

lim L(n) =400
n——+oo n
Démonstration. Soit @ un mot infini défini sur Palphabet {0,1,...,b—1}, non périodique & partir

d’un certain rang. Supposons qu’il existe un entier x > 2 tel que p,(n) < kn pour une infinité
de n € N. On va montrer que &, est transcendant. Soit une suite (ng)r>1 (qu’'on peut supposer
strictement croissante) telle que pour tout k > 1, p,(nr) < kng. On va montrer qu'il existe des
réels w > 1 et ¢ > 0 tels que a vérifie la condition (%), .. Pour I € N* on note a(l) le préfixe de a
de longueur [. Soit k£ > 1, alors comme p,(ny) < kng, par le principe des tiroirs, il existe un mot
my, de longueur ny, qui apparait deux fois dans a((x + 1)ng). Il existe donc des mots by, ¢, di et
er (possiblement vides) tels que |cx| > 1 et

a((li + l)nk) = bpympdier, = bpepmyey.

10



Remarquons que comme |mg| = ng, |bg| < kng. Le choix des mots uy et vy pour la condition
(*)w,c va alors dépendre de 'espace entre les occurences de my, ce qui nous améne a distinguer
plusieurs cas.

(2) |ex| > |mi|. Dans ce cas, il existe un mot f; de longueur au moins égale & 1 et tel que
a((k + )ng) = bgmy fymeer. On a alorsl|mkfk| < K|myg| et |(mkfk)%| < |mg|. Donc (mkfk)%
est un préfixe de my, et donc by (my fi)* T+ est un préfixe de a, avec

|0 | KNk
| frel = ng

(i4) Pm—g’“l—‘ < |ex| < |myl. Alors ¢ est un préfixe de my. Soit donc mj, tel que my = cpmj,.

Alors a((k + 1)ng) = brererm)ey, donc bi(cx)? est un préfixe de a avec

|bk| RN
m S T, = 3k.
k 3

[
ek ]

t

(#31) 1 < |ex| < {%-‘ On a alors my, = c¢imj, avec t = { J et [m},| < |cg|. Posons s = [%].

Comme s > £ — 1, |(¢;)?| > |c; | donc il existe m] tel que my, = cjcim], et [m}| < 3|cx|. Alors

s S |mk|
>_° iadil)
ekl 2 5ol = =5

car s > 1 (en effet ¢t > 3). Donc by (cj)? est un préfixe de a avec

|bk| RN
Bl < [ = JK.
k 5

Donc dans chacun de ces trois cas, on a trouvé des mots uy et vy tels que

- ukv:r”“ est un préfixe de a et 2 > 1+ % > 1,

- % < 5k = max(k, 3K, bK),
- x| > % = min (nk,%,%)

Comme on a supposé (ny)r>1 strictement croissante, la troisiéme condition nous donne qu’on

peut supposer la suite (|vg|)x>1 strictement croissante. Finalement, on a montré que a vérifie la

condition (x); 1 5, donc &, est transcendant. O
o
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2 Théorie des fractions continues

Dans cette partie on va présenter le concept de fraction continue et les bases de la théorie
qui en découle [1]. On verra notamment que c¢’est un moyen de représenter les réels, a 'image
du développement dans une base comme le développement décimal [5], [4]. On montrera aussi
des résultats reliant des propriétés des nombres & leur développement en fraction continue, pour
arriver au trés esthétique Théoréme 44 dont la preuve méle la théorie des fractions continues
ainsi que des arguments de la partie précédente [3].

2.1 Définition et propriétés

Soit (an)n>0 une suite de réels tels que a,, > 0 pour tout n > 1 (on considérera la plupart du
temps ag € Z et a, € N* pour n > 1). On appelle fraction continue une expression de la forme

N 1
a
0 . 1
a - -
1 . 1
a
2 1
an,
ou
N 1
a
0 | 1
a - -
1 . 1
a -
2 1
as + —
Elle peut en effet étre finie ou infinie et on la notera [ag,a1,...,a,] dans le premier cas et
[ag, a1, ...] dans le second. Pour une fraction continue finie ou infinie on note 7, son reste d’ordre
k, rp = [ak,ap41--.,an] dans le cas fini (avec k < n) et rp = [ag, ar+1-..] dans le cas infini.

Enfin, pour k£ € N (k < n dans le cas fini) on définit la réduite d’ordre k le nombre ’q’—: tel que
% = [ag, . .., ax] et ot la fraction 2 est écrite sous forme canonique, c’est a dire qu’on 'obtient
en réduisant successivement chaque étage de la fraction au méme dénominateur, en commengant

par le bas.

2.1.1 Propriétés des réduites

Commencons par quelques résultats simples sur les réduites qui se montrent de maniére
élémentaire, mais qui seront les piliers de la théorie des fractions continues.

Théoréme 19. Pour tout k > 2,

Pk = QkPr—1 + Dk—2
qx = 0xqr—1 + qr—2-

Démonstration. Procédons par récurrence sur k. Pour k = 2 on a clairement z—g =T et

p1_ agar +1

q1 aq

12



et

D2 1 apaiaz +ap +as
— =ap + = .
q2 1 ajas + 1
a; + —
as

Donc
p2 = a2p1 + Po
q2 = a2q1 + qo.

Soit n > 2 et supposons les égalités vraies pour tout k < n et toute suite (ay),>0 telle que a,, > 0
pour tout n > 1. Soit (an)n>0 une telle suite, alors

Z—: = lag,a1,...,a,] = ao + m.
Notons % = [a1,aa,...,ar4+1] les réduites d’ordre r de [aq,...,a,]. Alors % = ag + Z;: pour
tout 1 < r < n, donc
{ Pr=aoPy_1 + ¢y
4r =Pp_1-
pour tout 1 < r < n. Alors d’aprés I’hypothése de récurrence,
Pn = a0(@npPh_o + Pp_z) + andy_o + ;3
= an(aop,—s + dy—2) + Q0PH_3 + @3
= apPn—1 + Pn—2
qn = p”ﬂ*l
= anPh_o + Pp_3
= apGn—1 + Gn—2-
Par récurrence, on a donc bien les égalités voulues. O

Remarque 20. On note parfois p_; = 1 et g_1 = 0 pour que les formules soient valides pour
k=1.

Théoréme 21. Pour tout k >0 on a qupr—1 — Prqr—1 = (—1)".
Démonstration. Soit k > 0.
QkPr—1 — PeQr—1 = (OkQr—1 + Qe—2)Pr—1 — (QkPR—1 + Pr—2)qk—1

= qk—2Pk—1 — Pk—24k—-1
= —(qupkfz - Qk72pk71)

Et comme gop_1 —q_1po = 1, par récurrence, pour tout k > 0 on a qxpr_1 —prqe—1 = (—1)F. O

En divisant I'égalité précédente par ¢rqr_1 on obtient le résultat suivant :

Corollaire 22. Pour tout k > 1,

Pr—1 Pk (—1)*

qk—1 gk qrqdr—1 '

On a donc 'information de 1’écart entre deux réduites consécutives. Les résultats suivants
concernent la différence entre des réduites de méme parité consécutives.

13



Théoréme 23. Pour tout k > 1, qipr—2 — Prqe—2 = (—1)*Lay.

Démonstration. Soit k > 1.

QkPr—2 — PeQi—2 = (Axqu—1 + qr—2)Pk—2 — (@kPr—1 + Pk—2)qk—2
= (Qk71pk72 - Qk72pk71)ak
= (-1)*ay

Et en divisant par gxqi_2, on obtient :

Corollaire 24. Pour tout k > 2,

P2 pr_ (=D ey

dk—2 gk qkqk—2

Grace aux résultats 22 et 24 on a une description précise du comportement de la suite des
réduites.

Théoréme 25. La suite des réduites d’ordres pairs croit strictement et celle des réduites d’ordres
impairs décroit strictement. De plus, toute réduite d’ordre pair est plus petite que toute réduite
d’ordre impair.

Démonstration. Commencons par remarquer que d’aprés les formules du Théoréme 19, g > 0
pour tout k € N car a; > 0 pour tout k& > 1. D’aprés le Corollaire 24, on obtient alors bien les
strictes monotonies des suites de réduites d’ordres pairs et impairs souhaitées. Et le Corollaire
22 nous donne que toute réduite d’ordre pair est inférieure a la réduite suivante (qui est donc
d’ordre impair). Les monotonies que I’on vient de démontrer nous donnent alors le résultat plus
fort que toute réduite d’ordre pair est plus petite que toute réduite d’ordre impair. [

Nous allons finir cette section avec deux formules trés utiles sur les réduites.
Théoréme 26. Pour tout 1 < k <n,

_ Pr—1Tk + Pr—2

ag,...,Qa )
lao d Qk—1Tk + Q-2

ou Ty, et % désignent respectivement le reste et la réduite d’ordre k de la fraction continue finie
du membre de gauche.

Démonstration. Soit 1 < k < n. Par définition du reste on a [ag,...,a,] = [ag,...,ak_1, k]
Notons % la réduite d’ordre i de [ag, ..., a,] et % celle de [ag,...,ar—1,7;]. Comme ces deux

fractions continue ont les mémes k premiers termes, pour tout 0 < ¢ < k —1 on a p; = pj et
¢; = ¢;. Alors par le Théoréme 19,

_ Pr—1Tk + Ph_o _ Pr-1Th + Pr2
Qoo1Th + Qo Q—1Tk + qh—2

/
*ig = [ag,...,0k—1,7%] = [G0, ..., Qn)
k

Théoréme 27. Pour tout k > 1,

qk
dk—1

= [ak,ak_l, .. .,al].
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Démonstration. Montrons cette formule par récurrence. Si kK = 1, on a bien

q _ a1 [a1]
A _
Qo 1
Soit k > 1 et supposons
qr—1
= [akfl,amz, 7611]
qrk—2
Alors
qk AkQk—1 + qr—2 qk—2 1
= =ag + =ap+ ——— = [ap, Qp—1,...,01)
Qk—1 Qk—1 Qr—1 lak—1,...,0a1]

2.1.2 Fractions continues infinies convergentes

Dans l'optique d’associer une valeur numérique a une fraction continue infinie (c’est assez
direct pour une fraction continue finie), on va définir la convergence d’une fraction continue
infinie de la fagon trés simple suivante :

Définition 28. Une fraction continue [ag,aq,...] converge si la suite de ses réduites (2—’;)
*/ k>0

converge vers un réel a. On lui attribue alors la valeur « et on note a = [ag, a1, ...]. Sinon, on
dit qu’elle diverge.

On peut déja faire le lien entre la convergence d’une fraction continue et celle de ses restes.

Théoréme 29. Si une fraction continue converge, il en est de méme pour chacun de ses restes.
Réciproquement, si au moins un reste converge, la fraction continue converge.

Démonstration. Soit n € N. On note Z—: les réduites de la fraction continue et Z—i‘ ceux de r,, son
k
reste d’ordre n. D’aprés le Théoréme 26, on a pour tout k > 0 :

!/
Py
Pn+k o pn—l[ana R an-i—k] +pn—2 _ Pn-1 q;, + Pn—2 (3)
= = - .
dn+k Qn—l[ana ey an+k] +qn—2 qn_lz—z + gn—2
Donc si r,, converge, ( 2 converge, donc | Zntk converge, d’ou | 2 converge
n ge, ge, ge, g
T/ k>0 dntk /) >0 %/ >0

et la fraction continue converge, ce qui montre la réciproque. D’autre part, d’aprés (3),

/ —1
p Pn+k Pn+k
== ( L _pn2> (pnl — oot in) :
dy n+k dn+k

Donc si (p—’“> converge vers un réel «, alors (”"—*’“) converge vers «, et en remarquant
k>0 k>0

qk An+-k
/
d’aprés le Théoréme 25 que a ne peut étre égal a 5"’1, on a bien (%) converge d’ou 7,
n— k k;ZO
converge ce qui termine la preuve du théoréme. O]

Remarque 30. Le Théoréme 25 nous donne que pour une fraction continue infinie convergente
la suite des réduites d’ordres pairs et celle des réduites d’ordres impairs sont adjascentes et
convergeantes vers a.
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Ce comportement trés précis de la suite des réduites permet de quantifier sa distance & « en
fonction seulement des g.

Théoréme 31. La valeur o d’une fraction continue infinie convergente vérifie pour tout k > 0,

1
TeQrt1

P
a— 28

dk

<

Démonstration. D’aprés la Remarque 30, a se trouve toujours entre deux réduites consécutifs,
donc si k > 0,

1
‘apk _ e pra

qk dr dk+1 qkqk+1
d’apres le Corollaire 22. O

Nous allons terminer cette partie par un critére de convergence pour les fractions continues
infinies.

Théoréme 32. Une fraction continue infinie [ag,a1,...] converge si et seulement si la série
> n>0 an diverge.

Démonstration. D’aprés le Théoréme 25, la fraction continue converge si et seulement si les suites
des réduites d’ordres pairs et impairs convergent vers une méme limite. De plus, le Théoréme
31 montre que c’est le cas si et seulement si qpqi+1 k:)() +00. Supposons d’abord que Zn21 an

converge. Soit k > 2, comme ¢y = apqr—1 + qr—2, alors g > qr—_o (d’aprés les formules 19,
ar > 0 et gx_1 > 0 pour tout k£ > 2). On se trouve alors dans I'un des deux cas suivants : soit
Qk—1 > Qr_2 SOit qr > qr_1. Dans le premier cas,

dk—1
1—ay

Gk = Apgr—1 + gr—2 < (1 + ag)gp—1 <

car (1+ag) < (1 —ax)~! si et seulement si 1 —ai < 1 si et seulement si a; > 0. Dans le second,
Qe = akGk—1 + Q-2 < agqr + gr—2 donc

dk—2

1-— ag

i <

au moins & partir d'un certain rang, car puisque ) -, a, converge, il existe un rang a partir du
quel 0 < ag < 1. Donc il existe kg > 0 tel que pour tout k > kg il existe I, < k tel que
di
qr < —k
1-— ar

Si k > kg, en itérant 'inégalité ci-dessus, il existe s < kg et kg < k, < ... < k1 < k tels que

qs
L—ap)(l—ag,)...(1—ax,)

Or )", -, a, converge donc Hk>k0(1 — ay) converge vers un réel A > 0. Or pour tout k > ko,

0<ar<1ldonc (1—ag)(l—ag)...(1—ax.)> A Ennotant Q = [ max g, alors g < A7'Q
S1SR0—

pour tout k > kg, ce qui empéche d’avoir giqi+1 k*> +00. Donc la fraction continue diverge.
— 0

qr <
(

Réciproquement, supposons que » ., -, a, diverge. Comme g > gx—2, en notant ¢ = min(qo, ¢1),
pour tout £ > 0 on a g; > ¢. Donc pour tout k > 2, g, > qx—2 + cag. En itérant on obtient

k

Q2k = qo +Cza2z‘
i—1
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et

k
q2k+1 = q1 + CZGQH—L
i=1
Donc
2k+1
@2k + qok+1 = qo +q1 + ¢ Z a;
i=2
et
2k
Qk + qok—1 = qo +q1 + Czai
i=2
et alors pour tout k£ > 0,
k41 k41
qk + qk+1 = qo + 1 —l—cZai > cZai.
i=2 i=2

Donc pour tout k£ > 0, au moins un facteur de qrqr+1 est plus grand que 525221 a;, et autre

est plus grand que ¢, donc
2 k+1

c
Wrt1 = 5 Z a;
=2
ce qui montre que qxqx+1 kﬂ 400 et donc la fraction continue converge. O
— 0

2.1.3 Fractions continues a coefficients entiers

A partir de maintenant, toutes les fractions continues seront telles que ag € Z et a, € N*
pour tout n > 1. Le Théoréme 32 assure alors que toute telle fraction continue est convergente.
Les formules 19 donnent aussi que les nombres py et ¢ sont des entiers, et le Théoréme 21, avec
le théoréme de Bézout, montre le théoréme suivant.

Théoréme 33. Les réduites sont irréductibles.

On voit alors par le Théoréme 31 que les réduites sont une approximation rationnelle de «,
et on peut méme étre plus précis sur la vitesse de convergence.

Théoréme 34. Pour tout k > 2, qx > 2%.

Démonstration. Remarquons d’abord que d’aprés les formules 19, ¢, > qx_1 pour tout k > 1.
Donc pour tout k > 2, qx = axqr—1 + Qk—2 > Qr—1 + Q-2 > 2qk—2. Dot qo, > 2Fgy = 2% et
Q2k+1 > 2kq1 = 2kg, > ok pour tout k£ > 1. Finalement, pour tout £ > 2 on a bien g3 > 2. O

On a déja une idée assez précise du comportement des réduites grace a la Remarque 30. On
va approfondir cette étude grace a la notion de médiane de deux fractions.

Définition 35. La médiane de deux fractions 7 et ¢ est la fraction

a+c
b+d-”

Lemme 36. La médiane de deux fractions se trouve toujours entre ces deux fractions.
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P2 Pk , Dhil Pk~ Pi—1 Pk—1

Pe-1TPk—2  2pp_1+ s —_ )
Qoo Wm0 ta o q} ' Gl 11 gt qr. 1
1 ] | 1 1 1 | 1

FIGURE 1 — Position relative des réduites par rapport a «

Démonstration. Supposons que 7 < 4. Alors

atc a _ be — ad >0
b+d b bb+d —
et b d
Eia—i—c: C — > 0.
d b+d db+d —
Donc
a_ate_c
b~ b+d~ d
O
Proposition 37. La suite 2k=2 Ph=itPi=2 2Pk_1tpbr-z - GkPh—1dDh=2 — Pk cpojt Jorsque k est
qk—2" qr—1+Pr—2" 2qr—1+Pr—2 akqr—1+Pr—2 qk
pair et décroit lorsque k est impair.
Démonstration. Soit k > 2 et i € N. Alors
(i+1)pe-1+Pe-2  ipe—1+Pre-2 _ (—1)*

(i +1)q—1+pr—2 iqe—1+Dp—2 ((t+1)qr-1+ Pr—2)(iqr—1+ Pr—2)

On remarque que le signe dépend seulement de k, et non de 7, donc la suite est bien monotone,
et la monotonie est donnée par la parité de k. O

Remarque 38. Dans cette suite, chaque terme est la médiane du précedent et de z’;—j. Cela

nous donne une fagon de construire les réduites sans connaitre la suite (ax)greny mais en utilisant

valeur a. En u I nnus ——- ~=——. On u S term ui n
la valeur de En effet, supposons co s:;),’z z et 5:1 On calcule les termes de la suite e

faisant & chaque fois la médiane du terme précédent et de 2 Z:i jusqu’a ce que le résultat ne soit

plus dans l'intervalle [2::2 , a] (ou [a, z:j] suivant la parité de k). La derniére fraction a étre

dans l'intervalle est alors %. Pour l'initialisation, il suffit de poser ag = |a], a1 = {mJ et

Po _ 4o ot P1 — Goaitl

90 1 a1 ay

La Figure 1 illustre la situation lorsque k est pair. Mais cette observation a une conséquence
encore plus intéressante : elle permet de mieux quantifier la qualité de I’approximation rationnelle
de « par les réduites.

Théoréme 39. Pour tout k > 0,

1
TeQht1

1
ar(qr + qrt1)

Pk
o — 2=

gk
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Démonstration. La deuxiéme inégalité a déja été montrée dans le Théoréme 31. Si k& > 1, il

découle de la Proposition 37 que Z:i% se trouve entre « et 1; :: , ce qui est bien illustré sur la

Pr+Pr+1

Figure 1. Ceci étant valable pour tout £ > 1, on a alors pour tout k& > 0 que oo S€ trouve
entre o et Z& | soit
qk
+
’a—pk > |PETPet1 Pk
qx Gk + k1 Gk
_ | 9kPk+1 — Prk+1
(@ + qr+1)
_ (="
Qr(qr + qre1)
B 1
@ (qk + qrg1)
O
2.2 Représentation des nombres en fractions continues
2.2.1 Développement en fraction continue d’un nombre
Théoréme 40. Pour tout nombre rationnel o, il existe une unique suite finie d’entiers ag, ay, ..., a0y,
avec ag € Z, ar, > 1 sik > 1 et a, # 1 telle que « = [ag,a1,...,a,]. Pour tout nombre irra-

tionnel a, il existe une unique suite d’entiers (a,)nen avec ag € Z et a, € N* sin > 1 telle que
a = [ap,a1,...].

Démonstration. Existence. Supposons a = 7 rationnel avec a € Z, b € N* et a Ab = 1. La
division euclidienne de a par b nous donne deux entiers ¢ € Z et 0 < r < b tels que a = bg + r.
Alors

a r 1
g =q+ 5 =q-+ E
T
On pose alors ag = ¢ et on recommence avec % (on a bien r # 0 car bAr = aAb = 1). Ce procédé
n’est autre que l'algorithme d’Euclide qui va alors nous fournir une suite ag, a, ..., @y, ayy1 avec
ant1 =1 = aAb et nle plus grand entier tel que a,, # 1 telle que a = [ag, a1, ... ,ay]. Les a; pour

i > 1 sont alors bien non nuls car % > 1 donc a; > 1 et le fait que le reste soit strictement plus
petit que le diviseur généralise ce fait & chaque étape de I’algorithme donc pour tout 1 < i < mn,
a; > 1. Supposons maintenant « irrationnel. Posons ag = |a] et r1 = a_lao de telle sorte que
o = ap+ % Onaalors ry > 1car 0 < a — |a] <1 (o ¢ Z), r1 irrationnel car « lest, et

a = [ag,r1]. Comme r; > 1, en posant a; = [r1] et ro = Tlial alors a; > 1 et ry est irrationnel

car r1 lest et o = [ag, a1, 72]. Soit n > 2 et supposons construits des entiers ag, ai, ..., a,—1 avec
a; > 1 pour 7 > 1 et un irrationnel r,, > 1 tels que

a=[ag,a1y. .., Qn_1,Tp]-

On pose alors a, = |rn| > 1et rppq = 1a qui est bien irrationnel car 7, I'est. On a donc

Tn—

o =[ag,at,...,0n, rni1]-

Donc par récurrence, avec notre construction, il existe une suite d’entiers (a,)nen avec ag € Z
et a, € N* pour tout n > 1 et une suite d’irrationnels (r,),>1 telles que pour tout n € N,
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a = lap,a1,...,an, T+1]. Montrons alors que « = [ag, a1, ...]. On introduit les réduites z—" de la
fraction continue [ag, a1, ...]. Alors d’aprés le Théoréme 26, si n > 2,

_ _ Pn—1Tn + Pn—2
@ = [aOaala s 7an—17rn] -
qn—1Tn + qn—2

et d’autre part,
& _ Pn—10an +pn72

dn dn—10an + dn—2 .
Donc

‘ (pnflrn + pn72)(qn71an + Qn72) - (pnflan + pn72)(qn71rn + Qn72)
(qn—lrn + Qn—Z)(Qn—lan + Qn—2)
‘ (

S
a— 2 =
dn
Pn—2qn—1 — pn—1Qn—2)(an - Tn)
(anlrn + qn72)(Qn71an + Qn72>

|a’TL - Tn|
(qnflrn + qn72)(Qn71an + anz)
1

(Qn—l'rn + QH—2)(Qn—1an + Qn—Q)

<

car a, = |r,] donc |a, — r,| < 1. De plus, comme r,, est irrationnel, on a r, > a, donc
An—1Tn T Qn—2 > Gn—-10n + Gn—2 = (qn, d’ou
1

’a_pn 1
q?

an

Comme (qn)nen vérifie la relation 19 avec a,, > 1 pour tout n > 1, c’est une suite strictement
croissante d’entiers et donc ¢, — +oo donc 2= — « ce qui montre que a = [ag, ay, .. .].
n—00 an n—oco

Unicité. On a déja vu dans la Remarque 38 comment construire les réduites et donc les entiers
ag, ai, . . . directement & partir de la valeur de «, mais I'unicité peut se prouver plus facilement. La
preuve suivante est donnée pour le cas « irrationnel c’est & dire pour les fractions continues infinies
mais s’adapte directement aux fractions continues finies. Supposons a = [ag, a1, . . .| = [ag, a], .. ]
avec (an)nen et (al,)nen deux suites d’entiers avec a, > 1 et al, > 1 pour tout n > 1. Alors
ap = af, = |a]. Soit n € N et supposons que a; = a; pour tout 0 < ¢ < n. Alors avec des notations
évidentes, p; = p} et ¢; = ¢; pour tout 0 < ¢ < n. Donc en notant 7,41 = [a@nt1,Gnt2,--.] €t
Thi1l = [@n41,00 0, ..], d’aprés le Théoréme 26,

_ PnTn+41 + Pn—1 / o p;r»/n-i,-l +p;1—1 _ pnT;z—&-l + Pn—1

! !
= [a07~-~;a7larn+1} - = [G‘Oa'-wa'»rmrn—i-l] YW / - / .
GnTn+1 + Gn-1 nTn+1 T qn-1  InTpy1 T dn—1

qnT+qn—1
a;, 1. Donc par récurrence, a; = a; pour tout i € N, d’ott 'unicité. O]

Donc 741 = 7,1 par bijectivité de z — . On en déduit que 41 = [rpy1] = 1741 =

Remarque 41. Le Théoréme 40 affirme donc que les fractions continues permettent de repré-
senter les nombres réels, comme le fait le développement décimal. Et & I'image de ce dernier, on
peut tirer des informations d’un nombre & partir des propriétés de son développement en fraction
continue. Par exemple, & ou la périodicité & partir d’un certain rang du développement décimal
caractérise la rationnalité du nombre, elle se voit directement dans le développement en fraction
continue suivant s’il est fini ou infini. Sur le méme principe, la partie suivante caractérise les
nombres dont le développement en fraction continue est périodique a partir d’un certain rang.
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2.2.2 Nombres quadratiques et développement en fraction continue périodique

Théoréme 42. Un nombre réel est quadratique si et seulement si son développement en fraction
continue est périodique & partir d’un certain rang.

Remarque 43. Ici, "périodique & partir d’un certain rang" sous-entend que le développement
en fraction continue est infini et qu’il existe kg € N et h € N* tels que ar = ag4p pour tout
k > ko.

Démonstration. Soit o € R et supposons que son développement en fraction continue soit pério-
dique a partir d’'un certain rang. Il existe alors ky € N et h € N* tels que ry = ri4p pour tout
k > ko. Alors par le Théoréme 26, si k > ko,

o = PE=1TE +Pk—2  Pk+h—1Tk+h T Pk+h—2  Pk+h—1Tk + Pk+h—2
Qk—1Tk + qk—2 Qk+h—1Tk+h + Qk+h—2 Qk+h—1Tk T Qk+h—2

donc
(Pr—17k + Pe—2) (ks h—1Tk + Qhth—2) = Pkth—1Tk + Phth—2)(Qe—17k + qr—2)-

Donc 7y, vérifie une équation de degré 2 a coefficients entiers (en effet le coefficient devant 77 est

p"‘—*i et ZEth=1l gont deux réduites distinctes,

Dk—1Gk+h—1 — Qk—1Pk+h—1 qui est bien non nul car o P

donc pr—1qr+h—1 # Qu—1Pkt+h—1)- Or

_ Prk—2 — qr—2C
Q-1 — Pk—1

Tk

donc si ar? + bry, + ¢ = 0 avec (a,b,c) € Z3, alors
a(pr—2 = qr—20)* + b(pr—2 — qr—20) (10 — pr—1) + c(gr10 — pr—1)> = 0

donc « est aussi racine d’une équation de degré 2 a coeflicients entiers, donc algébrique de
degré au plus 2. Or son développement en fraction continue est infini, il est alors irrationnel et
donc de degré au moins 2. Donc « est quadratique. Réciproquement, supposons maintenant «
quadratique. Soit alors (a,b,c) € Z* x Z? tels que aa® + ba + ¢ = 0. Toujours par le Théoréme
26, pour tout n > 2 on a
o = Pn—1Tn +pn72
Gn—1Tn + Gn—2 .

Donc si n > 2, r,, vérifie A,r2 + B,r, + C, =0 avec
Ay = ap%,1 + 0pn—1qn-1 + ngfl

Bn = 2apn—1Pn—2 + b(pn72Qn71 +pn71Qn72) + QanflqufQ
Cn = ap%_Q + bpn—2Qn—2 + cqz—2

De plus, par le Théoréme 31,
1 1

< < —
QHQn—l qnfl

Pn—-1
dn—1

o —

donc |pp—1 — gn_10| < qn%l. Donc il existe d,—1 € R tel que [d,-1] < 1 et

6n71

Qn—l.

Pn—1 = Qn-10¢ +
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Alors

52
A, =a <q721_1a2 + qg Ly 2a5n_1> +bg%_ja+ b6, 1+ >,

n—1

62
(aa® +ba +c)g>_, + aq;ﬁl + 2a00,,—1 + boy—1

n—1

52
=a 371 + 2a06py—1 + b3y_1

qn—l

donc
|An| < la| + 2|ac| + [b].

La suite (A, ),>2 est donc bornée, et en remarquant que C,, = A,,_1, la suite (C},)n>2 est bornée
aussi. Remarquons de plus que

B721 - 4AnCn = (b2 - 4ac)(pn71Qn72 - qnflpn72)2 = b2 —4dac

donc

|Bn| < \/|b2 —dac| + [A,]|C|

et (By)n>2 est bornée également. Rappelons que A,,, B, et C,, sont des entiers, donc la suite
(A4, X? 4+ B, X + C,,)n>2 ne parcourt qu’un nombre fini de polynomes, et donc la suite (7, )nen
ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs. Il existe donc k € N et h € N* tels que 7, = rg4n,
donc par unicité du développement en fraction continue, la suite (ay,)n,en est périodique & partir
du rang k. O

2.3 Fractions continues, palindromes et nombres transcendants

Terminons avec un trés beau résultat di & Adamczewski et Bugeaud qui utilise le théoréme
du sous-espace de Schmidt pour déduire d’une propriété du développement en fraction continue
d’un nombre qu’il est transcendant ou quadratique. En effet, pour les nombres algébriques de
degré supérieur ou égal a 3, on s’attend & un comportement relativement aléatoire de la suite
des quotients partiels. Or dans le cas ou ils commencent par des palindromes arbitrairement
grands, on a une symétrie extréme du nombre, et on s’attend donc & ce qu’il soit quadratique ou
transcendant.

Théoréme 44 (Adamczewski, Bugeaud). Soit a = ajazas ... un mot infini dont les lettres sont
des entiers strictement positifs. Si le mot a admet des palindromes arbitrairement longs comme
préfizes, alors le nombre , = [0, a1, as,...] est quadratique ou transcendant.

Démonstration. Soit @ = ajazas ... un tel mot. Soit (n;),;>1 la suite strictement croissante des
longueurs des palindromes de a. Notons aussi

Pn;
— = [07 a1,0a2,... 7anj]
n,
les réduites associées de (,. Supposons (, algébrique. On va montrer qu’il est quadratique. Soit
j > 1, comme ajas ... a,, est un palindrome, [a1,as,...,an,;] = [an,,...,a2,a1], donc
Dn; 1 1
—+ =[0,a1,a2,...,a,,] = = .
CIn]- [a17a27~~'7anj] [anja"'7a27a1]
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Or d’aprés le Théoréme 27,

n,
[anj7- ..,CLQ,Cll] =
anfl
donc
pnj o an—l
qnj an

et pn; = qn,;—1 pour tout j > 1. De plus, par le Théoréme 31,

; 1 1
ga — & < < —
dn,; qn;qn;+1 qn?
et
Ca o p’ﬂj—l ]. )
dn;—1 An;Adn;—1
Donc X
‘Q’rLjCa _pnjl = ‘anga - qnj71| < —
n;
et

1
|qn_7‘—1CL‘L 7pnj—1| < q7'

n;
Considérons alors les trois formes linéaires indépendantes & coeflicients algébriques suivantes :
Ll(leXQa X3) = CaXl - X2
La(X1, X2, X3) = (o X2 — X3
L3(X1, X0, X3) = X1.
Posons aussi le vecteur 7 = (qn;»qn;—1,Pn;—1). Alors

3

1 1
| I L) = q,.1Gn. — D Cy— . 1| < — = .
i:1| (7)) CInquM 1Ca = Pn; 1||Qn1<a dn; 1 I, maX(an,an—hpnj—l)

En effet, 0 < ¢, < 1 donc au moins a partir d’'un certain rang on a pp;—1 < gn;—1 < ¢n,-
Donc d’aprés le théoréme du sous-espace de Schmidt, les triplets (gn,, gn;—1,Pn,—1) pour j > 1
sont dans un nombre fini de droites et/ou plans de Q3. Donc il existe (21, 22, 23) € Z> tels que
21qn; + 22qn;—1 + 23Pn;—1 = 0 pour une infinité de j > 1, soit

dn;—1 Pnj—1
21+ 29 g + 23 e =0
U an
ou encore
Dn; Pn;—1 Pn;
21+ 29— + 23———L =0.
qn,; Qn;—1 Q4n;
., . . o . . N « . . Pn
Ceci étant vrai pour une infinité de j > 1, on peut passer a la limite j — oo, et comme el Cas
nj J—o0

alors on obtient que 21 + 22¢, + 23¢2 = 0. Donc (, est quadratique, ce qui achéve la preuve. [J
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