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Résumé

J’ai effectué mon stage à l’Institut Camille Jordan sous la direction de Boris Adamc-
zewski que je tiens avant tout à remercier pour m’avoir permis de réaliser ce travail. Le
but est d’aborder la théorie des nombres sous l’angle de la combinatoire, c’est à dire en
reliant la façon de représenter les nombres avec notamment leurs propriétés d’irrationna-
lité ou de transcendance. Dans cette optique, chacune des deux parties est conclue par la
démonstration d’un résultat important de la théorie dû à Adamczewski et Bugeaud [3].
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1 Propriétés combinatoires du développement dans une base
et transcendance

L’objet de cette partie est de relier des propriétés combinatoires du développement dans une
base b d’un nombre à sa transcendance. Ces propriétés consistent en des répétitions de motifs dans
la suite des chiffres du nombre, qui vont le rendre bien approchable par des nombres rationnels. On
va ainsi voir dans un premier temps plusieurs résultats d’approximation des nombres algébriques
par des rationnels [2], [6]. On verra ensuite comment les exploiter en reliant les répétitions dans
le développement à la bonne approximation du nombre par des rationnels. On terminera cette
partie avec le Théorème 18 dû à Adamczewski et Bugeaud qui est actuellement le résultat le plus
précis concernant le développement dans une base d’un nombre transcendant [3].

1.1 Théorèmes d’approximation rationnelle
1.1.1 Inégalité de Liouville

Contrairement à ce qu’on pourrait imaginer, les nombres algébriques sont mal approchables
par des rationnels, comme en témoigne cette proposition.

Proposition 1 (Liouville 1844). Soit ξ un nombre algébrique de degré d ≥ 2. Alors il existe une
constante cξ telle que pour tout rationnel pq avec q ≥ 1,∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ ≥ cξ
qd
.

Démonstration. Soit P le polynôme minimal de ξ (avec la convention P ∈ Z[X]). On a alors P de
degré d ≥ 2, P (ξ) = 0 et P est irréductible dans Q[X]. Considérons cξ = 1/(1 + max

|ξ−x|≤1
|P ′(x)|).

Soit p
q avec q ≥ 1 un rationnel.

- Si
∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣ > 1 alors
∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣ ≥ 1
qd
≥ cξ

qd
car cξ ≤ 1.

- Si
∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣ ≤ 1, comme P est irréductible dans Q[X], P
(
p
q

)
6= 0 et donc qdP

(
p
q

)
∈ Z\{0} et∣∣∣qdP (pq)∣∣∣ ≥ 1. Or par inégalité des accroissements finis,∣∣∣∣P (ξ)− P (pq

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣P (pq
)∣∣∣∣ ≤ ( max

|ξ−x|≤1
|P ′(x)|

) ∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ .
Ainsi, ∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ ≥ 1

qd max
|ξ−x|≤1

|P ′(x)|
≥ cξ
qd

car
cξ ≤

1

max
|ξ−x|≤1

|P ′(x)|
.

Exemple 2. Pour tout b ≥ 2, le nombre

Lb =

+∞∑
n=1

1

bn!
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est transcendant. En effet, soit d ≥ 2 et j ≥ d. Notons

pj
bj!

=

j∑
n=1

1

bn!

avec pj ∈ N. Alors∣∣∣Lb −
pj
bj!

∣∣∣ = +∞∑
n=j+1

1

bn!
=

1

b(j+1)!
+

1

b(j+1)!

(
1

b(j+2)!−(j+1)!
+

1

b(j+3)!−(j+1)!
+ . . .

)
<

2

b(j+1)!

car pour tout i ≥ 2, b(j+i)!−(j+1)! ≥ 2(j+i)!−(j+1)! ≥ 2i donc

+∞∑
i=2

1

b(j+i)!−(j+1)!
≤

+∞∑
i=2

1

2i
< 1.

Donc ∣∣∣Lb −
pj
bj!

∣∣∣ < 2

(bj!)j+1
<

2

(bj!)d

pour tout j ≥ d. Donc par l’inégalité de Liouville, Lb ne peut pas être algébrique de degré d et
ce pour tout d ≥ 2, donc Lb est transcendant.

1.1.2 Théorème de Roth

Le théorème de Roth qui suit ainsi que ses deux améliorations (théorèmes de Ridout et du
sous-espace de Schmidt) sont donnés sans démonstrations car celles-ci dépassent largement l’objet
de mon stage. Cependant, on va donner de multiples exemples d’application et voir comment ils
permettent de montrer la transcendance de nouveaux nombres.

Théorème 3 (Roth 1955). Soit ξ un nombre algébrique et ε > 0. Alors il existe seulement un
nombre fini de rationnels p

q tels que q ≥ 1 et

0 <

∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ < 1

q2+ε
.

Ce théorème ressemble beaucoup à l’inégalité de Liouville mais il en est une amélioration
optimale car on ne peut pas prendre ε = 0. C’est donc un grand pas dans la théorie qui a valu
la médaille Fields à Roth. On en donne ici quelques exemples d’application.

Exemple 4. Si b ≥ 2 est un entier alors

Nb =

+∞∑
n=1

1

b3n

est transcendant. En effet, de même que pour Lb, soit j ∈ N∗ et notons

pj
b3j

=

j∑
n=1

1

b3n

avec pj ∈ N. Alors ∣∣∣Nb −
pj
b3j

∣∣∣ = +∞∑
n=j+1

1

b3n
<

2

b3j+1 =
2

(b3j )3
.
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On a donc trouvé une infinité de rationnels p
q tels que 0 <

∣∣∣Nb − p
q

∣∣∣ < 2
q2+1 donc d’après le

théorème de Roth, Nb est transcendant.

Remarque 5. Les mêmes arguments fonctionnent pour montrer la transcendance de

+∞∑
n=1

1

bbdnc

pour tout réel d > 2. En revanche, on ne peut rien dire du nombre

+∞∑
n=1

1

b2n
.

Ce cas sera résolu par la suite grâce à une amélioration p-adique du théorème de Roth.

Jusqu’à présent, on a tronqué les nombres ayant un grand nombre de zéros dans leur déve-
loppement décimal juste avant une longue série de zéros afin d’en tirer de très bonnes approxi-
mations rationnelles et montrer leur transcendance. Mais une astuce consistant à compléter le
développement décimal par périodicité permet aussi d’utiliser le théorème de Roth pour prouver
la transcendance de nombres n’ayant pas de grandes séries de zéros dans leur développement
décimal, comme le nombre de Fibonacci défini ci-après qui n’a pas plus de 3 zéros consécutifs.
On considère σ le morphisme sur l’alphabet {0, 1} défini par σ(0) = 01 et σ(1) = 0. Alors la
suite (σn(0))n≥1 converge vers le mot de Fibonacci

f = 010010100100101001010 . . .

au sens où pour tout préfixe p de f , il existe un entier Np tel que pour tout n ≥ Np, p est un
préfixe de σn(0). C’est à dire que tout préfixe de f est un préfixe de tous les σn(0) à partir d’un
certain rang. On lui associe alors le nombre en base b

ξf =

+∞∑
n=1

fn
bn

où fn désigne la nème lettre de f .

Théorème 6. Le nombre de Fibonacci

ξf =

+∞∑
n=1

fn
bn

est transcendant.

Démonstration. On note (Fj)j≥0 la suite de Fibonacci initialisée avec F0 = 0 et F1 = 1. On
va d’abord montrer un lemme concernant les préfixes de f qui nous permettra de construire de
rationnels approchant bien ξf .

Lemme 7. Pour tout entier j ≥ 4 le mot

f1f2 . . . fFjf1 . . . fFjf1 . . . fFj−1−2

est un préfixe de f .
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Démonstration du lemme. Pour j ≥ 3 on note wj = f1 . . . fFj = σj−2(0). Si u = u1 . . . un est un
mot de longueur |u| ≥ 3 on note h(u) = u1 . . . un−2. Le mot f vérifie la relation fondamentale
wj+1 = wjwj−1 pour tout j ≥ 3. Montrons la par récurrence. On a clairement w4 = w3w2 = 010.
Soit j ≥ 3 tel que wj+1 = wjwj−1. Alors wj+2 = σj(0) = σ(σj−1(0)) = σ(wj+1) = σ(wjwj−1) =
σ(σj−2(0)σj−3(0)) = σj−1(0)σj−2(0) = wj+1wj . La relation fondamentale étant démontrée,
on va maintenant montrer par récurrence que pour tout j ≥ 4, h(wjwj−1) = h(wj−1wj). On a
w4w3 = 01001 et w3w4 = 01010 donc h(w4w3) = h(w3w4) = 010. Soit j ≥ 4 tel que h(wjwj−1) =
h(wj−1wj). Alors h(wj+1wj) = h(wjwj−1wj) = wjh(wj−1wj) car |wj | ≥ 2. Donc h(wj+1wj) =
wjh(wjwj−1) = h(wjwjwj−1) = h(wjwj+1). On peut alors finir la démonstration du lemme en
remarquant que par définition, pour tout j ≥ 4, h(wj+2) est un préfixe de f . Or h(wj+2) =
h(wj+1wj) = h(wjwj+1) = h(wjwjwj−1) = f1f2 . . . fFjf1 . . . fFjf1 . . . fFj−1−2

Ce lemme nous indique que pour j ≥ 1 le nombre ρj = 0.(f1 . . . fFj )
ω est une bonne approxi-

mation rationnelle de ξf . En effet d’après celui-ci

|ξf − ρj | < b−(Fj+Fj+Fj−1−2) = b−Fj+2+2.

D’autre part,

ρj =
f1
b

+
f2
b2

+ . . .+
fFj
bFj

+
f1

bFj+1
+ . . .+

fFj
b2Fj

+ . . .

=

(
f1
b

+
f2
b2

+ . . .+
fFj
bFj

)(
1 +

1

bFj
+

1

b2Fj
+ . . .

)
=

(
f1
b

+
f2
b2

+ . . .+
fFj
bFj

)
bFj

bFj − 1

Donc il existe un entier pj tel que ρj =
pj

bFj−1
. Et f n’est pas périodique à partir d’un certain

rang donc pour tout j ≥ 1

0 <

∣∣∣∣ξf − pj
bFj − 1

∣∣∣∣ < b2

bFj+2
.

De plus, par récurrence immédiate, pour tout j ≥ 1, Fj+2 ≥ 1, 5Fj+1 donc pour tout j ≥ 4

0 <

∣∣∣∣ξf − pj
bFj − 1

∣∣∣∣ < b2

b1,5
2Fj

=
b2

b2,25Fj
<

b2

(bFj − 1)2,25
.

Donc par le théorème de Roth, ξf est transcendant.

1.1.3 Théorème de Ridout

On donne ici une version p-adique du théorème de Roth. On note |.|l la valeur absolue l-adique
telle que |l|l = 1.

Théorème 8 (Ridout 1957). Soit ξ un nombre algébrique et ε > 0. Soit S un ensemble fini de
nombres premiers. Alors il existe seulement un nombre fini de rationnels p

q avec q ≥ 1 et(∏
l∈S

|p|l|q|l

)∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ < 1

q2+ε
.

Cette amélioration du théorème de Roth nous permet de gagner en terme de critère de
transcendance, et notamment de résoudre le cas du nombre suivant :
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Corollaire 9. Pour tout entier b ≥ 2 le nombre

Bb =

+∞∑
n=1

1

b2n

est transcendant.

Démonstration. Soit j ∈ N∗ et posons pj
qj

=
∑j
n=1

1
b2n

avec qj = b2
j

. Alors

∣∣∣∣Bb −
pj
qj

∣∣∣∣ = +∞∑
n=j+1

1

b2n
<

2

b2j+1 =
2

q2j
.

D’autre part, soit S l’ensemble des diviseurs premiers de b. Alors comme pj ∈ N pour tout j ≥ 1,
|pj |l ≤ 1 pour tout l ∈ S, donc

∏
l∈S

|pj |l|qj |l ≤
∏
l∈S

|qj |l =
∏
l∈S

|b2
j

|l =

(∏
l∈S

|b|l

)2j

=
1

b2j
=

1

qj
.

Donc pour tout j ≥ 1, (∏
l∈S

|pj |l|qj |l

)∣∣∣∣Bb −
pj
qj

∣∣∣∣ < 2

q2+1
j

.

Et par le théorème de Ridout, Bb est transcendant.

1.1.4 Théorème du sous-espace de Schmidt

Il s’agit ici d’exposer la version la plus générale du théorème de Roth, qui est étendu à
n’importe quelle dimension.

Théorème 10 (Schmidt 1980). Soit m ≥ 2 un entier et ε > 0. Soit S un ensemble fini de
nombres premiers. Soient L1, ..., Lm m formes linéaires indépendantes sur Rm à coefficients
algébriques. Alors l’ensemble des solutions entières −→x = (x1, ..., xm) ∈ Zm de l’inégalité(

m∏
i=1

∏
l∈S

|xi|l

)
m∏
i=1

|Li(−→x)| ≤ max(|x1|, . . . , |xm|)−ε

est contenu dans un nombre fini de sous-espaces stricts de Qm.

Remarque 11. Le théorème de Roth se déduit de celui-ci. Prenons en effet m = 2 et S = ∅.
Soit ξ algébrique et ε > 0. Les deux formes linéaires L1(x, y) = ξx− y et L2(x, y) = x sont alors
indépendantes et à coefficients algébriques. Donc d’après le théorème du sous-espace de Schmidt,
l’ensemble des couples d’entiers (q, p) tels que |L1(q, p)||L2(q, p)| = |q||qξ−p| < max(|q|, |p|)−ε =
|q|−ε (on peut supposer sans perte de généralité que ξ ∈ [0, 1] donc q ≥ p) est contenu dans une
union finie de sous-espaces stricts de Q2, c’est à dire de droites de Q2. Donc il existe t ∈ N∗ et des
couples de rationnels (a1, b1), ..., (at, bt) tels que pour toute solution entière (q, p) de l’équation
ci-dessus il existe 1 ≤ i ≤ t tel que aip + biq = 0 (ce sont les équations des droites). Donc
l’ensemble des rationnels p

q tels que q ≥ 1 et q|qξ − p| < q−ε est contenu dans l’ensemble fini

{− b1
a1
, ...,− bt

at
}, donc il y a seulement un nombre fini de rationnels p

q tels q ≥ 1 et
∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣ < 1
q2+ε ,

ce qui est le théorème de Roth.
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1.2 Critères de transcendance et répétitions dans les mots infinis
On va pour commencer introduire une notation qui permettra de bien représenter la notion

de répétitions dans un mot. Si u est un mot fini et x > 0 un réel, on note ux le mot

ux = uu . . . u︸ ︷︷ ︸
bxc fois

u′

où u′ est le préfixe de u de longueur d(x−bxc)|u|e. On va alors quantifier la notion de répétition
dans les mots infinis grâce à la définition suivante.

Définition 12. Soit w > 1 et c ≥ 0 des réels. On dit qu’un mot infini a vérifie la condition
(∗)w,c si a n’est pas périodique à partir d’un certain rang et s’il existe des suites de mots finis
(uj)j≥1 et (vj)j≥1 telles que

(i) pour tout j ≥ 1, le mot ujvwj est un préfixe de a,

(ii) la suite
(
|uj |
|vj |

)
j≥1

est bornée par c,

(iii) la suite (|vj |)j≥1 est strictement croissante.

Exemple 13. On a montré dans le Théorème 6 que le mot de Fibonacci ξf vérifie la condition
(∗)2,25,0. Ce qui a été fait pour montrer la transcendance de ξf à l’aide du théorème de Roth se
généralise alors en un critère de transcendance.

1.2.1 Un premier critère qui découle du théorème de Roth

Proposition 14. Si un mot infini a = a1a2a3 . . . défini sur l’alphabet {0, 1, . . . , b− 1} vérifie la
condition (∗)w,0 pour un réel w > 2 alors le nombre associé ξa = 0, a1a2a3 . . . est transcendant.

Démonstration. La démonstration reprend les mêmes idées que celle du Théorème 6. Soit w > 2
et a un mot infini vérifiant (∗)w,0. Alors il existe une suite de mots finis (vj)j≥1 de longueur
strictement croissante telle que pour tout j ≥ 1, le mot vwj est un préfixe de a. Pour j ≥ 1 posons
le nombre ρj = 0, vjvjvj . . . = 0, vωj . Notons vj = a1a2 . . . a|vj |. Alors

ρj =
(a1
b

+ . . .+
a|vj |

b|vj |

) b|vj |

b|vj | − 1
.

Donc il existe pj ∈ N tel que ρj =
pj

b|vj |−1
. On a alors

|ξa − ρj | ≤ b−bwc|vj |−d(w−bwc)|vj |e ≤ b−bwc|vj |−(w−bwc)|vj | = b−w|vj | <
1

(b|vj | − 1)w
.

De plus, comme a vérifie la condition (∗)w,0 il n’est pas périodique à partir d’un certain rang
donc ξa n’est pas rationnel. Donc pout tout j ≥ 1,

0 <

∣∣∣∣ξa − pj
b|vj | − 1

∣∣∣∣ < 1

(b|vj | − 1)w
.

Comme la suite (|vj |)j≥1 est strictement croissante, les ρj sont distincts et comme w > 2, d’après
le théorème de Roth, ξa est transcendant.

7



1.2.2 Une première amélioration grâce au théorème de Ridout

Proposition 15. Si un mot infini a défini sur l’alphabet {0, 1, . . . , b − 1} vérifie la condition
(∗)w,c pour des réels w > 2 et c ≥ 0 alors le nombre associé ξa est transcendant.

Démonstration. Soit w > 2 et c ≥ 0, et a un mot infini vérifiant (∗)w,c. Soient (uj)j≥1 et (vj)j≥1
comme dans (∗)w,c. On note rj = |uj | et sj = |vj |, et uj = a1 . . . arj , vj = a′1 . . . a

′
sj . Soit pour

j ≥ 1, ρj = ujvjvjvj . . . = ujv
ω
j . Alors

ρj =
a1
b

+ . . .+
arj
brj

+
a′1
brj+1

+ . . .+
a′sj
brj+sj

+
a′1

brj+sj+1
+ . . .

Donc il existe un entier αj tel que

ρj =
αj
brj

+
1

brj

(
a′1
b

+ . . .+
a′sj
bsj

)(
1 +

1

bsj
+

1

b2sj
+ . . .

)
=

1

brj

(
αj +

(
a′1
b

+ . . .+
a′sj
bsj

)
bsj

bsj − 1

)
.

Donc il existe un entier pj tel que
ρj =

pj
brj (bsj − 1)

.

Alors comme ujvwj est un préfixe de a de longueur rj + bwcsj + d(w − bwc)sje,∣∣∣∣ξa − pj
brj (bsj − 1)

∣∣∣∣ < 1

brj+bwcsj+d(w−bwc)sje
≤ 1

brj+wsj
.

Soit S l’ensemble des diviseurs premiers de b et notons qj = brj (bsj − 1). Alors∏
l∈S

|qj |l ≤
∏
l∈S

|brj |l =
1

brj
.

Donc (∏
l∈S

|pj |l|qj |l

)∣∣∣∣ξa − pj
qj

∣∣∣∣ <
(∏
l∈S

|qj |l

)
1

brj+wsj
≤ 1

b2rj+wsj
.

Or pour tout j ≥ 1, rj ≤ csj donc sj ≥ 1
c+1 (sj + rj), donc

b2rj+wsj = b2(rj+sj)+(w−2)sj ≥ b2(rj+sj)+
w−2
c+1 (rj+sj) = b(rj+sj)(2+

w−2
c+1 ) ≥ b2+

w−2
c+1 .

Posons ε = w−2
c+1 . Alors pour tout j ≥ 1,(∏

l∈S

|pj |l|qj |l

)∣∣∣∣ξa − pj
qj

∣∣∣∣ < 1

b2+ε
.

Or la suite (sj)j≥1 est strictement croissante donc qj −→
j→+∞

+∞, donc il existe j0 ∈ N tel que

pour tout j ≥ j0 on ait qj ≥ b. Alors il existe une infinité de rationnels pj
qj

tels que(∏
l∈S

|pj |l|qj |l

)∣∣∣∣ξa − pj
qj

∣∣∣∣ < 1

q2+εj

.

Comme ε > 0, le théorème de Ridout nous donne alors que ξa est transcendant.
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1.2.3 Une autre amélioration grâce au théorème du sous-espace de Schmidt

Proposition 16. Si un mot infini a défini sur l’alphabet {0, 1, . . . , b − 1} vérifie la condition
(∗)w,c pour des réels w > 1 et c ≥ 0 alors le nombre associé ξa est transcendant.

Démonstration. On adopte les mêmes notations uj , vj , rj , sj , ρj et pj que dans la démonstration
précédente. On a alors ∣∣∣∣ξa − pj

brj (bsj − 1)

∣∣∣∣ < 1

brj+wsj
. (1)

Supposons par l’absurde que ξa est algébrique. Considérons alors les trois formes linéaires indé-
pendantes à coefficients algébriques suivantes :

L1(X1, X2, X3) = ξaX1 − ξaX2 −X3

L2(X1, X2, X3) = X1

L3(X1, X2, X3) = X2.

On va les évaluer en −−→xj = (xj1, x
j
2, x

j
3) = (brj+sj , brj , pj) pour j ≥ 1 :∣∣∣∣∣

3∏
i=1

Li(
−−→
xj )

∣∣∣∣∣ = brj+sj brj |ξabrj+sj − ξabrj − pj |

= b2rj+sj brj (bsj − 1)

∣∣∣∣ξa − pj
brj (bsj − 1)

∣∣∣∣
≤ b2rj+sj brj (bsj − 1)b−rj−wsj

= b2rj+sj−(w−1)sj .

Soit S l’ensemble des diviseurs premiers de b. Alors

3∏
i=1

∏
l∈S

|xji |l ≤

(∏
l∈S

|brj+sj |l

)(∏
l∈S

|brj |l

)
= b−2rj−sj .

Donc (
3∏
i=1

∏
l∈S

|xji |l

)∣∣∣∣∣
3∏
i=1

Li(
−−→
xj )

∣∣∣∣∣ ≤ b−(w−1)sj
= (brj+sj )

−(w−1)
sj

rj+sj

=

(
max

i∈{1,2,3}
|xji |
)−(w−1) sj

rj+sj

≤
(

max
i∈{1,2,3}

|xji |
)−w−1

c+1

.

Posons ε = w−1
c+1 . Alors pour tout j ≥ 1(

3∏
i=1

∏
l∈S

|xji |l

)∣∣∣∣∣
3∏
i=1

Li(
−−→
xj )

∣∣∣∣∣ ≤
(

max
i∈{1,2,3}

|xji |
)−ε

.

Donc d’après le théorème du sous-espace de Schmidt, {−−→xj , j ≥ 1} = {(brj+sj , brj , pj), j ≥ 1} est
contenu dans un nombre fini de sous-espaces stricts de Q3. En particulier, il existe un plan ou une
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droite de Q3 qui contient une infinité de −−→xj . Il existe donc une équation z1X1+ z2X2+ z3X3 = 0
à coefficients entiers (z1, z2, z3) ∈ Z3 dont au plus un est nul vérifiée par une infinité de triplets
(brj+sj , brj , pj). C’est à dire qu’il y a une infinité de j ∈ N tels que z1brj+sj + z2b

rj + z3pj = 0,
ou encore

z1 +
z2
bsj

+ z3
pj

brj+sj
= 0. (2)

Or comme (sj)j≥1 est strictement croissante, bsj −→
j→+∞

+∞, et d’après (1), pj

brj+sj
−→
j→+∞

ξa donc

en faisant tendre j vers +∞ dans (2), on obtient que z1 + z3ξa = 0 donc ξa est rationnel, ce
qui est impossible car comme a vérifie la condition (∗)w,c, il n’est pas périodique à partir d’un
certain rang. Finalement, ξa est transcendant.

1.3 Majoration du nombre de blocs de chiffres distincts d’un nombre
transcendant

Pour comprendre le contexte dans lequel s’inscrit le résultat suivant, commençons par définir
ce qu’est un nombre normal au sens de Borel.

Définition 17. La fréquence d’un bloc de chiffre D = d1 . . . dk de longueur k dans le développe-
ment en base b d’un nombre réel ξ est lorsqu’elle existe la limite de la suite (Ab(D,N, ξ)/N)N≥1
où Ab(D,N, ξ) est le nombre d’occurences de D parmi les N premiers chiffres du développement
en base b de ξ. Le nombre ξ est dit normal en base b si pour tout k ≥ 1 la fréquence de n’importe
quel bloc de chiffres de longueur k dans le développement en base b de ξ existe et est la même,
c’est à dire égale à 1/bk : pour tout k ≥ 1, pour tout D = d1 . . . dk,

lim
N→∞

Ab(D,N, ξ)

N
=

1

bk
.

La plupart des nombres sont normaux et on s’attend à ce que ce soit le cas des nombres
algébriques irrationnels ainsi que des constantes classiques comme π, e ou ln 2. Le fait qu’un
nombre soit normal implique en particulier que chaque bloc de chiffres de n’importe quelle taille
apparaisse au moins une fois dans son développement en base b. On s’attend donc à ce que
pour les nombres algébriques irrationnels, pa(n) = bn pour tout n ≥ 1, où pa(n) est défini dans
l’énoncé du Théorème 18. Ce théorème est le premier et unique pas réalisé dans cette direction
en plus d’un siècle.

Théorème 18 (Adamczewski, Bugeaud). Soit a un mot infini sur l’alphabet {0, 1, . . . , b − 1}.
Pour n ∈ N on note pa(n) le nombre de blocs de chiffres distincts de longueur n apparaissant
dans a. Alors si ξa est un nombre algébrique irrationnel,

lim
n→+∞

pa(n)

n
= +∞.

Démonstration. Soit a un mot infini défini sur l’alphabet {0, 1, . . . , b−1}, non périodique à partir
d’un certain rang. Supposons qu’il existe un entier κ ≥ 2 tel que pa(n) ≤ κn pour une infinité
de n ∈ N. On va montrer que ξa est transcendant. Soit une suite (nk)k≥1 (qu’on peut supposer
strictement croissante) telle que pour tout k ≥ 1, pa(nk) ≤ κnk. On va montrer qu’il existe des
réels w > 1 et c ≥ 0 tels que a vérifie la condition (∗)w,c. Pour l ∈ N∗ on note a(l) le préfixe de a
de longueur l. Soit k ≥ 1, alors comme pa(nk) ≤ κnk, par le principe des tiroirs, il existe un mot
mk de longueur nk qui apparaît deux fois dans a((κ+1)nk). Il existe donc des mots bk, ck, dk et
ek (possiblement vides) tels que |ck| ≥ 1 et

a((κ+ 1)nk) = bkmkdkek = bkckmkek.
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Remarquons que comme |mk| = nk, |bk| ≤ κnk. Le choix des mots uk et vk pour la condition
(∗)w,c va alors dépendre de l’espace entre les occurences de mk, ce qui nous amène à distinguer
plusieurs cas.

(i) |ck| > |mk|. Dans ce cas, il existe un mot fk de longueur au moins égale à 1 et tel que
a((κ + 1)nk) = bkmkfkmkek. On a alors |mkfk| ≤ κ|mk| et |(mkfk)

1
κ | ≤ |mk|. Donc (mkfk)

1
κ

est un préfixe de mk et donc bk(mkfk)
1+ 1

κ est un préfixe de a, avec

|bk|
|mkfk|

≤ κnk
nk

= κ.

(ii)
⌈
|mk|
3

⌉
≤ |ck| ≤ |mk|. Alors ck est un préfixe de mk. Soit donc m′k tel que mk = ckm

′
k.

Alors a((κ+ 1)nk) = bkckckm
′
kek donc bk(ck)2 est un préfixe de a avec

|bk|
|ck|
≤ κnk

nk
3

= 3κ.

(iii) 1 ≤ |ck| <
⌈
|mk|
3

⌉
. On a alors mk = ctkm

′
k avec t =

⌊
|mk|
|ck|

⌋
et |m′k| < |ck|. Posons s =

⌊
t
2

⌋
.

Comme s ≥ t
2 − 1, |(csk)2| ≥ |c

t−2
k | donc il existe m′′k tel que mk = cskc

s
km
′′
k et |m′′k | < 3|ck|. Alors

|csk| ≥
s

2s+ 3
|mk| ≥

|mk|
5

car s ≥ 1 (en effet t ≥ 3). Donc bk(csk)
2 est un préfixe de a avec

|bk|
|csk|
≤ κnk

nk
5

= 5κ.

Donc dans chacun de ces trois cas, on a trouvé des mots uk et vk tels que
- ukv

1+ 1
κ

k est un préfixe de a et 2 > 1 + 1
κ > 1,

- |uk||vk| ≤ 5κ = max(κ, 3κ, 5κ),
- |vk| ≥ nk

5 = min
(
nk,

nk
3 ,

nk
5

)
.

Comme on a supposé (nk)k≥1 strictement croissante, la troisième condition nous donne qu’on
peut supposer la suite (|vk|)k≥1 strictement croissante. Finalement, on a montré que a vérifie la
condition (∗)1+ 1

κ ,5κ
donc ξa est transcendant.
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2 Théorie des fractions continues
Dans cette partie on va présenter le concept de fraction continue et les bases de la théorie

qui en découle [1]. On verra notamment que c’est un moyen de représenter les réels, à l’image
du développement dans une base comme le développement décimal [5], [4]. On montrera aussi
des résultats reliant des propriétés des nombres à leur développement en fraction continue, pour
arriver au très esthétique Théorème 44 dont la preuve mêle la théorie des fractions continues
ainsi que des arguments de la partie précédente [3].

2.1 Définition et propriétés
Soit (an)n≥0 une suite de réels tels que an > 0 pour tout n ≥ 1 (on considérera la plupart du

temps a0 ∈ Z et an ∈ N∗ pour n ≥ 1). On appelle fraction continue une expression de la forme

a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

· · ·+
1

an

ou

a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 +
1

. . .

Elle peut en effet être finie ou infinie et on la notera [a0, a1, . . . , an] dans le premier cas et
[a0, a1, . . . ] dans le second. Pour une fraction continue finie ou infinie on note rk son reste d’ordre
k, rk = [ak, ak+1 . . . , an] dans le cas fini (avec k ≤ n) et rk = [ak, ak+1 . . . ] dans le cas infini.
Enfin, pour k ∈ N (k ≤ n dans le cas fini) on définit la réduite d’ordre k le nombre pk

qk
tel que

pk
qk

= [a0, . . . , ak] et où la fraction pk
qk

est écrite sous forme canonique, c’est à dire qu’on l’obtient
en réduisant successivement chaque étage de la fraction au même dénominateur, en commençant
par le bas.

2.1.1 Propriétés des réduites

Commençons par quelques résultats simples sur les réduites qui se montrent de manière
élémentaire, mais qui seront les piliers de la théorie des fractions continues.

Théorème 19. Pour tout k ≥ 2, {
pk = akpk−1 + pk−2
qk = akqk−1 + qk−2.

Démonstration. Procédons par récurrence sur k. Pour k = 2 on a clairement p0
q0

= a0
1 et

p1
q1

=
a0a1 + 1

a1
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et
p2
q2

= a0 +
1

a1 +
1

a2

=
a0a1a2 + a0 + a2

a1a2 + 1
.

Donc {
p2 = a2p1 + p0
q2 = a2q1 + q0.

Soit n > 2 et supposons les égalités vraies pour tout k < n et toute suite (an)n≥0 telle que an > 0
pour tout n ≥ 1. Soit (an)n≥0 une telle suite, alors

pn
qn

= [a0, a1, . . . , an] = a0 +
1

[a1, a2, . . . , an]
.

Notons p′r
q′r

= [a1, a2, . . . , ar+1] les réduites d’ordre r de [a1, . . . , an]. Alors pr
qr

= a0 +
q′r−1

p′r−1
pour

tout 1 ≤ r ≤ n, donc {
pr = a0p

′
r−1 + q′r−1

qr = p′r−1.

pour tout 1 ≤ r ≤ n. Alors d’après l’hypothèse de récurrence,

pn = a0(anp
′
n−2 + p′n−3) + anq

′
n−2 + q′n−3

= an(a0p
′
n−2 + q′n−2) + a0p

′
n−3 + q′n−3

= anpn−1 + pn−2

qn = p′n−1

= anp
′
n−2 + p′n−3

= anqn−1 + qn−2.

Par récurrence, on a donc bien les égalités voulues.

Remarque 20. On note parfois p−1 = 1 et q−1 = 0 pour que les formules soient valides pour
k = 1.

Théorème 21. Pour tout k ≥ 0 on a qkpk−1 − pkqk−1 = (−1)k.

Démonstration. Soit k ≥ 0.

qkpk−1 − pkqk−1 = (akqk−1 + qk−2)pk−1 − (akpk−1 + pk−2)qk−1

= qk−2pk−1 − pk−2qk−1
= −(qk−1pk−2 − qk−2pk−1)

Et comme q0p−1−q−1p0 = 1, par récurrence, pour tout k ≥ 0 on a qkpk−1−pkqk−1 = (−1)k.

En divisant l’égalité précédente par qkqk−1 on obtient le résultat suivant :

Corollaire 22. Pour tout k ≥ 1,

pk−1
qk−1

− pk
qk

=
(−1)k

qkqk−1
.

On a donc l’information de l’écart entre deux réduites consécutives. Les résultats suivants
concernent la différence entre des réduites de même parité consécutives.
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Théorème 23. Pour tout k ≥ 1, qkpk−2 − pkqk−2 = (−1)k−1ak.

Démonstration. Soit k ≥ 1.

qkpk−2 − pkqk−2 = (akqk−1 + qk−2)pk−2 − (akpk−1 + pk−2)qk−2

= (qk−1pk−2 − qk−2pk−1)ak
= (−1)k−1ak

Et en divisant par qkqk−2, on obtient :

Corollaire 24. Pour tout k ≥ 2,

pk−2
qk−2

− pk
qk

=
(−1)k−1ak
qkqk−2

.

Grâce aux résultats 22 et 24 on a une description précise du comportement de la suite des
réduites.

Théorème 25. La suite des réduites d’ordres pairs croît strictement et celle des réduites d’ordres
impairs décroît strictement. De plus, toute réduite d’ordre pair est plus petite que toute réduite
d’ordre impair.

Démonstration. Commençons par remarquer que d’après les formules du Théorème 19, qk > 0
pour tout k ∈ N car ak > 0 pour tout k ≥ 1. D’après le Corollaire 24, on obtient alors bien les
strictes monotonies des suites de réduites d’ordres pairs et impairs souhaitées. Et le Corollaire
22 nous donne que toute réduite d’ordre pair est inférieure à la réduite suivante (qui est donc
d’ordre impair). Les monotonies que l’on vient de démontrer nous donnent alors le résultat plus
fort que toute réduite d’ordre pair est plus petite que toute réduite d’ordre impair.

Nous allons finir cette section avec deux formules très utiles sur les réduites.

Théorème 26. Pour tout 1 ≤ k ≤ n,

[a0, . . . , an] =
pk−1rk + pk−2
qk−1rk + qk−2

,

où rk et pk
qk

désignent respectivement le reste et la réduite d’ordre k de la fraction continue finie
du membre de gauche.

Démonstration. Soit 1 ≤ k ≤ n. Par définition du reste on a [a0, . . . , an] = [a0, . . . , ak−1, rk].
Notons pi

qi
la réduite d’ordre i de [a0, . . . , an] et

p′i
q′i

celle de [a0, . . . , ak−1, rk]. Comme ces deux
fractions continue ont les mêmes k premiers termes, pour tout 0 ≤ i ≤ k − 1 on a pi = p′i et
qi = q′i. Alors par le Théorème 19,

p′k
q′k

= [a0, . . . , ak−1, rk] = [a0, . . . , an] =
p′k−1rk + p′k−2
q′k−1rk + q′k−2

=
pk−1rk + pk−2
qk−1rk + qk−2

.

Théorème 27. Pour tout k ≥ 1,

qk
qk−1

= [ak, ak−1, . . . , a1].
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Démonstration. Montrons cette formule par récurrence. Si k = 1, on a bien

q1
q0

=
a1
1

= [a1].

Soit k > 1 et supposons
qk−1
qk−2

= [ak−1, ak−2, . . . , a1].

Alors

qk
qk−1

=
akqk−1 + qk−2

qk−1
= ak +

qk−2
qk−1

= ak +
1

[ak−1, . . . , a1]
= [ak, ak−1, . . . , a1].

2.1.2 Fractions continues infinies convergentes

Dans l’optique d’associer une valeur numérique à une fraction continue infinie (c’est assez
direct pour une fraction continue finie), on va définir la convergence d’une fraction continue
infinie de la façon très simple suivante :

Définition 28. Une fraction continue [a0, a1, . . .] converge si la suite de ses réduites
(
pk
qk

)
k≥0

converge vers un réel α. On lui attribue alors la valeur α et on note α = [a0, a1, . . .]. Sinon, on
dit qu’elle diverge.

On peut déjà faire le lien entre la convergence d’une fraction continue et celle de ses restes.

Théorème 29. Si une fraction continue converge, il en est de même pour chacun de ses restes.
Réciproquement, si au moins un reste converge, la fraction continue converge.

Démonstration. Soit n ∈ N. On note pk
qk

les réduites de la fraction continue et p′k
q′k

ceux de rn, son
reste d’ordre n. D’après le Théorème 26, on a pour tout k ≥ 0 :

pn+k
qn+k

=
pn−1[an, . . . , an+k] + pn−2
qn−1[an, . . . , an+k] + qn−2

=
pn−1

p′k
q′k

+ pn−2

qn−1
p′k
q′k

+ qn−2
. (3)

Donc si rn converge,
(
p′k
q′k

)
k≥0

converge, donc
(
pn+k

qn+k

)
k≥0

converge, d’où
(
pk
qk

)
k≥0

converge

et la fraction continue converge, ce qui montre la réciproque. D’autre part, d’après (3),

p′k
q′k

=

(
pn+k
qn+k

qn−2 − pn−2
)(

pn−1 −
pn+k
qn+k

qn−1

)−1
.

Donc si
(
pk
qk

)
k≥0

converge vers un réel α, alors
(
pn+k

qn+k

)
k≥0

converge vers α, et en remarquant

d’après le Théorème 25 que α ne peut être égal à pn−1

qn−1
, on a bien

(
p′k
q′k

)
k≥0

converge d’où rn

converge ce qui termine la preuve du théorème.

Remarque 30. Le Théorème 25 nous donne que pour une fraction continue infinie convergente
la suite des réduites d’ordres pairs et celle des réduites d’ordres impairs sont adjascentes et
convergeantes vers α.
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Ce comportement très précis de la suite des réduites permet de quantifier sa distance à α en
fonction seulement des qk.

Théorème 31. La valeur α d’une fraction continue infinie convergente vérifie pour tout k ≥ 0,∣∣∣∣α− pk
qk

∣∣∣∣ < 1

qkqk+1
.

Démonstration. D’après la Remarque 30, α se trouve toujours entre deux réduites consécutifs,
donc si k ≥ 0, ∣∣∣∣α− pk

qk

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣pkqk − pk+1

qk+1

∣∣∣∣ = 1

qkqk+1

d’après le Corollaire 22.

Nous allons terminer cette partie par un critère de convergence pour les fractions continues
infinies.

Théorème 32. Une fraction continue infinie [a0, a1, . . .] converge si et seulement si la série∑
n≥0 an diverge.

Démonstration. D’après le Théorème 25, la fraction continue converge si et seulement si les suites
des réduites d’ordres pairs et impairs convergent vers une même limite. De plus, le Théorème
31 montre que c’est le cas si et seulement si qkqk+1 −→

k→∞
+∞. Supposons d’abord que

∑
n≥1 an

converge. Soit k ≥ 2, comme qk = akqk−1 + qk−2, alors qk > qk−2 (d’après les formules 19,
ak > 0 et qk−1 > 0 pour tout k ≥ 2). On se trouve alors dans l’un des deux cas suivants : soit
qk−1 > qk−2 soit qk > qk−1. Dans le premier cas,

qk = akqk−1 + qk−2 < (1 + ak)qk−1 <
qk−1
1− ak

car (1 + ak) < (1− ak)−1 si et seulement si 1− a2k < 1 si et seulement si a2k > 0. Dans le second,
qk = akqk−1 + qk−2 < akqk + qk−2 donc

qk <
qk−2
1− ak

au moins à partir d’un certain rang, car puisque
∑
n≥1 an converge, il existe un rang à partir du

quel 0 < ak < 1. Donc il existe k0 ≥ 0 tel que pour tout k ≥ k0 il existe lk < k tel que

qk <
qlk

1− ak
.

Si k ≥ k0, en itérant l’inégalité ci-dessus, il existe s < k0 et k0 ≤ kr < . . . < k1 < k tels que

qk <
qs

(1− ak)(1− ak1) . . . (1− akr )
.

Or
∑
n≥1 an converge donc

∏
k≥k0(1 − ak) converge vers un réel λ > 0. Or pour tout k ≥ k0,

0 < ak < 1 donc (1− ak)(1− ak1) . . . (1− akr ) ≥ λ. En notant Q = max
0≤i≤k0−1

qi, alors qk < λ−1Q

pour tout k ≥ k0, ce qui empêche d’avoir qkqk+1 −→
k→∞

+∞. Donc la fraction continue diverge.

Réciproquement, supposons que
∑
n≥1 an diverge. Comme qk > qk−2, en notant c = min(q0, q1),

pour tout k ≥ 0 on a qk ≥ c. Donc pour tout k ≥ 2, qk ≥ qk−2 + cak. En itérant on obtient

q2k ≥ q0 + c

k∑
i=1

a2i
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et

q2k+1 ≥ q1 + c

k∑
i=1

a2i+1.

Donc

q2k + q2k+1 ≥ q0 + q1 + c

2k+1∑
i=2

ai

et

q2k + q2k−1 ≥ q0 + q1 + c

2k∑
i=2

ai

et alors pour tout k ≥ 0,

qk + qk+1 ≥ q0 + q1 + c

k+1∑
i=2

ai ≥ c
k+1∑
i=2

ai.

Donc pour tout k ≥ 0, au moins un facteur de qkqk+1 est plus grand que c
2

∑k+1
i=2 ai, et l’autre

est plus grand que c, donc

qkqk+1 ≥
c2

2

k+1∑
i=2

ai

ce qui montre que qkqk+1 −→
k→∞

+∞ et donc la fraction continue converge.

2.1.3 Fractions continues à coefficients entiers

A partir de maintenant, toutes les fractions continues seront telles que a0 ∈ Z et an ∈ N∗
pour tout n ≥ 1. Le Théorème 32 assure alors que toute telle fraction continue est convergente.
Les formules 19 donnent aussi que les nombres pk et qk sont des entiers, et le Théorème 21, avec
le théorème de Bézout, montre le théorème suivant.

Théorème 33. Les réduites sont irréductibles.

On voit alors par le Théorème 31 que les réduites sont une approximation rationnelle de α,
et on peut même être plus précis sur la vitesse de convergence.

Théorème 34. Pour tout k ≥ 2, qk ≥ 2
k−1
2 .

Démonstration. Remarquons d’abord que d’après les formules 19, qk > qk−1 pour tout k ≥ 1.
Donc pour tout k ≥ 2, qk = akqk−1 + qk−2 ≥ qk−1 + qk−2 ≥ 2qk−2. D’où q2k ≥ 2kq0 = 2k et
q2k+1 ≥ 2kq1 = 2ka1 ≥ 2k pour tout k ≥ 1. Finalement, pour tout k ≥ 2 on a bien qk ≥ 2

k−1
2 .

On a déjà une idée assez précise du comportement des réduites grâce à la Remarque 30. On
va approfondir cette étude grâce à la notion de médiane de deux fractions.

Définition 35. La médiane de deux fractions a
b et c

d est la fraction a+c
b+d .

Lemme 36. La médiane de deux fractions se trouve toujours entre ces deux fractions.
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Figure 1 – Position relative des réduites par rapport à α

Démonstration. Supposons que a
b ≤

c
d . Alors

a+ c

b+ d
− a

b
=
bc− ad
b(b+ d)

≥ 0

et
c

d
− a+ c

b+ d
=

bc− ad
d(b+ d)

≥ 0.

Donc
a

b
≤ a+ c

b+ d
≤ c

d
.

Proposition 37. La suite pk−2

qk−2
, pk−1+pk−2

qk−1+pk−2
, 2pk−1+pk−2

2qk−1+pk−2
. . . , akpk−1+pk−2

akqk−1+pk−2
= pk

qk
croît lorsque k est

pair et décroît lorsque k est impair.

Démonstration. Soit k ≥ 2 et i ∈ N. Alors

(i+ 1)pk−1 + pk−2
(i+ 1)qk−1 + pk−2

− ipk−1 + pk−2
iqk−1 + pk−2

=
(−1)k

((i+ 1)qk−1 + pk−2)(iqk−1 + pk−2)
.

On remarque que le signe dépend seulement de k, et non de i, donc la suite est bien monotone,
et la monotonie est donnée par la parité de k.

Remarque 38. Dans cette suite, chaque terme est la médiane du précedent et de pk−1

qk−1
. Cela

nous donne une façon de construire les réduites sans connaître la suite (ak)k∈N mais en utilisant
la valeur de α. En effet, supposons connus pk−2

qk−2
et pk−1

qk−1
. On calcule les termes de la suite en

faisant à chaque fois la médiane du terme précédent et de pk−1

qk−1
jusqu’à ce que le résultat ne soit

plus dans l’intervalle
[
pk−2

qk−2
, α
]
(ou

[
α, pk−2

qk−2

]
suivant la parité de k). La dernière fraction à être

dans l’intervalle est alors pk
qk
. Pour l’initialisation, il suffit de poser a0 = bαc, a1 =

⌊
1

α−bαc

⌋
et

p0
q0

= a0
1 et p1

q1
= a0a1+1

a1
.

La Figure 1 illustre la situation lorsque k est pair. Mais cette observation a une conséquence
encore plus intéressante : elle permet de mieux quantifier la qualité de l’approximation rationnelle
de α par les réduites.

Théorème 39. Pour tout k ≥ 0,

1

qk(qk + qk+1)
<

∣∣∣∣α− pk
qk

∣∣∣∣ < 1

qkqk+1
.
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Démonstration. La deuxième inégalité a déjà été montrée dans le Théorème 31. Si k ≥ 1, il
découle de la Proposition 37 que pk+pk−1

qk+qk−1
se trouve entre α et pk−1

qk−1
, ce qui est bien illustré sur la

Figure 1. Ceci étant valable pour tout k ≥ 1, on a alors pour tout k ≥ 0 que pk+pk+1

qk+qk+1
se trouve

entre α et pk
qk
, soit ∣∣∣∣α− pk

qk

∣∣∣∣ > ∣∣∣∣pk + pk+1

qk + qk+1
− pk
qk

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣qkpk+1 − pkqk+1

qk(qk + qk+1)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ (−1)k

qk(qk + qk+1)

∣∣∣∣
=

1

qk(qk + qk+1)
.

2.2 Représentation des nombres en fractions continues
2.2.1 Développement en fraction continue d’un nombre

Théorème 40. Pour tout nombre rationnel α, il existe une unique suite finie d’entiers a0, a1, . . . , an
avec a0 ∈ Z, ak ≥ 1 si k ≥ 1 et an 6= 1 telle que α = [a0, a1, . . . , an]. Pour tout nombre irra-
tionnel α, il existe une unique suite d’entiers (an)n∈N avec a0 ∈ Z et an ∈ N∗ si n ≥ 1 telle que
α = [a0, a1, . . .].

Démonstration. Existence. Supposons α = a
b rationnel avec a ∈ Z, b ∈ N∗ et a ∧ b = 1. La

division euclidienne de a par b nous donne deux entiers q ∈ Z et 0 ≤ r < b tels que a = bq + r.
Alors

a

b
= q +

r

b
= q +

1
b
r

.

On pose alors a0 = q et on recommence avec b
r (on a bien r 6= 0 car b∧r = a∧b = 1). Ce procédé

n’est autre que l’algorithme d’Euclide qui va alors nous fournir une suite a0, a1, . . . , an, an+1 avec
an+1 = 1 = a∧b et n le plus grand entier tel que an 6= 1 telle que α = [a0, a1, . . . , an]. Les ai pour
i ≥ 1 sont alors bien non nuls car b

r > 1 donc a1 ≥ 1 et le fait que le reste soit strictement plus
petit que le diviseur généralise ce fait à chaque étape de l’algorithme donc pour tout 1 ≤ i ≤ n,
ai ≥ 1. Supposons maintenant α irrationnel. Posons a0 = bαc et r1 = 1

α−a0 de telle sorte que
α = a0 + 1

r1
. On a alors r1 > 1 car 0 < α − bαc < 1 (α /∈ Z), r1 irrationnel car α l’est, et

α = [a0, r1]. Comme r1 > 1, en posant a1 = br1c et r2 = 1
r1−a1 alors a1 ≥ 1 et r2 est irrationnel

car r1 l’est et α = [a0, a1, r2]. Soit n ≥ 2 et supposons construits des entiers a0, a1, . . . , an−1 avec
ai ≥ 1 pour i ≥ 1 et un irrationnel rn > 1 tels que

α = [a0, a1, . . . , an−1, rn].

On pose alors an = brnc ≥ 1 et rn+1 = 1
rn−an qui est bien irrationnel car rn l’est. On a donc

α = [a0, a1, . . . , an, rn+1].

Donc par récurrence, avec notre construction, il existe une suite d’entiers (an)n∈N avec a0 ∈ Z
et an ∈ N∗ pour tout n ≥ 1 et une suite d’irrationnels (rn)n≥1 telles que pour tout n ∈ N,
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α = [a0, a1, . . . , an, rn+1]. Montrons alors que α = [a0, a1, . . .]. On introduit les réduites pn
qn

de la
fraction continue [a0, a1, . . .]. Alors d’après le Théorème 26, si n ≥ 2,

α = [a0, a1, . . . , an−1, rn] =
pn−1rn + pn−2
qn−1rn + qn−2

et d’autre part,
pn
qn

=
pn−1an + pn−2
qn−1an + qn−2

.

Donc ∣∣∣∣α− pn
qn

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ (pn−1rn + pn−2)(qn−1an + qn−2)− (pn−1an + pn−2)(qn−1rn + qn−2)

(qn−1rn + qn−2)(qn−1an + qn−2)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ (pn−2qn−1 − pn−1qn−2)(an − rn)(qn−1rn + qn−2)(qn−1an + qn−2)

∣∣∣∣
=

|an − rn|
(qn−1rn + qn−2)(qn−1an + qn−2)

<
1

(qn−1rn + qn−2)(qn−1an + qn−2)

car an = brnc donc |an − rn| < 1. De plus, comme rn est irrationnel, on a rn > an donc
qn−1rn + qn−2 > qn−1an + qn−2 = qn, d’où∣∣∣∣α− pn

qn

∣∣∣∣ < 1

q2n
.

Comme (qn)n∈N vérifie la relation 19 avec an ≥ 1 pour tout n ≥ 1, c’est une suite strictement
croissante d’entiers et donc qn −→

n→∞
+∞ donc pn

qn
−→
n→∞

α ce qui montre que α = [a0, a1, . . .].
Unicité. On a déjà vu dans la Remarque 38 comment construire les réduites et donc les entiers
a0, a1, . . . directement à partir de la valeur de α, mais l’unicité peut se prouver plus facilement. La
preuve suivante est donnée pour le cas α irrationnel c’est à dire pour les fractions continues infinies
mais s’adapte directement aux fractions continues finies. Supposons α = [a0, a1, . . .] = [a′0, a

′
1, . . .]

avec (an)n∈N et (a′n)n∈N deux suites d’entiers avec an ≥ 1 et a′n ≥ 1 pour tout n ≥ 1. Alors
a0 = a′0 = bαc. Soit n ∈ N et supposons que ai = a′i pour tout 0 ≤ i ≤ n. Alors avec des notations
évidentes, pi = p′i et qi = q′i pour tout 0 ≤ i ≤ n. Donc en notant rn+1 = [an+1, an+2, . . .] et
r′n+1 = [a′n+1, a

′
n+2, . . .], d’après le Théorème 26,

α = [a0, . . . , an, rn+1] =
pnrn+1 + pn−1
qnrn+1 + qn−1

= [a′0, . . . , a
′
n, r
′
n+1] =

p′nr
′
n+1 + p′n−1

q′nr
′
n+1 + q′n−1

=
pnr
′
n+1 + pn−1

qnr′n+1 + qn−1
.

Donc rn+1 = r′n+1 par bijectivité de x 7→ pnx+pn−1

qnx+qn−1
. On en déduit que an+1 = brn+1c = br′n+1c =

a′n+1. Donc par récurrence, ai = a′i pour tout i ∈ N, d’où l’unicité.

Remarque 41. Le Théorème 40 affirme donc que les fractions continues permettent de repré-
senter les nombres réels, comme le fait le développement décimal. Et à l’image de ce dernier, on
peut tirer des informations d’un nombre à partir des propriétés de son développement en fraction
continue. Par exemple, là où la périodicité à partir d’un certain rang du développement décimal
caractérise la rationnalité du nombre, elle se voit directement dans le développement en fraction
continue suivant s’il est fini ou infini. Sur le même principe, la partie suivante caractérise les
nombres dont le développement en fraction continue est périodique à partir d’un certain rang.
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2.2.2 Nombres quadratiques et développement en fraction continue périodique

Théorème 42. Un nombre réel est quadratique si et seulement si son développement en fraction
continue est périodique à partir d’un certain rang.

Remarque 43. Ici, "périodique à partir d’un certain rang" sous-entend que le développement
en fraction continue est infini et qu’il existe k0 ∈ N et h ∈ N∗ tels que ak = ak+h pour tout
k ≥ k0.

Démonstration. Soit α ∈ R et supposons que son développement en fraction continue soit pério-
dique à partir d’un certain rang. Il existe alors k0 ∈ N et h ∈ N∗ tels que rk = rk+h pour tout
k ≥ k0. Alors par le Théorème 26, si k ≥ k0,

α =
pk−1rk + pk−2
qk−1rk + qk−2

=
pk+h−1rk+h + pk+h−2
qk+h−1rk+h + qk+h−2

=
pk+h−1rk + pk+h−2
qk+h−1rk + qk+h−2

donc
(pk−1rk + pk−2)(qk+h−1rk + qk+h−2) = (pk+h−1rk + pk+h−2)(qk−1rk + qk−2).

Donc rk vérifie une équation de degré 2 à coefficients entiers (en effet le coefficient devant r2k est
pk−1qk+h−1 − qk−1pk+h−1 qui est bien non nul car pk−1

qk−1
et pk+h−1

qk+h−1
sont deux réduites distinctes,

donc pk−1qk+h−1 6= qk−1pk+h−1). Or

rk =
pk−2 − qk−2α
qk−1α− pk−1

donc si ar2k + brk + c = 0 avec (a, b, c) ∈ Z3, alors

a(pk−2 − qk−2α)2 + b(pk−2 − qk−2α)(qk−1α− pk−1) + c(qk−1α− pk−1)2 = 0

donc α est aussi racine d’une équation de degré 2 à coefficients entiers, donc algébrique de
degré au plus 2. Or son développement en fraction continue est infini, il est alors irrationnel et
donc de degré au moins 2. Donc α est quadratique. Réciproquement, supposons maintenant α
quadratique. Soit alors (a, b, c) ∈ Z∗ × Z2 tels que aα2 + bα + c = 0. Toujours par le Théorème
26, pour tout n ≥ 2 on a

α =
pn−1rn + pn−2
qn−1rn + qn−2

.

Donc si n ≥ 2, rn vérifie Anr2n +Bnrn + Cn = 0 avec An = ap2n−1 + bpn−1qn−1 + cq2n−1
Bn = 2apn−1pn−2 + b(pn−2qn−1 + pn−1qn−2) + 2cqn−1qn−2
Cn = ap2n−2 + bpn−2qn−2 + cq2n−2

De plus, par le Théorème 31, ∣∣∣∣α− pn−1
qn−1

∣∣∣∣ < 1

qnqn−1
≤ 1

q2n−1

donc |pn−1 − qn−1α| < 1
qn−1

. Donc il existe δn−1 ∈ R tel que |δn−1| < 1 et

pn−1 = qn−1α+
δn−1
qn−1

.
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Alors

An = a

(
q2n−1α

2 +
δ2n−1
q2n−1

+ 2αδn−1

)
+ bq2n−1α+ bδn−1 + cq2n−1

= (aα2 + bα+ c)q2n−1 + a
δ2n−1
q2n−1

+ 2aαδn−1 + bδn−1

= a
δ2n−1
q2n−1

+ 2aαδn−1 + bδn−1

donc
|An| ≤ |a|+ 2|aα|+ |b|.

La suite (An)n≥2 est donc bornée, et en remarquant que Cn = An−1, la suite (Cn)n≥2 est bornée
aussi. Remarquons de plus que

B2
n − 4AnCn = (b2 − 4ac)(pn−1qn−2 − qn−1pn−2)2 = b2 − 4ac

donc
|Bn| ≤

√
|b2 − 4ac|+ |An||Cn|

et (Bn)n≥2 est bornée également. Rappelons que An, Bn et Cn sont des entiers, donc la suite
(AnX

2 +BnX + Cn)n≥2 ne parcourt qu’un nombre fini de polynômes, et donc la suite (rn)n∈N
ne peut prendre qu’un nombre fini de valeurs. Il existe donc k ∈ N et h ∈ N∗ tels que rk = rk+h,
donc par unicité du développement en fraction continue, la suite (an)n∈N est périodique à partir
du rang k.

2.3 Fractions continues, palindromes et nombres transcendants
Terminons avec un très beau résultat dû à Adamczewski et Bugeaud qui utilise le théorème

du sous-espace de Schmidt pour déduire d’une propriété du développement en fraction continue
d’un nombre qu’il est transcendant ou quadratique. En effet, pour les nombres algébriques de
degré supérieur ou égal à 3, on s’attend à un comportement relativement aléatoire de la suite
des quotients partiels. Or dans le cas où ils commencent par des palindromes arbitrairement
grands, on a une symétrie extrême du nombre, et on s’attend donc à ce qu’il soit quadratique ou
transcendant.

Théorème 44 (Adamczewski, Bugeaud). Soit a = a1a2a3 . . . un mot infini dont les lettres sont
des entiers strictement positifs. Si le mot a admet des palindromes arbitrairement longs comme
préfixes, alors le nombre ζa = [0, a1, a2, . . .] est quadratique ou transcendant.

Démonstration. Soit a = a1a2a3 . . . un tel mot. Soit (nj)j≥1 la suite strictement croissante des
longueurs des palindromes de a. Notons aussi

pnj
qnj

= [0, a1, a2, . . . , anj ]

les réduites associées de ζa. Supposons ζa algébrique. On va montrer qu’il est quadratique. Soit
j ≥ 1, comme a1a2 . . . anj est un palindrome, [a1, a2, . . . , anj ] = [anj , . . . , a2, a1], donc

pnj
qnj

= [0, a1, a2, . . . , anj ] =
1

[a1, a2, . . . , anj ]
=

1

[anj , . . . , a2, a1]
.
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Or d’après le Théorème 27,
[anj , . . . , a2, a1] =

qnj
qnj−1

donc pnj
qnj

=
qnj−1

qnj

et pnj = qnj−1 pour tout j ≥ 1. De plus, par le Théorème 31,∣∣∣∣ζa − pnj
qnj

∣∣∣∣ < 1

qnjqnj+1
<

1

qn2
j

et ∣∣∣∣ζa − pnj−1

qnj−1

∣∣∣∣ < 1

qnjqnj−1
.

Donc
|qnjζa − pnj | = |qnjζa − qnj−1| <

1

qnj

et
|qnj−1ζa − pnj−1| <

1

qnj
.

Considérons alors les trois formes linéaires indépendantes à coefficients algébriques suivantes :

L1(X1, X2, X3) = ζaX1 −X2

L2(X1, X2, X3) = ζaX2 −X3

L3(X1, X2, X3) = X1.

Posons aussi le vecteur −→x = (qnj , qnj−1, pnj−1). Alors

3∏
i=1

|Li(−→x)| = qnj |qnj−1ζa − pnj−1||qnjζa − qnj−1| <
1

qnj
=

1

max(qnj , qnj−1, pnj−1)
.

En effet, 0 < ζa < 1 donc au moins à partir d’un certain rang on a pnj−1 ≤ qnj−1 < qnj .
Donc d’après le théorème du sous-espace de Schmidt, les triplets (qnj , qnj−1, pnj−1) pour j ≥ 1
sont dans un nombre fini de droites et/ou plans de Q3. Donc il existe (z1, z2, z3) ∈ Z3 tels que
z1qnj + z2qnj−1 + z3pnj−1 = 0 pour une infinité de j ≥ 1, soit

z1 + z2
qnj−1

qnj
+ z3

pnj−1

qnj
= 0

ou encore
z1 + z2

pnj
qnj

+ z3
pnj−1

qnj−1

pnj
qnj

= 0.

Ceci étant vrai pour une infinité de j ≥ 1, on peut passer à la limite j →∞, et comme
pnj
qnj
−→
j→∞

ζa,

alors on obtient que z1 + z2ζa + z3ζ
2
a = 0. Donc ζa est quadratique, ce qui achève la preuve.
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