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Introduction

Objectif : évaluer numériquement une transformée de Fourier continue

o= [ T (e

—0o0

Quadrature de I'intégrale par la méthode des rectangles :

n—1
A a - a  .a
f(x)~ =) f(t)e " avec tj=—=+j—
()= 23 ) ave 5= =357
J:

On suppose f continue et a support dans [—3, 5].
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Calcul de #(x) en de nombreux points

Evaluation en un point : O(n)
Evaluation en m points (Xk)1<k<m : algorithme naif en O(n x m)
Peut-on faire mieux ? Dans un cas particulier, oui!

On suppose maintenant que m = n et que xx = —g + k%

Algorithme classique

Par la transformation de Fourier rapide : O(nlog n)

ab=2mn
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La transformation de Fourier discréte

Définition de la transformation de Fourier discréte

_ 2imjk 2imjk
Di(z) = E zie" o et D* g zje n

Théoréme d'inversion

ze = Dt <(Dj(z))0§j<n—1>

N
2
| A

Théoréme de convolution circulaire

n—1

Di(x xy) = Di(x) - Dk(y) avec (xxy) = ijy,_j
j=0
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Algorithme de Cooley-Tukey pour la FFT
Ne s'applique que dans le cas ot n est une puissance de 2.

Di(z) = D« ((Z2J')Ogj§§fl) +e Dy ((Z2J+1)0 gfl)

—2ikm
Dz k(z) = Dk ((221) ssg—l) —e » Dk ((22j+1)og§§—1)

Approche de type diviser pour régner!

Calcul de sa complexité
n
C(n) =2¢ (3) +O(n)
Ainsi, C(n) = ©(nlog(n)) par le Master Theorem.
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Retour au calcul des f

n—1
R a a oi(—2 _b
f(Xk) ~ E E f(tJ —itixk - E f s+ +k 2)
e

abkj

a -abk -abj :
= — g f _’Te’zne’zne =2
n

bkj

i abk cabj __;a
= _’Te 2n E f(t )e 2n e =2

On reconnaft une transformée de Fourier discréte |
Mais avec une contrainte...

ab=2mn

= = = — Ty
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Impact de la contrainte

Signal d'entrée (n = 128)
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Impact de la contrainte

Transformée de Fourier du signal
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Transformation de Fourier fractionnaire

Définition

n—1
Gk(X,CM) — § :Xje—Zkaa
j=0

Technique de Bluestein : —2jk = —k? — j2 + (k — j)?. Ainsi :

n—1

o o a2

Gk(X,Oé) —e irak § :X_,e iTaj eIT(Ot(k 5)
Jj=0

C'est presque une convolution circulaire !

Complexité

Ainsi, (Gk(x,a))o<k<n—1 peut étre calculé en O(nlog(n)) opérations par la
FFT.
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Calcul des #(x;) par la transformation fractionnaire

On reprend I'expression de f(xk) précédente :

n—1
~ a cab  -abk zab: __;ab:
Fog) ~ Ze @l S f(t))elzle I
k n -
Jj=0

%
o
IN
[0}
(D)
==

a __jab_jabk (f(g)ei%j) ’ ab
n 0<j<n’ 2mn?

On reconnaft une transformation de Fourier discréte fractionnaire !

Complexité

Ainsi, (f(Xk))ogkgn—l peut &tre calculé en O(nlog(n)) opérations par la
transformation fractionnaire rapide.
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Une nette amélioration

Transformée de Fourier du signal

[ =
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Inversion de Fourier

Formule d'inversion de Fourier

) == [ #ed
27-( xX)e X

—00

En reprenant le raisonnement depuis le début on obtient :

3
|
_

b 2 i, £
f‘(t-'j) ~ % f(Xk)eIthJ
0

b b, 2 _jaby ab
~ — J . : f ! n ) _
27Tne ’ Gj (( (Xi)e™"2 0<k<n' 2mwn?

>
Il

Complexité

L'inverse aussi se calcule en O(nlog(n))
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Dérivation numérique via la FFT

Dérivation et transformée de Fourier

Si de plus f est continament dérivable, f/(x) = ixf(x)

N

t

Dérivée numérique de u : t+> e 2

T T T T T T T T T
0.5} -
o
Nt O k |
3
0.5} -
| | | | | | | | |

Samuel & Ludovic Lectures Dirigées 7 avril 2022



L'équation de Schrodinger non-linéaire en optique

Voici le comportement d'une fibre optique :
du _ sign(B2) 0%u
5, &t =—i— 92
u(0, t) = uo(t)

(z,t) + iN2u(z, t)|u(z, t)|2

Notons la ressemblance avec I'habituelle :

. — K2
AV = —AV + VY
2m

Samuel & Ludovic Lectures Dirigées 7 avril 2022



La méthode split-step

A la place de résoudre directement |'équation, on résout successivement les
trois problémes :

%(z, t) = iN?uy(z, )| (z, £)[? u1(0, t) = u(z, t)
Oun B _,sign(ﬂz) A% up _ _ h

E Z, t) —_— I 2 8t2 (27 t) u2(2_07 t) - ul(E’t)
%L:’(z, t) = iN?u3(z, t)|us(z, t)[? u3(0, t) = up(h, t)

Et finalement : u(zx11,t) = u(zk + h, t) = us(2, t)
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La méthode split-step

On traite les deux parties non linéaires par une intégration, puis
approximation de l'intégrale :

(2, 8) = u(ze, £) - exp </0 iV (2, t)y2dz>

Tandis que par une transformée de Fourier de u» par rapport a t, I'équation
linéaire devient :

iv)2iy(z, v)

oo |
O (2,0) = i 78%P2),

Le calcul explicite d'une solution est alors possible :

’.signéﬁz) 2h

do(h,v) = ta(zx,v) - e
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Résultats 1/3

Pour un signal d'entrée ug de la forme

1F T T T T
£ 05
s

0,
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Résultats 2/3

On obtient :

P
—~
-
~
3
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Résultats 3/3

La transformée de Fourier fractionnaire permet d’améliorer la précision. On
prendra ici un facteur 2

T T T

Ju(t)?
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Merci pour votre attention !
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