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Un peu de dualité

Problème primal

Minimiser 𝑓(𝑥) avec ℎ𝑖(𝑥) ≤ 0 pour 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

Lagrangien

𝐿(𝑥, 𝑢) = 𝑓(𝑥) +
𝑛
∑
𝑖=1

𝑢𝑖ℎ𝑖(𝑥)

Fonction duale de Lagrange

𝑔(𝑢) = min𝑥 𝐿(𝑥, 𝑢)

Problème dual
Maximiser 𝑔(𝑢) avec 𝑢𝑖 ≥ 0 pour 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

Théorème : dualité faible
𝑔∗ ≤ 𝑓∗

Peut-on avoir dualité forte, i.e. 𝑔∗ = 𝑓∗ ?



Conditions de Slater, et de Karush Kuhn et Tucker

Conditions de Slater
Les ℎ𝑖 et 𝑓 sont convexes, et il existe 𝑥0 tel que
ℎ𝑖(𝑥0) < 0 pour 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

Théorème : dualité forte
Sous les conditions de Slater, 𝑔∗ = 𝑓∗.

On se place dans les conditions de Slater, et on
suppose que 𝑓 et les ℎ𝑖 sont𝒞

1.

Théorème : KKT
𝑥∗ et 𝑢∗ satisfont les conditions de KKT ssi 𝑥∗ et
𝑢∗ sont solutions du problème primal et dual.

Conditions de Karush Kuhn et Tucker
Stationarité :

∇𝑓(𝑥) +
𝑛
∑
𝑖=1

𝑢𝑖∇ℎ𝑖(𝑥) = 0

Complémentarité :
𝑢𝑖ℎ𝑖(𝑥) = 0 pour tout 𝑖

Faisabilité primale :
ℎ𝑖(𝑥) ≤ 0 pour tout 𝑖

Faisabilité duale :
𝑢𝑖 ≥ 0 pour tout 𝑖



Présentation du problème

Problème initial
Données : (𝑥1, 𝑦1) … (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ∈ ℝ

𝑑 × {+1, −1}.
But : les séparer par un «bon» hyperplan𝐻.

Données linéairement séparable

Hypothèse : existence d’un hyperplan qui
sépare les données.

Marge d’un hyperplan𝐻 ∶ ⟨𝑤, 𝑥⟩ + 𝑏 = 0

𝑚(𝐻) = min
𝑖
𝑑(𝐻, 𝑥𝑖) = min

𝑖

|⟨𝑤, 𝑥𝑖⟩ + 𝑏|
‖𝑤‖



Présentation du problème II

Problème initial formalisé
Maximiser𝑚(𝐻) où𝐻 ∶ ⟨𝑤, 𝑥⟩ + 𝑏 = 0
avec ∀𝑖, 𝑦𝑖(⟨𝑤, 𝑥𝑖⟩ + 𝑏) > 0.

Reformulation équivalente

Minimiser 1
2‖𝑤‖

2

avec ∀𝑖, 1 − 𝑦𝑖(⟨𝑤, 𝑥𝑖⟩ + 𝑏) ≤ 0.

Dualité forte
On constate que les conditions de Slater sont
vérifiées.



Dualité dans ce cas particulier I

Problème dual

Maximiser min
𝑤,𝑏

𝐿(𝑤, 𝑏, 𝑢) sur 𝑢 avec ∀𝑖, 𝑢𝑖 ≥ 0

Problème dual équivalent I

Maximiser 𝐿(𝑤, 𝑏, 𝑢) sur 𝑤, 𝑏, et 𝑢
avec ∀𝑖, 𝑢𝑖 ≥ 0 et 𝜕𝑤,𝑏𝐿(𝑤, 𝑏, 𝑢) = 0.

Problème dual équivalent II

Maximiser∑
𝑖
𝑢𝑖 −

1
2 ∥∑𝑖

𝑢𝑖𝑦𝑖𝑥𝑖∥
2

avec ∀𝑖, 𝑢𝑖 ≥ 0 et∑
𝑖
𝑢𝑖𝑦𝑖 = 0.

𝐿(𝑤, 𝑏, 𝑢) = 1
2‖𝑤‖

2 +
𝑛
∑
𝑖=1

𝑢𝑖(1 − 𝑦𝑖(⟨𝑤, 𝑥𝑖⟩ + 𝑏))

= 1
2‖𝑤‖

2 +
𝑛
∑
𝑖=1

𝑢𝑖 − ⟨𝑤,∑
𝑖
𝑢𝑖𝑦𝑖𝑥𝑖⟩ + 𝑏∑

𝑖
𝑢𝑖𝑦𝑖

Reformulation des contraintes :

𝑤 = ∑
𝑖
𝑢𝑖𝑦𝑖𝑥𝑖 et ∑

𝑖
𝑢𝑖𝑦𝑖 = 0

Alors

𝐿(𝑤, 𝑏, 𝑢) = −12 ∥∑𝑖
𝑢𝑖𝑦𝑖𝑥𝑖∥

2

+∑
𝑖
𝑢𝑖



Récupération de la solution au problème primal

Existence de solutions
S’il existe au moins un point de chaque couleur,
alors le problème primal possède une solution.

Programmation convexe quadratique

Le problème dual possède une solution ssi le
problème primal possède une solution.

Problème dual équivalent II (rappel)

Maximiser∑
𝑖
𝑢𝑖 −

1
2 ∥∑𝑖

𝑢𝑖𝑦𝑖𝑥𝑖∥
2

avec ∀𝑖, 𝑢𝑖 ≥ 0 et∑
𝑖
𝑢𝑖𝑦𝑖 = 0.

Soit 𝑢∗ une solution au problème dual, et
(𝑤∗, 𝑏∗) solution au problème primal.

Expression de 𝑤∗ et 𝑏∗ en fonction de 𝑢∗

Stationarité : 𝑤∗ = ∑
𝑖
𝑢∗𝑖 𝑦𝑖𝑥𝑖 et∑

𝑖
𝑢𝑖𝑦𝑖 = 0.

Complémentarité : 𝑢∗𝑖 (1− 𝑦𝑖(⟨𝑤
∗, 𝑥𝑖⟩ + 𝑏

∗)) = 0.

Avantages du problème dual

Contraintes plus simples, permet l’utilisation de
noyaux...



Cas des données non séparables

𝜉𝑖

Problème initial
Données : (𝑥1, 𝑦1) … (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ∈ ℝ

𝑝 × {+1, −1}.
But : les séparer par un hyperplan𝐻 en
autorisant des erreurs.

Variables ressorts
On introduit les variables ressorts 𝜉𝑖 qui
modélisent l’écart entre 𝑥𝑖 et la marge quand les
𝑥𝑖 sont du mauvais côté de l’hyperplan.



Cas des données non séparables

𝜉𝑖

Nouveau problème primal

Minimiser 12‖𝑤‖
2 + 𝐶∑𝑛

𝑖=1 𝜉
𝑑
𝑖

avec ∀𝑖, 1 − 𝑦𝑖(⟨𝑤, 𝑥𝑖⟩ + 𝑏) − 𝜉𝑖 ≤ 0 et 𝜉𝑖 ≥ 0.

Dualité forte
On constate que les conditions de Slater sont
vérifiées.

Existence de solution primale

Il existe une solution primale.



Problème dual

Problème dual simplifié, 𝑑 = 1

Maximiser
𝑛
∑
𝑖=1

𝑢𝑖 −
1
2 ∥∑𝑖

𝑢𝑖𝑦𝑖𝑥𝑖∥
2

avec 0 ≤ 𝑢𝑖 ≤ 𝐶 et
𝑛
∑
𝑖=1

𝑢𝑖𝑦𝑖 = 0

Problème dual simplifié, 𝑑 = 2

Maximiser
𝑛
∑
𝑖=1

𝑢𝑖 −
1
2 ∥∑𝑖

𝑢𝑖𝑦𝑖𝑥𝑖∥
2

− 1
4𝐶∑

𝑖
𝑢2𝑖

avec 0 ≤ 𝑢𝑖 et
𝑛
∑
𝑖=1

𝑢𝑖𝑦𝑖 = 0

Dans les cas 𝑑 = 1 ou 𝑑 = 2
Le problème dual possède une solution ssi le
problème primal possède une solution.

Récupération de la solution primale

𝑤 = ∑
𝑖
𝑢𝑖𝑦𝑖𝑥𝑖

Il est aussi possible de récupérer 𝑏.


