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Introduction

Ce travail présente les bases de la théorie du transport optimal. On peut faire remonter
la naissance de la théorie du transport optimal au mathématicien et homme politique frangais
Gaspard Monge. Ce dernier se posait la question de réaliser le transport du sable issu de dif-
férentes carriéres situées & divers endroits, et ceci de maniére & minimiser le cofit de transport
global. Monge a formalisé le probléme en 1781. Au vingtiéme siécle, le mathématicien et écono-
miste soviétique Leonid Kantorovich a prouvé ’existence d’une solution optimale au probléme
général de transport, et a développé la théorie, ce qui lui valut le prix Nobel d’économie en
1975. La théorie du transport est toujours en plein développement gréce & ses applications dans
de nombreux domaines. Des avancées importantes ont été faites par le mathématicien italien
Alessio Figalli, qui a regu la médaille Fields en aotit 2018. En plus d’avoir contribué a dévelop-
per la théorie du transport, ce dernier ’a utilisée pour étudier les déformations de cristaux et
les équations semi-géostrophiques utilisées en météorologie.

La premiére partie de ce travail présente le probléme du transport optimal et sa résolution.
La seconde partie a pour but de définir les distances de Wasserstein, qui sont des distances sur
certains espaces de probabilités. Ces distances sont directement liées au probléme de transport
optimal. La fin de ce travail illustre 'utilité des outils précédemment développés appliqués a
I’étude du phénomeéne de relaxation vers 1’équilibre de 1’équation de Boltzmann homogéne en
espace. Cette équation décrit ’évolution d’'un gaz dilué spatialement homogéne au cours du
temps. On montrera qu’asymptotiquement, la répartition statistique des vitesses dans le gaz
est gaussienne, quel que soit I’état initial du gaz.

Je tiens & remercier Francois Bolley pour le temps qu’il a consacré & encadrer mon stage, les
réponses 4 mes (nombreuses) questions, et pour m’avoir fait découvrir de belles mathématiques.
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1 Transport optimal de mesures

1.1 Les problémes de Monge et de Kantorovich
1.1.1 Le probléme de Monge

Le probléme initial posé par Gaspard Monge en 1781 consiste au transport d’un tas de sable
d’un certain volume sur un trou & remplir du méme volume, disons 1. On peut représenter le
sable et le trou par deux probabilités p et v.

Dans un premier temps, on suppose qu’il existe une application de transport T, c’est-a-
dire que le sable initialement a la position x est envoyé entiérement en 7'(z). Pour réaliser le
transport du sable, il faut que le volume sous une partie du trou a 'arrivée, disons B, soit égal
au volume du sable au départ qui sera transporté sur B par T. On veut donc imposer :

v(B) = u(T\(B)),

qu’on peut interpréter comme le fait que v est la mesure image de y par T'. Le cadre rigoureux
pour poser le probléme est celui des espaces polonais, c’est-a-dire des espaces métriques sépa-
rables et complets.

Notation : Dans la suite, on notera P(X) 'ensemble des mesures de probabilité sur un
espace polonais X.

On peut maintenant poser rigoureusement le probléme de Monge.

Probléme de Monge : Soient X et Y deux espaces polonais, u € P(X) et v € P(Y). On
suppose que v est la mesure image de pu par une application mesurable T': X — Y, ce qu’on
notera :

v="Txpu.

T est appelée application de transport. Enfin, on se donne une fonction cotit de transport :
c: X xY — RT mesurable. Ainsi ¢(z,y) représente le coiit unitaire de transport d’une unité
de volume de z & y. Typiquement, si X =Y, ¢ peut-étre la distance sur I’espace métrique X.
Le cotit global de transport de la mesure p sur la mesure v via T est défini par :

/ c(x, T(x)) du(x).
X

Le probléme de Monge consiste alors & minimiser le cotlit global de transport par rapport a
I’application de transport 7. On cherche une application de transport T, si elle existe, qui
vérifie :
it { [ ot} = [ o r@)aut o,
Txpu=v X X

Remarque 1.1. Dans le cas ot v et v admettent des densités strictement positives f et g par
rapport a la mesure de Lebesque sur R, alors il existe une application de transport T. Si on note
F et G les fonctions de répartition de p et v, alors Uapplication T = G~ o F transporte p sur
v. En effet, pour tout y € R :

T (] = o0,y]) = F(F~H(G(y))) = G(y) = v(] — 00, 9])



Malheureusement il n’existe pas toujours d’application de transport entre deux probabilités. Typi-
quement, aucune application ne transporte la masse de Dirac dy sur % 1l est donc nécessaire

de trouver une formulation plus générale, pour laquelle le probléme est bien posé.

1.1.2 Généralisation : le probléme de Kantorovich

On va d’abord définir rigoureusement le probléme de Kantorovich et nous allons voir en
quoi il généralise le probléme de Monge.

Notation : Soient X et Y des espaces polonais, u € P(X) et v € P(Y). On note II(u,v)
I’ensemble des probabilités m sur X x Y ayant comme lois marginales p et v. De telles proba-
bilités sont appelées plans de transport envoyant p sur v.

Probléme de Kantorovich : On considére deux espaces polonais X et Y, ainsi que deux
probabilités p et v sur X et Y respectivement. On se donne également une fonction cotit de
transport ¢ : X x Y — RT mesurable. Le probléme de Kantorovich correspond & la recherche
d'un 7 € II(p, v) réalisant :

inf / cdrm:= inf I[r] (K).
mell(uv) J X xY mell(p,v)

Une telle probabilité 7 est appelée plan de transport optimal et la valeur de la borne infé-
rieure est appelée cotit de transport optimal. Cette fois, le probléme de ’existence d’une applica-
tion de transport rencontré pour le probléme de Monge ne se pose pas puisque p @ v € I(u, v),
qui est donc non vide. Dans la suite, nous démontrerons l'existence d’un plan de transport
optimal.

Voyons en quoi le probléme de Kantorovich généralise celui de Monge. On suppose qu’il
existe une application de transport 7' : X — Y. On considére la mesure image de u par
lapplication mesurable Idx x T, c’est-a-dire mp = (Idx x T') * u. Alors, on a bien :

[ claT@)due) = [ el dnriey).

X XxY

L’existence d’une application de transport fournit un plan de transport admissible pour le pro-
bléme (K). En revanche un plan de transport optimal pour le probléme (K) n’est pas forcément
issu d’une application de transport puisqu’'une telle application n’existe pas toujours.

Interprétation du probléme de Kantorovich : Reprenons ’exemple avec la masse de
Dirac donné dans la partie sur le probléeme de Monge. Bien qu’aucune application de transport
n’existe, un moyen de transporter §g sur ‘50%61 est de laisser la moitié de la masse en 0 et
d’envoyer 'autre moitié sur 1. L’idée est donc de s’autoriser a répartir la masse présente en x
dans le trou selon une probabilité A, et ce pour tout x. Rappelons le théoréme de Jirina :

Théoréme 1.2. Soient X et Y des espaces polonais et m € (u,v), alors il existe une applica-
tion A : X xY — [0,1] telle que :

-VeeX, Az,.)eP)

-VB e B(Y), A(.,B) est B(X)-mesurable



-VAeB(X), vBeB(Y), w(AxB) :/ Az, B) dp(x).
A
A est appelé noyau de transition entre p et v.
L’interprétation de A\(zx,.) := A, est la répartition dans le trou de la masse de sable présente

dans le tas de sable en z. En effet, on peut écrire : dr(x,y) = d\;(y) ® du(z).

Si toute la masse présente en z est envoyée sur T'(x), alors le noyau de transition est :
Mz, .) = O7(z) €t on retrouve I'expression du cott dans le probleme de Monge :

/Xxyc@’y)d”(%w:/x(LC(w,y)dAx(y)> dﬂ(ﬂﬁ):/Xc(a:,T(m))du(x).

1.2 Résolution du probléme de Kantorovich
1.2.1 Topologie de la convergence étroite de probabilités

Rappelons quelques faits sur la notion de convergence étroite de probabilités. On se place
sur un espace métrique (X, d).

Définition 1.3. Soient (pn)n une suite de P(X) et p € P(X). On dit que la suite (n)n
converge étroitement vers p si :

Vo € Ch(X,R), /qbdun IR /sbdu,
X n—-+o0o X

ce qu’on note : iy — [.

Remarque 1.4. Il y a bien unicité de la limite. Supposons qu’une suite admette deuz limites
1 et v pour la convergence étroite. Alors on a :

Vo € Cy(X,R), /ng)d,u:/ng)dV.

Par caractérisation de la loi par intégration contre une fonction continue bornée, on a bien
w=v.

Rappelons une caractérisation utile de la convergence étroite dans le cas ou X = R (avec la
métrique induite par la valeur absolue).

Théoréme 1.5. Soient (un)n une suite de P(R) et p € P(R). On note F,, la fonction de
répartition de u, et F' celle de u. Il y a équivalence entre :

1. pin = pu.
2. Pour tout point de continuité x de F', on a :

Enfin, nous admettons qu’il existe une distance qui métrise la convergence étroite des pro-
babilités.

Théoréme 1.6. Soit (X,d) un espace polonais, il existe une distance sur P(X) qui métrise la
convergence étroite.

Pour avoir des détails & ce sujet, on pourra consulter [3].



1.2.2 Le théoréme de Prokhorov

L’élément clé pour résoudre le probléme de Kantorovich est le théoréme de Prokhorov. Il
s’agit d’un résultat de compacité dans I'espace des probabilités. Définissons d’abord le caractére
tendu d’une famille de probabilités.

Définition 1.7. Soit X un espace polonais. On dit qu’une partie M C P(X) est tendue si :
Ve >0, 3K C X compact, Vu € M, u(X\K) <e.

On peut maintenant énoncer le théoréme.

Théoréme 1.8 (Théoréme de Prokhorov).
Soient (X, d) un espace polonais et M C P(X). M est relativement compact si et seulement
st il est tendu.

Nous allons seulement démontrer ce théoréme dans le cas X = R, pour une preuve dans le
cas général, on pourra consulter [3]. Nous allons avoir besoin plusieurs lemmes.

Lemme 1.9 (Lemme d’Ulam).
Soit X un espace polonais et pn € P(X), alors {u} est tendue.

Ce résultat est évident sur RP puisque les fermés bornés sont compacts. On ne fera pas la
preuve dans le cas général.

Lemme 1.10. Soit (pn)n une suite P(RP) telle que pn, — p, ot p € P(RP). Alors la suite
(tn)n est tendue.

Démonstration. Soit € > 0. Gréace au lemme 1.9 d’Ulam, on dispose de A > 0 tel que :

p(B(0,4)%) <

N

On considére une fonction f, a valeurs dans [0, 1], continue et affine par morceaux valant 1 sur
[—2A,2A]¢ et valant 0 sur [—A, A] et on pose h = fo|.] € Cp(RP), ou [.| désigne la norme
euclidienne canonique sur RP. On a :

1p(o,24)c < h <1p@ae-

D’aprés la seconde inégalité et par convergence étroite, on dispose de ng € N, tel que :

vn > ng, / hdu, <e.
Rp
La premiére inégalité donne :

Vn > ne,  pn(B(0,24)°) < / hdp, <e.
RP

Puisque d’aprés le lemme 1.9 d’Ulam, un nombre fini de probabilités sur R? est tendu, on
peut agrandir le compact et trouver un compact K tel que :

VneN, pup(K)<e.



Théoréme 1.11 (Théoréme de Helly).

Soit (Fy,)n une suite de fonctions de répartition. Alors il existe une extraction (am)n et une
fonction F' : R — [0,1] croissante et continue & droite telle qu’en tout point de continuité x de
F,ona:

F,, (z) — F(x).

n—o0

Démonstration.

Soit g € Q, la suite (F},(q)), est une suite de [0, 1], on peut donc extraire une sous-suite qui
converge vers un réel qu’on note F(q) € [0,1]. Par extraction diagonale, il existe une extraction
(an)n telle que : .

Vg€ Q, Fo,(¢) — Flq)

n—oo

On peut alors définir, si x € R :

Pla)= _inf_{Fla)}

F' est croissante par construction. Montrons qu’elle est continue & droite. Soit x € R et € > 0.
Il existe ¢ > z tel que F(q) < F(x) + €. Ainsi, si y € [z,q], on a :

F(z) < F(y) < F(q) < F(2) +e.
Soit maintenant x un point de continuité de F' et € > 0. Par continuité, il existe y < x tel que :
F(z) —e < F(y).
Soient 7,5 € Q tels que : y < r < x < s et F(s) < F(x) 4+ €. On a alors :
F(x)—e< F(y) < F(r) < F(s) < F(z) +e.

Or par définition, on a :

F(r)=1lmF, (r) <limF, (r) <ImF,, (z)<lLmF,, (s)= F(s).
n

En laissant tendre € vers 0, on obtient Fy,, (v) — F(x). O

n—oo

Démonstration. (Théoréme de Prokhorov dans le cas X = R).

(<) Soit M un ensemble tendu de probabilités sur R. Comme la convergence étroite est
métrisable, il suffit de montrer la relative compacité séquentielle. Soit (i), € MYN. On note
(Fy)n la suite de leur fonction de répartition. D’aprés le théoréme 1.11 de Helly, il existe une
extraction (ay), et une fonction F': R — [0, 1] croissante et continue & droite telle qu’en tout
point de continuité x de F, on a :

F,, (x) i F(x).

On admet (grace au théoréme d’extension de mesures de Carathéodory) qu’on peut construire
une mesure g a valeurs dans [0, 1] telle que :

Va<b p(]a,b])=F(b)— F(a).



Puisque la suite (uy)n est tendue et que les points de discontinuité de F' sont dénombrables
(donc I’ensemble des points de continuité de F' est non borné), on a :

Ve > 0, Ju < v des points de continuité¢ de F, Vn € N p,(Ju,v]) > 1 —e.
On a donc, puisqu’on a choisi des points de continuité de F :

Ve >0, w(R)>p(u,v])=F(v)—F(u)= lim F,, (v) — Fy, (u) >1—¢.

n—oo

En laissant tendre € vers 0, on obtient u € P(R) et pa, — p puisque la suite des fonctions de
répartition associées converge simplement vers F' en ses points de continuité.

(=) On raisonne par contraposition : on suppose que M n’est pas tendu. Il existe donc
e > 0 et une suite (), € MY tels que :

VneN, pup([-n,n]) <1-—e

On considére une extraction quelconque (fiq,, )n. Cette suite extraite n’est pas tendue. En effet,
on a:
VR €N,  pa,([—om,an]) <1—¢

Puisque a,, — 400, il n’existe pas de compact K tel que :

N

On suppose que cette suite extraite (fq, )n converge étroitement vers u, le lemme 1.10 assure
que la suite est tendue, ce qui est une contradiction.

O]

1.2.3 Existence de plans de transport optimaux

On peut maintenant passer & la résolution du probléme de Kantorovich. L’existence d’un
plan de transport optimal se fera sous une hypothése relativement faible de la fonction cofit.

Définition 1.12. Soit (X, d) un espace métrique. Une application f : X — R est dite semi-
continue inférieurement (qu’on abrége par sci) si pour tout x € X et pour toute suite (), de
X qui tend vers x on a :

lim f(2n) > f(x).
On énonce précisément le théoréme.

Théoréme 1.13. Soient X et Y deuz espaces polonais, p € P(X),v € P(Y) etc: X xY — RT
une fonction sci. Alors le probleme (K) de Kantorovich admet une solution, c’est-a-dire un plan
de transport optimal.

Une premiére étape pour démontrer ce théoréme est la compacité de I'ensemble II(u, v/).

Théoréme 1.14. Soient X,Y des espaces polonais, p € P(X) et v € P(Y). Alors II(u,v) est
compact.



Démonstration. Montrons déja que 'ensemble II(u, v) est fermé. Soit (7, ), une suite de ITI(u, v)
qui converge étroitement vers m € P(X xY). Si ¢ € Cp(X) et p € Cp(Y), on a :

J/ (6(x) + o) dr(wy) = lim | (8(x) + () dra(z,y)
XxY

n——+oo XxY

n—-+oo

:/ gﬁ(x)d,u(a:)—F/ U(y) dv(y).
X Y

= lim /ng(:n)du(:c)jt/yw(y)du(y) car 7y, € II(p,v)

Les lois marginales de 7 sont donc p et v. Ainsi 7 € II(p, ) et I'ensemble II(p, ) est donc
fermé (pour la topologie de la convergence étroite).

Pour montrer que II(u, v) est compact, il suffit de montrer qu’il est tendu. En effet le théo-
réme 1.8 de Prokhorov assurera qu'’il est relativement compact et donc compact.

Soit € > 0. D’aprés le lemme 1.9 d’Ulam, on a I'existence de K compact de X et de L
compact de Y tels que : u(X\K) < e et v(Y\L) <e. Le compact K x L de X x Y vérifie :

Vr e l(p,v), m(XxY\K xL)<pu(X\K)+vY\L) < 2e.

D’ou la tension de IT(u,v).

Il nous manque seulement le lemme suivant pour résoudre le probléme de Kantorovich :

Lemme 1.15. Soit (X,d) un espace polonais et f une fonction positive et sci sur X. Soit
(ptn)n € P(X)N et € P(X) tel que iy, — p, alors on a :

/deuﬁlim/xfdﬂn-

Démonstration. L’idée de la preuve est d’approcher la fonction f par une suite croissante de
fonctions continue bornées. On pose ainsi, si k € N :

X — RT

i T min{;élf({f(y)+kd(x’y)}’k}

L’application fi est continue car k-lipschitzienne comme inf de fonctions positives qui le
sont. Montrons que la suite (fx)r converge simplement vers f. Soit z € X. Par définition, il
existe une suite (yy ), telle que :

Vn >0, fo(x)+ % > f(yn) + nd(yn, x).

En prenant y = x dans la définition de fj, on obtient que pour tout k € N, fi < f. De plus,
par positivité de f, on a :

VneN, J(@)+ > fule) - > nd(yn, )

10



En laissant tendre n vers +00 on déduit : y, — x. Or on a également 'inégalité :
1 1
En prenant la limite inférieure, on a :

f(z) = 1im fo(x) = lim f(yn) > f(2),

la derniére inégalité venant de la semi-continuité inférieure de f. La suite (f,(z))y étant crois-
sante et majorée par f, on obtient la convergence de (f,), vers f.

Le théoréme de Beppo-Levi assure alors que :

/ fedp  — / fdu.
X k——+oc0 X

Or par convergence étroite, on a :

vk €N, /fkdun S /fkdu.
X n—-+o0o X

Comme Vk € N fi < f, on déduit (en passant a la limite inférieure) :

/fkduzlim/ fkdunélim/ [ dpn.
X n JX n JX

En passant & la limite quand k¥ — +o00, on obtient 'inégalité voulue. ]
Démontrons maintenant le théoréme 1.13 de Kantorovich.

Démonstration. On prend une suite minimisante (7); de II(i, v) dans le probléme de Kanto-

rovich :
/ cdm, — inf / cdr.
XxY k—+oo well(p,v) Jx xy

Par compacité de II(u, 1), il existe une extraction, toujours notée (7 ), qui converge étroitement
vers m € I(u,v).
D’apres le lemme 1.15, on a :

/ cdm < lim cdm, = inf / cdm.
XxXY XxY m€ll(p,v) J X xY

O

On a donc montré qu’il existe une solution au probléme de Kantorovich, qu’on appelle plan
de transport optimal.

11



1.2.4 Dualité de Kantorovich-Rubinstein

Dans cette partie on présente rapidement la notion de probléme dual du probléme de Kan-
torovich. On se donne toujours X et Y deux espaces polonais, ainsi que p € P(X) et v € P(Y).
On définit ’ensemble

¢e = {(p,0) € L'(Y,v) x L"(X,p), o(y) +(z) < c(z,y), pppa,vppy}.

De plus, si (¢,9) € ¢, on définit :

J(6,0) :=/Y¢du+/xwdu.

On admet le théoréme général de dualité de Kantorovich, dont on pourra trouver une preuve
dans [2].

Théoréme 1.16 (Théoréme de dualité de Kantorovich).
On se place dans le méme cadre que le théoréme 1.18 de Kantorovich. Alors on a :

inf I[r]= sup J(p,¥)= sup J(¢, ).
mell(p,v) ($0)Edbe ($s0)EbNC

Enongons maintenant un cas particulier de ce théoréme dans le cas ou la fonction cofit est
donnée par une distance.

Théoréme 1.17 (Dualité de Kantorovich-Rubinstein).
Soit X un espace polonais et d une distance sci sur X. On se donne p et v dans P(X).

Alors :
inf / d(z,y)dr(z,y) = sup /gbdu—/ o dv.
mell(p,y) J X xy l¢llip<1,¢ bornée J X Y

Démonstration. Soit ¢ une fonction bornée et lipschitzienne avec :

{16~ o)
ol o= sup { LXE S0 <

Soit 7m € I(p,v). On a :

/X by - /Y by = /X o) = oly) dn(a.y) < /X ey dna.g),

D’ou: inf / d(z,y)dr(z,y) > sup /qbdu—/ odv.
XxY X Y

well(p,v) l#]l23p <1, bornée

Pour avoir 'autre inégalité, on utilise le théoréme 1.16 de dualité de Kantorovich :

inf / d(z,y)dn(z,y) = sup / pdv +/ Ydu.
ﬂ'EH(‘u,lI) XxY d) ¢€Cb )
By Ty

Or l'inégalité de contrainte assure que pour tout z,y € X :
o(y) < d(z,y) — Y(x).

12



Puis en prenant l'inf en z :

o(y) < inf {d(z,y) — p(z)} = (y).

zeX

L’application ¢ ainsi définie est 1-lipschitzienne comme inf de fonctions qui le sont. Elle
est également bornée car pour tout y € X, on a : 1%(y) < —(y). Dot :

J(d,0) < J(W% ).

De plus, on obtient successivement les inégalités :

(

Y(x) Ve,ye X
( d

d(z,y) —
dl’,y _¢(y) \V/l‘,yGX.

)

Puis en prenant 'infen y € X :
Y(z) < p¥(z) VreX.
On a donc montré que : J (1%, ) < J(¢?, ).

Finalement, on a :

sup  J(¢,0) < sup J(, p?) < sup  J(4,9).
P, PeCy PeCy P, peCh
#(y)+y(z)<d(z,y) d(y)+(z)<d(z,y)

D’oui I’égalité entre ces deux quantités.

Pour achever la preuve, nous allons montrer que 1% = —?¢ Par définition de %, en
prenant y =, on a : 1% < —¢%. De plus, on a successivement :

Phy) — (@) > —d(z,y) Yo,y € X
—¢U(y) < d(z,y) — ¢ (x) Vr,ye X,
D’ou :
—(y) < int {d(@.y) —v(@)} = v"(y), vye X.

L’égalité est donc prouvée. Pour conclure, on écrit :

sup J (¢4, ) = sup J(y¢, —y?) < sup  J(¢,—9).
YpeCy, YpeCy l|9ll1ip<1,4 bornée

O]

1.3 Reésolution du probléme de Monge dans un cas particulier : le théoréme
de Brenier

Nous allons résoudre le probléme de Monge dans un cas particulier, c¢’est-a-dire que le plan
de transport optimal du probléme de Kantorovich est en fait issu d’une application de transport.
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Théoréme 1.18 (Théoréme de Brenier).
On se place sur R™ muni de sa norme euclidienne canonique notée |.|. Soient u,v € P(R™),
dont les moments d’ordre 2 sont finis, i.e :

/|:17|2d,u(33)+/ 12 du(z) < +oo.
Rn Rn

On suppose de plus que p est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue. On se
place dans le cas ou la fonction coit de transport est donnée par :
1
clz,y) = Sl —yl”

Alors il existe un unique plan de transport optimal 7, qui est en fait déterministe, c’est-a-dire
donné par une application de transport T transportant y sur v avec :

dre(x,y) = o) (y) @ du(z).

De plus, Uapplication T' s’écrit en fait comme le gradient (défini de maniére unique p-pp)
d’une fonction conveze
¢ :R" 5> RU{+o0}.

La preuve de ce théoréme se trouve dans [1].

2 Distances de Wasserstein

Le probléme de transport de Kantorovich permet de quantifier ’écart entre deux mesures
de probabilités selon une fonction cotit donnée. Typiquement la distance sur X peut étre prise
comme fonction cofit dans le cas ot X =Y. On se demande dans quelle mesure cela permet de
définir une distance sur 'espace des probabilités. Nous allons nous restreindre aux sous-espaces
des probabilités ayant un moment d’ordre p fini pour y définir une distance. Dans la suite,
(X, d) désigne un espace polonais et p € [1,+00).

2.1 Définition des distances de Wasserstein IV, avec p > 1

Définition 2.1. Soit xg € X. On définit :

Pp(X) = {M € P(X), /Xd(ﬂﬂ,xo)p du(z) < +oo} .

Sip € Pp(X), on dira que p1 admet un moment d’ordre p fini.

Remarque 2.2. - 1l est facile de voir, grice a linégalité triangulaire, que si la condition
dans la définition est réalisée pour un xq, alors elle ’est pour tout .
- Si d est une distance bornée, alors pour tout p > 1, on a : Pp(X) = P(X).

- La définition de ces espaces est naturelle dans le cadre du transport d’une probabilité
w € P(X) sur la mesure de Dirac §,,. En effet, on a :

[ dwyPn(ey) = [ o) dutz)
T€ll(p,020) J X x X X

puisque I(p, 6170) = {M ® 510}'

14



Théoréme 2.3. L’application W), définie par :

Pp(X)XPp(X) - Rt y
p
Mo e |t [ PG
mell(p,v)
XxX

est une distance sur Pp(X), appelée distance de Wasserstein.

Remarque 2.4. Une réécriture plus concise de la distance de Wasserstein est la suivante :

1/p
Vv € Pp(X), Wylp,v) = (UNLn‘f/NVE d(U, V)p> ,

ot on note U ~ p une variable aléatoire de loi p.

Exemple : Si on se place sur R™ muni de la distance euclidienne classique, et si p € P2 (R™)
avec X une variable aléatoire de loi p, alors :
T — / x du(z)

Avant de démontrer le théoréme 2.3, énongons un lemme que nous utiliserons dans la preuve
de I'inégalité triangulaire.

2

W, 5e0) = Var(X) = [ dn(a)

Lemme 2.5 (Lemme de recollement).

Sotent X1, X2, X3 des espaces polonais, pi,pe et pus des probabilités respectivement sur
X1, Xy et X3 et soient enfin w12 € I(p1, p2) et ma3 € I(po, u3). Alors il existe m € P(Xq x
Xy x X3) de marges w12 sur X1 x Xo et ma3 sur Xo X X3.

La preuve de ce théoréme repose sur le théoréme 1.2 de désintégration de Jirina. Nous allons
maintenant démontrer le théoréme 2.3.

Démonstration.

- La quantité définie est & valeurs dans RT.

La positivité est immédiate. Soient p, v € Pp(X) et m € II(p, v). Alors :

/ d(z,y)P dr(x,y) < / (d(x,zo) + d(xo,y))P dr(z,y) par inégalité triangulaire
XxX XxX

< / (2maz(d(x, z0), d(y, 20)))? dr(z, )
XxX

< 2P (/X d(x,xo)l’du(m)+/Xd(y,:vo)pd1/(y)>

< 400 car p,v € Pp(X).
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- Symétrie.
Soient p, v € Pp(X). Il suffit de remarquer que :

Wye) = nt [ dGeypdn(ey)
mel(p,v)
XxX

= inf / d(y, )" dm(x,y)
m€ll(p,v)
XxX

= Wy v, ).

- Séparation
On remarque déja que si p € Pp(X), alors W, (1, 1) = 0 en prenant m = (Idx x Idx) * pu.

Soient p,v € Pp(X) telles que Wp(p,v) = 0. Ceci implique qu'il existe un plan de
transport optimal m qui est concentré sur la diagonale D := {(z,z), x € X}. Alors si
AeB(X):

pA) =r(AxX)=r(AxX ND)=n((z,y),r€A y=2)=n((z,y),y€ 4, z=y)
(X x A) =v(A).

Dot p = .

- Inégalité triangulaire.

Rédigeons la preuve avec la notation probabiliste introduite dans la remarque 2.4. On se
donne pu1, p2, pug € Pp(X) et X1 ~ py, Xo ~ pg, X3 ~ ps3 des variables aléatoires. D’apreés
le théoréme 1.13, il existe un plan optimal 7o entre p; et po, et un plan optimal 3 3
entre iz et pz. Le lemme 2.5 de recollement assure qu'il existe 7 € P(X?) qui recolle
mi2 et ma 3. Si (Y1,Ys,Y3) ~ m, alors (Y1,Y2) ~ w12 et (Ya,Y3) ~ m3. On a alors :
Ed(Y7,Y3)?)?  (par définition)

E (d(Y1,Ys) + d(Ya, Y3))P)/?  (inégalité triangulaire sur X)

< (Ed(V1,Y2)")'/P + (Ed(Ya, Y3)P)/P  (inégalité de Minkowski)

= Wp(p1, p2) + Wy(pe, p3)  (d’aprés le lemme de recollement).

WP(Mla ,u3) < (
<(

L’inégalité de Holder entraine directement la proposition qui suit.

Proposition 2.6. Soient 1 < p < g < +o0, alors : W), < W,,.
Inversement, si la distance d est bornée, alors : Wi < (diam(X))TP W}.

2.2 Convergence en distance IV, et lien avec la convergence étroite

Nous allons maintenant nous intéresser a la convergence d’une suite de probabilités pour
une distance de Wasserstein et au lien avec la convergence étroite. Enongons d’abord un lemme
et une proposition qui seront utiles dans la suite. On démontrera seulement la proposition.
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Lemme 2.7. Soit (jun)n une suite de Cauchy de (Pp(X), Wp), alors (pin)n est tendue.
La preuve de ce lemme est basée sur I'utilisation du théoréme 1.17 de Kantorovich-Rubinstein.

Proposition 2.8. Soit (), € Pp(X)N qui converge étroitement vers p € P(X). Alors :

1. / d(x, x0)P du(zx) <hm/ z,x0)P dun(x), Vrpe X
X

mell(p,v)

2. Vv e Py(X inf {K/ (x,y)P dr(z,y) §17mW5(un,l/).
Ainsi st € Pp(X), alors :

Wp(p,v) < K Wy (pin, v).

Démonstration. 1. Il s’agit du lemme 1.15.

2. On considére une extractrice ¢ qui réalise la limite inférieure :

Wolkomv) o2 MWy (pn, v).

Or le théoréme 1.13 assure que pour tout n € N, il existe m4(,) € Il(g(n), V) telle que :

D’aprés le théoréme 1.8 de Prokhorov et le lemme 1.9 d’Ulam, la famille {ug4n)} U {v}
est tendue. Ainsi, si K est un compact de X, et sin € N, on a :

7T¢(n)(X X X\K X K) < Nd)(n)(X\K) +I/(X\K)

ce qui assure la tension de la famille (4(,)),. Le théoréme 1.8 de Prokhorov assure qu’il
existe une extraction ¥ et m € P(X x X) telles que :

T(p(n)) — -
Alors on a :

/ d(z,y)? dr(z,y) < lim / Az, y)P dmgipimy(@,y) par 1.
XxX nX><X

Par convergence étroite de la premiére marge, on a bien 7w € II(u, ), ce qui achéve la
preuve.

O]

On peut maintenant s’intéresser au lien entre la convergence d’une suite pour la distance
de Wasserstein W), et la convergence étroite.



Définition 2.9. On définit :
Chp = {f € C(X),(1+d(zo,.) P feCX)} DCp(X).
Théoréme 2.10. Soient (fin)n € Pp(X)N et € Pp(X). Alors, il y a équivalence entre :
1. py Vlg W

2. VfeCop(X), [t = [ ran

n—-+4o0o X

3. pp — et /d(x,:cg)pdun(:c) — /d(x,xo)pdu(a:), Voo € X.
X X

n—+00
4oy —p et hm/ d(z, x0)? dpn () §/ d(x,z0)P du(x), Varoe X.
nJXx X

5. pp—p et lim lim [ d(z,20)? du,(z) < 0.
R—+co n Jx
Nous allons démontrer seulement une implication dans le théoréme 2.10. La preuve des
autres implications se trouve dans [1].

Démonstration. 1. = 4.

Soit (pn)r, une suite de Pp(X) qui converge vers o € Pp(X) en distance W) D’aprés le lemme
2.7, la suite (p15,)n est tendue, donc admet une sous-suite (f14(n))n qui converge étroitement vers
i € P(X) d’aprés le théoréme 1.8 de Prokhorov. D’aprés la proposition 2.8, on a :

W (g, ) < Hm Wy (pgnys 1) = 0.

Ainsi p = [i. En fait le raisonnement qu’on a fait peut se faire sur une sous suite quelconque de
(t4n)n. On déduit donc que :

HPn — [
puisque de toute sous-suite on peut extraire une sous-suite convergeant étroitement vers p.ll
reste & montrer I'inégalité du point 4. On se donne € > 0. On remarque que :

1 p
Va,y € RT, (w+y)p§(1+e)”w”+(1+e> Y.

Pour démontrer cette inégalité, il suffit de discuter selon que y < ex ou que y > ex. Dans le
premier cas, le membre de gauche est majoré par le premier terme du membre de droite. Dans
le second cas, on a la majoration avec le second terme du membre de droite. Il s’ensuit que
pour tous z,y € X :

d(x,z0)? < (d(z,y) + d(y, x0))? par inégalité triangulaire

1 p
< (1+¢€)Pd(y,xo)? + <1 + > d(z,y)?, d’aprés I'inégalité précédente.
€

On note 7, un plan de transport optimal envoyant p sur p,, et on intégre 'inégalité obtenue
précédemment contre la probabilité m, :

[ dtworano) < @+ [tz dun)+ (142) [ d dn o,

€
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La deuxiéme intégrale a droite est égale a W) (11, 1) qui tend vers 0 quand n tend vers +oo.
Ainsi :

tim [ dw,ao)? due) < (1597 [ (a0, diao).

en passant a la limite supérieure. Il reste juste a laisser tendre € vers 0 pour obtenir I'inégalité
voulue.

O
Remarque 2.11. - On remarque que si d est une distance bornée, alors Pp(X) = P(X)
et la convergence en distance de Wasserstein coincide avec la convergence étroite puisque

Cy = Chp.

- Dans le cas ot d est une distance non bornée, si d est une distance bornée définissant la
4 . 7 d . .
méme topqlogze que d (par exemple d —‘m), alors n’importe laquelle des distances de
Wasserstein métrise la convergence étroite.

2.3 Propriétés de complétude et de séparabilité

Le théoréme essentiel est le suivant.
Théoréme 2.12. L’espace (Py(X), W)) est un espace polonais.

Démonstration.

- Montrons tout d’abord la complétude de l'espace (on a déja vu au théoréme 2.3 qu’il
s’agit bien d’un espace métrique). On considére donc une suite de Cauchy (uy,), dans
(Pp(X),Wp). D’apreés le lemme 2.7, la suite (py,)n est tendue. Ainsi il existe une extrac-
trice ¢ et p € P(X) telles que :

Hom) — K-
Montrons que la convergence a en fait lieu pour la distance W),. D’aprés le théoréme 1.13,
pour tout n,m € N, il existe Ty(n) ¢(m) € H(u¢(n), ,u¢(m)) un plan de transport optimal.
m étant fixé, la suite (74(n) p(m))n est tendue d’aprés le méme raisonnement que dans
la preuve du point 2. de la proposition 2.8 et car la suite (u¢(n))n est elle-méme tendue.
Ainsi on peut extraire une sous-suite convergeant étroitement & m fixé :

To@m).bim) > Tem) € P(X x X).

n——+00

Le lemme 1.15 assure alors qu’a m fixé :

/ d(z,y)P dmg(m)(z,y) < lim d(x,y)? dmg(y(ny),¢m) (2, )
XxX n XxX

= 1 W a5 o))

Or puisque gy (n)),¢(m) € L (p(n))s Hgm)), on en déduit que Ty, € TI(4, fg(m)) par
convergence étroite de la suite (fig(p(n)))n vers p.

Combinant les deux résultats précédents, on a :

Vm e N, WP, tgmy) < Hm W2 (Lepn)), Hem))-

n
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D’aprés le critére de Cauchy, le terme de droite est arbitrairement petit si m est suffi-
samment grand, ce qui assure que :

W,
[hp(m) — -

On a donc trouvé une valeur d’adhérence & une suite de Cauchy, cette derniére converge
donc vers p en distance de Wasserstein W,.

- Donnons simplement 'idée de la preuve de la séparabilité. On considére une suite (2, ),
dense dans (X, d). Il suffit de montrer que ’ensemble

N
M:anémn,Nzla bn€Q+7 anzl

n=1 n>1

est dense dans (P, (X), W,).

2.4 Convexité de Wf,’

L’inégalité suivante, dite de convexité, s’avérera étre trés utile dans la suite pour obtenir
certaines majorations. Commencons par le cas le plus simple du cas d’une combinaison convexe
de deux mesures.

Théoréme 2.13. Soient pu,p2,vi,v2 € Pp(X) et o € [0,1]. Alors on a l'inégalité dite de
convexité sutvante :

Wh(apr + (1 — a)pz, avy + (1 — a)ra) < aWh(ur,v1) + (1 — )Wl (p2,v2)

Démonstration. On prend un plan de transport optimal m; envoyant pq sur v; et un plan
optimal 7o envoyant uo sur .. On considére la probabilité :

m=am + (1 —a)m € P(X x X).
On remarque que les marges de 7 sont auy + (1 — a)pe et avy + (1 — a)ve. Ainsi on a :

Wh(apr + (1 — a)pg, avy + (1 — a)vz) < / d(z,y)" dr(z,y)
XxX

—a / d(z,y)P dmi(z,y) + (1 - ) / d(z, )P dms(z, )
XxX XxX
= aW(p, 1) + (1 — )W (p2, v2).

O
Remarque 2.14. Si 7 := am; + (1 —a)my est un plan de transport optimal, alors il y a égalité.

Nous allons maintenant généraliser I'inégalité de convexité au cas ot les probabilités ne sont
plus combinaisons convexes de deux probabilités, mais définies par intégration d’une famille
mesurable de probabilités (cf la définition 4.2 en annexe).

Avant cela, énoncons un théoréme dont nous aurons besoin.
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Théoréme 2.15 ( Sélection mesurable de plans de transports optimaux).
Soient X et'Y deux espaces polonais et ¢ : X XY — R une application continue positive.
Soient également T un espace mesurable et une application mesurable :

{T — P(X)xP(Y)
to= (), v(t))

Alors il existe une application mesurable :

{T — PX xY)

t — 7(t)
telle que pour tout t, w(t) est un plan de transport optimal envoyant p(t) sur v(t).
La preuve de ce théoréme se trouve dans [2] a la page 91.

Théoréme 2.16. On suppose ici (X, d) localement compact. Soient (T, \) un espace probabilisé
et une application mesurable :

{T —  Pp(X) x Pp(X)
t —

Alors on a l'inégalité de convexité :

wy ([ oo, [ vioaxn) < [ won.vm) o

Démonstration. Pour tout ¢t € T', on dispose d'un plan de transport optimal 7(¢) entre pu(t) et
v(t). D’aprés le théoréme 2.15, on peut choisir 7(t) de telle sorte que t — 7 (t) soit mesurable.

On pose :
= / m(t) dA(t),
T

qui est bien défini d’aprés le théoréme 4.2 en annexe. On remarque que 7 a pour marges :

/T u(t) dA(t) et L V() dA(t).

On a donc :

wg ([aoaxe, [vonw) < [ ey s

XxX

/(X/ d(, y)P dr(t)(@,y) | dA()
/Wp dA(t).
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3 Application a I’étude de ’équation de Boltzmann homogéne
en espace

3.1 L’équation de Boltzmann

On considére un gaz qu’on décrit par une densité de présence des particules de gaz f(¢, x,v)
ol t est le temps, € R? la position d’une particule dans le gaz et v € R? la vitesse de la
particule. On se restreint au cas ou le gaz est homogéne en espace, c’est-a-dire que la densité
ne dépend pas de la position . On considére qu’il n’y a pas de forces extérieures. Ainsi en
I’absence de chocs, les particules évoluent en lignes droites. Seules les collisions modifient les
trajectoires des particules : on parle d’équation cinétique.

On considére, dans le modéle de Boltzmann, des chocs élastiques (c¢’est-a-dire qui préservent
la quantité de mouvement et I’énergie cinétique) impliquant uniquement deux particules (sup-
posées de méme masse). Notons v’ et w’ les vitesses des deux particules qui entrent en collision
et v et w les vitesses aprés la collision. On suppose donc que :

vV +w =v4w
o[ + |w'[ = [0]? + Jw]*.
En posant v/ = HT“’ +kyetw = ”"'T“’ — ko, les deux équations dont on dispose donnent :
k1 = ko

v —w?

k1 |* = 1

Ainsi il existe o € S?, un paramétre de liberté, tel que :

;o vtw v —wl

2 2
;o vtw v —wl
2 2

En supposant 'indépendance des vitesses des deux particules qui entrent en collision (hy-
pothése dite de chaos moléculaire) et en faisant une hypothése de type réversibilité au niveau
microscopique, Boltzmann a montré que I’évolution de la quantité f(¢,v) est régie par 1'équa-
tion :

oty = [ [ A 0) = 606 0)] Bo.w,0) dodu = QU (E.0)

ot v/ et w’ sont les vitesses des particules juste avant une collision donnant des particules de
vitesse v et w et ou la fonction B est appelée noyau de collision et quantifie la probabilité
d’obtenir un paramétre o € S? dans la collision impliquant deux particules de vitesse v et w. Il
s’agit d’une fonction positive.

Nous allons faire des hypothéses simplificatrices sur le noyau de collision B. Par des argu-
ments physiques de symétrie, le noyau de collision B ne doit dépendre que de la vitesse relative
|v — w| et du cosinus de l'angle de déviation :

cos(0) = (k,o)
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v—w
[v—w]
collision dépend en fait seulement du cosinus de 'angle de déviation. Un tel noyau B(cos(0))
sera appelé noyau maxwellien.

On supposera enfin le noyau B intégrable dans le sens o :

ol k := et (,) est le produit scalaire usuel sur R?. Nous supposons que le noyau de

vk € 52, B ((k,0)) do = 2w /WB(COS(G))sin(H) df < +oo.
52 0

Cette hypothése est appelée condition de cut-off. Pour simplifier, on supposera que cette
quantité est égale a 4m, quitte & renormaliser B.

Enfin, on obtient une formulation faible de ’équation de Boltzmann en intégrant f contre
¢ € CR?), et en utilisant le changement de variable dit pré-postcollisionnel, qui est involutif
et de jacobien 1, comme on peut le voir dans [6] : (v,w, o) — (v, w', k) :

b(0) f(t,v) dv = / 6(0) £(0,v) do
R3 R3

dvdwdo ds

+/0 /ﬂ£3xR3x52<¢(U/) — ¢(v))f(s,v)f(s,w)B(v,w,0) A7

Cette formulation conduit naturellement & la définition suivante.

Définition 3.1.
On se donne f € P(R®) et on définit les deur mesures suivantes par dualité grace au théoréme
4.1 de dualité de Riesz (voir Uanneze a la fin).

d
VO CUR), QUL = [ [8() ~ o(0)] Bleos(6) () df(w) {7
R3xR3x.52
3 / do
VO CUR), Qi = [ o) Bleos(®) df(w) df(w)
R3 xR3x .52

ot on note toujours v’ = ”‘"T“’ + |v;w|a.
Remarque 3.2. - Q4 est une probabilité. En effet, d’aprés la fin du théoréeme 4.1 de

dualité de Riesz, en appliquant la formule & une fonction continue a support compact, a
valeurs dans [0, 1] et valant 1 sur la boule B(0, R), on a :

0, [ ) Bleos®) ) i) < 0y @) <1,
R3xR3x 52

la derniére inégalité étant obtenue car :

d
/ BY 1.
S2 47T

En laissant tendre R vers +00, on obtient le résultat voulu par convergence monotone
(puisque B est positive).
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-Ona:Q(f)=Q.(f)— f. En effet, si ¢ € Co(R?), on a :

Qn-1.0)= [ o) BleosO) dro) drtw) - [ o) a0

R3xR3x 52
d
= [ 100~ 6] Bleos(6) ) df(w) §.
R3xR3x 52
=(Q(f), ¢)-
Ainsi l’équation de Boltzmann (dans sa formulation faible) s’écrit :
of

S =Qn=QinH-f ®)
au sens faible des probabilités.

Démontrons un lemme clé qui sera utile dans la suite :

Lemme 3.3. Soient f,g € P2(R?), alors on a :

Wa(Q+(f), Q+(9)) < Wal(f,9).

Démonstration. Pour simplifier la preuve, on se place uniquement dans le cas ot B est constant
égal & 1. Soit ¢ € C.(R?), par définition on a :

do
@)= [ ew)drw ).
R3 xR3x .52
Ainsi lorsqu’on fixe v et w, et que o parcourt uniformément S? | v parcourt uniformément
la sphére S(v,w) de centre ”ng et de rayon |”5w‘. On a alors, en notant U (v, w) la probabilité
uniforme sur S(v, w) :

Q)= [ Utw)dr) )
R3xR3
Vo€ CuRY), (Qi(f)d) = /ame@#w#w>
R3 xR3

comme défini en annexe.
D’aprés le théoréme 1.13, il existe un plan de transport optimal = € P(R®) transportant g
sur f. On peut alors réécrire :

Q) = [ Utw)dra,o) ey w)
(%)

Q+(9) = RIQU(x,y) dr(z,v) dr(y, w).
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Ainsi, par le théoréme 2.16 de convexité de W2, on a :

WQu(1) @ute) = W2 ([ tto.w)dntoso) dn(yw), [ ute ) dntov) dn(yw))

< - WEU v, w),U(z,y)) dr(z,v) dr(y, w).

Il nous reste & majorer la quantité W2 (U (v, w),U(x,y)) pour chaque v, w,z,y. Pour simplifier
les notations, on va majorer le cotit de transport de la probabilité uniforme Ug sur la sphére .S de
centre O et de rayon r sur la probabilité uniforme Us: sur la sphére S’ de centre O’ et de rayon 7.

On vérifie que 'homothétie T' de centre Q2 = O + —-*— (0" — O) et de rapport ”7/ définie par :

r’—r

/

Yo, T()="—(v—0)+Q
r
envoie S sur S’. De plus, on a : Ug = T * Usg. Alors :

W2(Us,Us) < /S T (v) — v|? dUs(v)

:/s (i—l) (v—9Q)
:<i_1YiAW—QFﬂk@)
() L

= —r>+10" - O

2
dUs(v)

2
C“/{SQ (I‘)

r

(0'-0)

rer —

r—r

La derniére égalité est obtenue en développant la norme au carré et en remarquant que la loi
uniforme sur la sphére unité S? est d’espérance nulle. En appliquant cette majoration & notre
probléme de transport, on déduit :

W2 w). Uy < |2F0 2ty |l eyl
2 9y Y Y = 2 2 2 2
< % (v =2+ (w- NP+ v—w— (v - y)]Q) (Cauchy-Schwarz)
1
=1 (lv=z+ W=y +v—2—(w-y)?)
1
= Lo—af + -y,

Cette inégalité montre la continuité des applications (v, w, z,y) — U (v, w) € Po(R3) et (v, w, z,y) —
U(z,y) € Po(R3), donc leur mesurabilité. Ceci justifie que les écritures au sens faible () ont
bien un sens.
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Ainsi en reprenant 'inégalité de convexité du théoréme 2.16, on a :

WHQ(N. Q@) < 5 [ (o= s+ o = of?) dno,v) dn(y.w)
R12

:/ v — z|* dr(z,v)
RS
=W3(f.9).

3.2 Théoréme d’existence et d’unicité

Dans un premier temps, on se donne T" > 0 et on montre I'existence et I'unicité des solutions
a I’équation de Boltzmann sur [0,7]. A la fin, on aura Pexistence et 'unicité sur RT grace a
I'unicité des solutions sur un intervalle de temps borné démontrée précédemment.

Définition 3.4. Posons d’abord :
Cr = C([0,T], Po(R?)).

On se donne fo € P2(R3). On dit que f € Cr est solution de (B) sur [0,T], de donnée initiale
fo, St :
t
el Tl f0=het+ [ Q) 1)
au sens faible des probabilités, c’est-a-dire qu’on a :

Ve G, Ve 0T) (0.6 = o)+ Q4 ((5)), 6) d.

Ou de maniére équivalente (on ne le montrera pas) si :

Ve 0,T), f(t)=fo+ / QU(s)ds ().

Cette formulation correspond a la formulation faible de I’équation de Boltzmann formulée au
début de cette partie.

L’espace Cr est muni de la distance :

Vf,g€Cr, d(f,g)= sup Wa(f(t),g(t)).
0<t<T

Puisque (Pa(R3), W3) est complet, (Cr, d) est également complet.
Montrons tout d’abord que la définition des solutions a bien un sens.

Lemme 3.5. Soit f € Cr, alors application

{[O,T] - Pa(R3)
t = Qu(f(1)

appartient a Cp. De plus on a :
[P Qi) = [ 1o du(w).
R3 R3
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Démonstration. Démontrons tout d’abord que :

B ({2 o) ) o= wlto + wohaf ) di(w) 57 =,
R3 xR3x .52

ce qui sera utile dans le calcul qui suit. En utilisant le théoréme de Fubini, on réécrit cette

(o fon (25.) &) v

On se place en coordonnées sphériques d’axe €, := ‘Zf On obtient :

ferr (=) &

_ /O i /0 2”Jze(cos(a))sm(e)e; d df

quantité :

s 21
— /O /0 B(cos(8))sin(8)(cos(0)ez + sin(0)cos(p)ez + sin(f)sin(¢)ey,) do do

= /7r B(cos(0))sin(0)cos(0) %9 €
0

= Cb 62«.

(o on (550) £ et

e /R (o w0 — w) df(0) df ()

Ainsi :

=y [ (0P = o) a5 (o) ()
=0.

D’ou le résultat.
1. Soit u € P2(R3). Montrons que Q. (1) € P2(R3). On a déja vu a la remarque 3.2 que
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Q@+ (u) est une probabilité. De plus, on a :
d
[ pRaae = [ 1P Bleos(o) o) drw) i

R3 xR3x 52

B v+w v —w
= / ‘ 5 + 5 C

R3 xR3x 52

—1 ] el -y i) drw) 2

2 do
B(cos(0)) df (v) df (w)

4
R3 xR3x 52

5 L (=i ([ opeoso L)) ae aw

R3 xR3x 52

= [ o duo).

Ainsi Q4 (p) € Pa(R3).

2. Il reste & montrer la continuité. Soit ¢y € [0,7] et ¢, — to une suite de [0,7]. D’apreés le
lemme 3.3, on a :

Vn €N, Wa(Q4(f(tn)), Q+(f(t0))) < Walf(tn), f(to)) = O,

n—-+00

par continuité de f.
O

Définissons 'opérateur qui va permettre de montrer I'existence de solutions a 1’équation de
Boltzmann. Les solutions seront obtenues comme points fixes de I’application suivante.

Définition 3.6. On définit 'opérateur T par :
CT — CT

T f o 1)t et f0) + /0 et Qo (f(s)) ds.

Montrons que 1" est bien a valeurs dans Cr.

Démonstration.

- Soient f € Crett € [0,T]. Comme fy € P2(R3) et que d’aprés le lemme 3.5, Q1 (f(s)) €
P2(R3), on en déduit que T'(f)(t) € P2(R?) comme combinaison convexe d’éléments de
Pa(R3).

- Il reste & montrer la continuité de T'(f). Pour cela, on fixe ty € [0,T] et on considére une
suite de [0, T telle que ¢, — to. Il suffit de montrer, d’aprés le théoréme 2.10 :

@) [ o) dTAE0) 2 | s@dT(t0w) Vo e C®)

n—-+oo
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(b) Rs\vlsz(f)(tn)(v) o RSIUIQdT(f)(to)(v)‘

n—-+00

Pour (a), on prend ¢ € C.(R?) et on écrit pour tout n € N :

¢dT(f)(tn) = [ ¢dT(f)(to)
R3 R3

/Rssbdfo

(] ¢dQ+<f<>) a1 ¢dQ+(f(8))> erto ds

to to
([omin) e ([ i)
0

< —to|

\e_t" —e

+

Ssup< ¢ dfo|, sup ¢dQ+( 8)))
R3 0<s<tp,
X (|e_t" — e_t‘)] +1]1— et~ t"\ + (e — 1)\6_t" — e_t°|)
<@l (le™ — e + |1 — o7 4 (0 = 1)]e™ — e 7)) - 0.

n—-+o0o

Pour (b), on fait le méme raisonnement et on utilise cette fois la majoration suivante,
obtenue grace au lemme 3.5 et valable pour tout n € N :

sp ([ 1P o), sw [ o aQuso)@) =suw ([ 1P, s [ eParsw)

0<s<ty JR3 0<s<tn

< sup [v|? df (s)(v) < +oo.
0<s<T JR3

En effet, application ¢ +— / |v|2df (t)(v) est continue puisque f € Cr et en utilisant
3

le théoréme 2.10 de convergence en distance de Wasserstein.

D’ou T(f) e Cr.
O

A ce stade on a montré que la définition des solutions a I’équation de Boltzmann a bien un
sens. On peut enfin démonter I'existence et 'unicité des solutions. En effet il y a équivalence
entre étre solution de (B) et étre un point fixe de 7.

Théoréme 3.7 (Existence et unicité des solutions).
Soit fo € P2(R3), alors il existe une unique solution & (B) sur [0,T] (au sens donné par la
définition 3.4) de donnée initiale fo.

De plus, les solutions conservent la quantité de mouvement et I’énergie cinétique :
[, varoe >:/, vdfo(v). Ve [0.7],
/ lv|2df (t) / lv|?dfo(v), Wt e [0,T).
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Les conservations sont assez naturelles puisqu’elles sont vérifiées pour chaque particule du
gaz (chocs élastiques).

Démonstration.
On démontre seulement 'existence et 'unicité.
Etape 1 : Complétude

On considére I’espace C’%O :={f € Cp, f(0) = fo}. Cet espace est fermé dans Cp. En effet,

soit (fn)n une suite de C’{P qui converge vers f € Cp. Par définition de la distance sur Cr, on
a:

fn(o) = fO — f(O)
Wa
Comme la convergence en distance Wy implique la convergence étroite (cf théoréme 2.10), on
en déduit que f(0) = fo. D’ou le caractére fermé de 1'espace. Ainsi, puisque Cp est complet, on
en déduit que C:];O est également complet.
Etape 2 : T est une application contractante

Soient f,g € C{P. On a déjaT(f),T(g) € C{P puisque :
T(f)(0) = F(0) = fo = go-
Par convexité de W2, on a pour tout ¢ € [0,7] :
WZ(T(f)(t), T(9)(1)) < e WE(T(f)(0),T(9)(0)) +/0 T WE(Q+(£(5)), Q4 (g(s))) ds

t
< /0 STEWE(f(s),9(s))ds  car T(f)(0) = T(g)(0) et d’aprés le lemme 3.3

En passant au sup, on obtient la propriété de contraction :

d(T(f), T(9)) <V1—eTd(f,g).

Etape 3 : Conclusion

On applique le théoréme du point fixe de Banach : I'application T' admet un unique point
fixe qui est donc, par définition, I'unique solution de (B) de donnée initiale fj.

O]

Remarque 3.8. Soit n € N*. Nous avons montré [’existence et l'unicité de la solution f™ de
(B) de donnée initiale fo € P2(R3) sur [0,n]. L’unicité assure alors que :

vn Z m, fﬁb,m] = fm

Cela assure existence et l'unicité de la solution de donnée initiale fy sur [0, 400).
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3.3 Convergence vers I’équilibre et stabilité

Dans la partie précédente, on a montré I'unicité de la solution de donnée initiale fy a
I’équation de Boltzmann. Le théoréme suivant précise cette unicité en donnant un contrdle
entre deux solutions.

Théoréme 3.9. Soient fo, go € Po(R3), alors les solutions correspondantes de (B), qu’on note
f(t) et g(t), vérifient :
vt,  Wa(f(t),9(t)) < Wa(fo.90)

ce qui est équivalent a la décroissance de t — Wa(f(t),g(t)).

Démonstration. On connait l'expression des solutions de (B) :

v, f(8) = T()(E) =t fo+ /0 1 Q (f(s)) ds.

Ainsi par convexité de W3 :

W3 (f(1),9(8)) < ™" W3 (fo, 90) +/O W3 (Q+(f(s)), Q+(g(s))) e " ds
< e 'Wi(fo, 90) +/0 W2(f(s),g(s)) e’ tds d’aprés le lemme 3.3.

L’application t — y(t) := W2(f(t),g(t))e’ est continue (car f est continue). De plus, on
vient de montrer que y vérifie :

¢
vt y(t) < y(0) +/ y(s) ds.
0
Le lemme de Gronwall assure alors que :

Vt >0, Wa(f(t),g(t)) < Walfo,g0)-
O

Nous avons donc montré la décroissance de la distance de Wasserstein entre deux solutions
quelconques. Nous allons nous intéresser au cas d’égalité dans le lemme 3.3, ce qui sera utile
dans le théoréme de convergence vers ’équilibre qui suit pour identifier la loi des vitesses a
I’équilibre.

Lemme 3.10. Soient f,g € P2(R3) vérifiant :

[ varw = [ vdso)

L pkar@ = [ P dgo)

On suppose de plus que g est absolument continue par rapport ¢ la mesure de Lebesque sur R3
notée A et que d—/g\ >0 A-pp. Alors :

WQ(Q+(f)7Q+<g)) - WZ(fa g) g f =g
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Démonstration. (<) Immédiat.

(=) On note m € P(R3 x R3) un plan de transport optimal envoyant g sur f. On reprend la
preuve du lemme 3.3 : on doit avoir des égalités au lieu des inégalités, en particulier lorsqu’on
utilise Cauchy-Schwarz :

v—w x—y

= m(xr,v) ® m(y, w)-pp.
] oy OO

Comme g est absolument continue par rapport a A, le théoréme 1.18 de Brenier assure que le
plan de transport optimal 7 est unique et induit par une application de transport u : R3 — R3.
En particulier, f = u * g et dm(z,v) = 0y(y)(v) ® dg(7). Ainsi :

(y)

x—y U(m):Z(y)\ 9(z) ® g(y)-pp (%)

lw =yl Ju(z)

Cette égalité est également vraie A ® A-pp puisque g << X et 3—/9\ >0 A-pp. On considére alors
un zo € R3 tel que :

|u(z) — u(zo)| (

uw(z) = u(zo) + —
|z — 0|

z—x0) Ax)pp (**).

Alors, pour A presque tous z1, 22 € R3, on a :

|u(z1) — ufzo)| (

|1 — 20

- |u(zg) — ufzo)| (

o1 |zo — o]

x9 — x0) = u(x1) — u(xs)

_ )~ )]

xr1 —xo) d’aprées (x).
Pe——" ) (*)

Puisque (z9, 1, 22) est libre dans R? pour A-presque-tous 1 et 2, le coefficient devant zq doit
étre nul, c’est-a-dire :

u(z1) —u(zo)| _ |u(zz) — uzo)|
|21 — ol |22 — @0

A(71) ® A(22)-pp-

La quantité % est donc constante \(x)-pp. En reprenant (#x), il existe « € R3 et f € R

tels que :
uw(xz) =a+ pr A x)-pp.
Par un calcul, les hypothéses sur les deux premiers moments de f et g assurent alors que
a =0 et 82 = 1. En reprenant la condition (*), on trouve 3 = 1. Ainsi u = Idgs A-pp et donc
g-pp. Finalement, on trouve f = g puisque f = u * g.
O

Nous allons maintenant nous intéresser & la convergence en temps grand des solutions de
I’équation de Boltzmann vers un état d’équilibre.

Définition 3.11. Un équilibre de ’équation de Boltzmann est une probabilité 1 € Po(R?) telle
que, si fo = u, alors pour tout t >0, f(t) = u.

Donnons un exemple d’équilibres de 1’équation de Boltzmann, ce qu’on peut montrer par
un calcul explicite.
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Proposition 3.12. Soit G une gaussienne de moyenne m € R3 et de covariance 0®Idgs, avec
o >0 (G est appelée mazwellienne). Alors G est un équilibre de (B).

Dans la suite, on se restreint au cas ol le noyau de collision est constant, ¢’est-a-dire B = 1.
Démontrons, avant de traiter le théoréme de convergence vers I’équilibre, que si la donnée initiale
a un moment d’ordre 4 fini, alors les moments d’ordre 4 de la solution de (B) sont uniformément
bornés en temps.

Lemme 3.13. On se place dans le cas ou B = 1. Soit fo € P4(R3), alors :
sup [ |o[tdf(t)(v) < +oc.
t>0 JR3

Etape 1 : On montre que :

Vf € P(R3), /]v\4dQ+ /yv|4df +3</ v)2 df (v) >

Par définition, on a :

[ ta@snw = [

Or en développant d’abord un carré avec la formule usuelle et en élevant le résultat au carré,
on a :

v+w v —w|
2 2

4
& (0) df ()

v+w v —w| v+wlt  Jo—wl|! (1)
2 2 2 2
v—w|?
#2200 )
2
U+ w VvV — W
2 3
e 3)
U+w2
5 lv —w|(v+ w, o) (4)
v—wl?
+ 5 lv —w|(v+ w, o) (5)

Etudions chacun des cing termes successivement.
1.

J =15 [l +lo—ul g dw
= 5 L ol 200, ) o (of? + = 20, w)? o) dF )

16
1
=16 [ 2l 2wl + 8, w)* + 4fof*|w]? df (v) df (w)
R6
1
< 16 /o 2]v|4 + 2|w|t + 12[v*|w|? df (v) df (w) (Cauchy-Schwarz)
<~

L Loptaos ([ pae) )
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2. Pour ce terme, on sépare l'intégrale sur la sphére griace a Fubini et on se place en
vt+w
[v+wl”

Jo= [ 555 ([+w0rD) awaw
:/RG “;w 2\U+w12 (/0%/0 (cos(8))?sin(0) db Z:f) df (v) df (w)

v —w [ 'lU2
= L[5 )
1

/Rﬁ(lvl2 +wl? = 2(v, w)) ([ + [w]® + 2(v, w)) df (v) df (w)

coordonnées sphériques d’axe vertical

12
- / of* 4wl + 202 wf? — 4, w)? df (v) df (w)

<5 [ ll'ar) (/ o df (v) )
3. On a:

[ @ =5 [ 1o+ wblo— b ) dre)

1
= 8/ lw|* + |w|* 4 2[v2|w|? — 4(v, w)? df (v) df (w) comme dans le calcul de 2.
R6

| A

1 / lo|* + |w|* + 6|v|*|w|? df (v) df (w) (Cauchy-Schwarz)

3 Lettare)+ ([ par) )

4. Pour ce terme, on sépare l'intégrale sur la sphére grice & Fubini et on se place en
coordonnées sphériques d’axe vertical 2%

ol
Ja=

| /\

5. Le méme raisonnement que dans le point précédent montre que :

/(5):0.

En rassemblant les cing termes, on trouve finalement que :

[t <3 [ oftdr +3</ (o] df (v) )
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Etape 2 : On note fo I'application constante égale a fo € Py4(R3). Le théoréme du point
fixe de Banach assure que :

V>0, T"(fo)(t) — f(1),

ot f(t) est la solution de (B) a l'instant ¢. Le lemme 1.15 assure alors :

vt >0, /R leftr()(v) < tim /R el ar (o) (o) (w).

Pour montrer le résultat il suffit de majorer le terme de droite uniformément en temps. Pour
ce faire on a besoin du lemme démontré dans I’étape suivante.

Etape 3 : On montre que pour tout entier n :
w20, [ WP Goe = [ b a)
R3 R3

On raisonne par récurrence, l'initialisation étant immédiate. On suppose le résultat vrai au rang
n. Alors pour t > 0 :

[P (o)
=t [ k(o / =t / [02dQ (T (fo)(s)) (v) ds

_t/ [v|2dT™ (fo)(0 / st » [v|2dT™(fo)(s)(v)ds d’aprés le lemme 3.5

- / (0[2 dfo(v)
R3

La derniére égalité est obtenue car on montre par une récurrence immédiate que pour tout n,
T™(f0)(0) = fo, et en utilisant I'hypothése de récurrence.

2
Etape 4 : Notons mq := / |2 dfo(v) < 400 et K :=3 (/ ]v|2df0(v)> < +400. On
R3 R3

montre par récurrence que pour tout entier n > 1, on a :

vt >0, /|v\4dT”f0 <Z<> - ce” m0+z<> (mo + K).

35



- Pour n =1, on a pour tout ¢t > 0 :

~ t ~
AT (Fy) () (v) = ety + / et / w*dQ. (Fo(s))(v) ds par définition de T
R3 0 R3
t
= tmo+ [ et [ ol (o)) ds
0 R3
t 2
< e 'my —I—/ est <3m0 + K) ds d’aprés l'étape 1
0

2
—e'mp+ (1 —e7") <3mg + K>

2 moe
< = K
< 3m0 + K+ 3
< 2moe_t

2
< 3 —}—(mo-i—K)-i-g(mo—l-K).
Ceci achéve l'initialisation.
- On suppose le résultat vrai au rang n (HR). Alors on a pour tout ¢t > 0 :

[o*dT™ (fo) () (v)
R3

=t [t ar o) + [ et [l aQum ) e ds
—t t s—t 2 4 n( r a3 2 ,
<etmot [t (2] ttar <fo<s>><v>+3( [ 1w ar (fo)(S)(v)> ) ds (etape 1)

Al
R
(

n o\ kL 4k n_ o ket
=e'mo+elmg <3> ot > <3> (mo+ K)+ K(1—e)

n 9 k+1 tk L 2)
<mg+ K + e tmg < > +Z<
k=1 =0

k+1
: : K
3 3) (mo + K)

. n+1 9 k tkil n+1 9 k
=e - K - K
e 'mg a <3> (/{7—1)!+(m0+ )+;<3> (mo + K)

t ntl o\ k k-l ntl ok
<e - z K
<e moz<3> (k_l)!+kzo<3> (mop + K)

k=1

D’ou I’hérédité.

Etape 5 : Conclusion
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On a pour tout t > 0 :

/mwww
R3

gmémwﬂ%ww<me

< lim (i (;)k (ktk__ll)! e 'mo + kzn% <§>k (mo + K)) (Etape 4)

k=1

2
= geft/gmo -+ 3(m0 + K)

Cela achéve la preuve.

On peut maintenant passer au théoréme.

Théoréme 3.14. Soient fo, go € P2(R3) avec

m—/wm>/vmm
/\v[Qdfo /deo o).

Wa(f(t),9(t)) — 0.

t——+o0

Alors :

En particulier, si G est la mazwellienne de moyenne m et de covariance o2 Idgs, ot 0? =
r?2 —|m|?, on a :

Wa(f(t),G) — 0.

t——+o0

Démonstration. On va seulement démontrer ce théoréme dans le cas B = 1. Par inégalité
triangulaire, il suffit de montrer la convergence en distance W5 des solutions de (B) vers la
maxwellienne adaptée.

Etape 1 : On suppose d’abord que fy € P4(R3).
D’aprés le lemme 3.13 :

M :=sup [ |v|*df(t)(v) < +oo.
>0 Jrs

Cette condition implique en fait que la famille de probabilités (f(t));cr+ est tendue. En effet,
sit>0etsi R>0:

mwmww/ df(t)

[v[>R

Jo*
</ daf () (v)

4
v|>R R

[ e
>R

IA

IN
3= 7



D’ou la tension de (f(t))scr+. L'inégalité de Cauchy-Schwarz implique que :

su 7}2 v .
b /M' 2dft)(w) — 0

t>0 R—+o00

Le théoréme 1.8 de Prokhorov et le théoréme 2.10 sur la convergence W assure qu’il existe une
suite (¢, ), strictement croissante et une loi g € P(R3) telles que :

Wa(f(tn), o) — 0.

On remarque que jg a les mémes deux premiers moments que fo et donc que G. Montrons que
o = G. Puisque G est un équilibre de (B), le théoréme 3.9 permet d’affirmer que :

Wa(f(tnt1), G) < Wa(f(tn +1),G) S Wa(f(tn),G) ().

Par encadrement, on déduit que Wa(f(t, +1),G) 2 Wa(po, G). On note p(t) la solution
n—-—+0o0o
de (B) de donnée initiale pg. Alors :

Wa(f(tn +1), u(1)) < Walf(tn), o) — 0.

n——+o0o

Par inégalité triangulaire, on conclut que :

W2(f(tn + 1)’ G) — W2(N(1)’ G)

n—+00
Passant a la limite dans (*), on a :
Wa(u(1), G) = Wa(po, G)
puis
vt € (0,1, Wa(u(t), G) = Wa(po, G)

d’aprés le théoréme 3.9. La distance entre les deux solutions p(t) et G est donc constante sur
[0,1]. En étudiant le cas d’égalité dans la preuve du théoréme 3.9, on doit avoir :

vt € [0,1], Wa(Qu(u(t), Q+(G)) = Wa(u(t), G).

Or wu(t) et G ont les mémes deux premiers moments d’aprés la deuxiéme partie du théo-

réme 3.7, on peut appliquer le lemme 3.10. On a donc pg = G. Finalement on a montré :

Wa(f(tn),G) — 0 et donc Wa(f(t),G) — 0 car il s’agit d’une fonction décroissante
n—-+00 t——400

d’aprés le théoréme 3.9.
Etape 2 : On se raméne au cas précédent par troncature.

Soit fo € Pa(R?), on considére une suite (f), de P4(R3) ayant les mémes deux premiers
moments que fy et qui converge étroitement vers fp. On peut construire une telle suite par
troncature pour que le moment d’ordre 4 soit fini, puis par translation et dilatation pour pré-
server les deux premiers moments. Le théoréme 2.10 qui caractérise la convergence en distance
de Wasserstein assure que :

WZ(f(ngfO) — 0
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De plus, on a pour tout t € RT et pour tout n € N :
Wa(f(t),G) < Walf(t), f*(t)) + Walf™(t),G) (par inégalité triangulaire)
< Walfo, f&1) + Wa(f™(t),G) (d’aprés le théoréme 3.9) .

On fixe € > 0, il existe N € N tel que Wa(fo, V) < e. Comme f¥ € P4(R?), il existe T > 0
tel que :

vt >T, Wa(fN(t),G) <e,
d’aprés 'Etape 1. Ainsi, on a :

VE>T, Wa(f(t),G) < 2e.

O]

Remarque 3.15. Ce théoréme montre également que les seuls équilibres de ’équation de Boltz-
mann sont les maxweliennes. De plus, comme les mazwelliennes ont une matrice de covariance

diagonale, on déduit qu’asymptotiquement, les vitesses selon les trois directions sont indépen-
dantes.
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4 Annexe : définition d’une probabilité par dualité

Le théoréme fondamental qui permet de définir une probabilité, ou plus généralement une
mesure de Borel & partir d’'une forme linéaire est le théoréme de Riesz.

Théoréme 4.1 (Théoréme de Riesz pour les mesures).
Soit (X,d) un espace métrique localement compact et séparable et soit ¢ une forme linéaire
positive sur C.(X,R). C’est-a-dire que :

Vf e Cu(X, R+)7 o(f) == (¢, f) = 0.

Alors il existe une unique mesure sur la tribu borélienne B(X) telle que :

Vf € Cu(X,R), <gz5,f>:/deu.

De plus p est une mesure de Borel, i.e. une mesure positive sur B(X), et finie sur les compacts.
On a également :

Ve O(X), u()=sup{(o,f), f € Ce(X,[0,1]), f < Ia}.

Ce théoréme permet notamment de définir une probabilité par dualité en définissant une
forme linéaire positive sur C.(X,R).

Définition 4.2.
Soient (X,d) un espace polonais localement compact et (T, \) un espace de probabilité. On
se donne également une application mesurable :

T — PX)
{t = u(t)

On définit par dualité la probabilité M par :

vrecxm, 0nf) = [ ([ r@dnw) oo,

on note alors :

M::/T,u(t) d\(t).

Le fait qu’on définit bien une mesure positive est assuré par le théoréme 4.1 de Riesz.
Pour voir qu'il s’agit bien d’une probabilité, il suffit de prendre une suite croissante (f), de
C.(X,]0,1]) qui converge simplement vers la fonction constante égale a 1. Alors :

VeT, /and,u(t) Pt

n—-+00
Le théoréme de convergence monotone assure que :
(M, fn) = 1,
ce qui montre que :

M(X) = sup {(M, f), f € Co(X,[0,1])} = 1.
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