Solution de ’exercice 1

Al. Le polynome caractéristique de A est x4(X) = (X +1)2+1= (X +1—14)(X +1+1).
Ainsi, 0(A) = {—1 £ i}. On cherche les vecteurs propes associés :

Forpi(A) = ker(A — (=1 4 i)T5) = ker (:i 1.) _ ( il) R.

—1

?

Ainsi, en conjuguant, on obtient : E_; ;(A) = (1

) R. Une base de solution réelle de I’équation

homogéne est donnée par :

s={rmme((5) ) tamm((§) )}
s={e= (i) oo (i)}

{:ii—z i 8<:>(x,y) =(0,0).

soit

A2. On remarque que :

Ainsi, (0,0) est 'unique point d’équilibre du systéme différentiel.

A3. Soit r > 0, soit Xy € B(0,7), alors, A étant a coefficients constants, pour tout ¢
réel positif, on a :
X(t, Xo) = e X.

Puisque A a son polyndéme caractéristique simplement scindé sur C, elle est diagonalisable sur
C et il existe P € GLy(C) tel que A = PDiag(—1+1i,—1 —14)P~!. Alors,

6(71+i)t 0
0 e(flfi)t

On a noté de la méme maniére la norme 2 de C? et la norme subordonnée a la norme 2 sur
M;(C). La matrice diagonale étant symétrique, sa norme 2 et son rayon spectral, i.e. e~*. Ceci
conclut, en posant C = ||P|| ||[P~Y] r.

1X(E Xo)l < 1P \

\ 1P %]

A4. Montrons que Og2 est asymptotiquement stable. Soit € > 0, on remarque que pour
tout Xy € B(0,6) avec § = HPHH571H’ on a : la solution du systéeme issue de X, est définie en

tout temps positif (car c’est un systéme linéaire a coefficients continus (car constants)), et
vérifiant pour tout t > 0,

IX (&, Xl < 1P| || P~H[e7"d < e.

De plus, X (t, Xg) — 0. Ceci conclut.

t——+o0

—t : —t
A5. On remarque que, pour Xy = (g) par la question 1 : X (t) = (Oécczz((?)ittﬂasslirrll((tt))it) .

Alors, pour tout t positif,
x1(t)? + 22(t)* = (o® + BHe .
On obtient donc une spirale rentrante. Afin de déterminer le sens de rotation de la spirale, on

0 ' ) _ (sin(t)e?
1) on obtient pour tout ¢ réel, X(t) = (COS(t)Gt

en temps court. La rotation se fait donc dans le sens anti-trigonométrique. Voici le tracé :

remarque que, pour Xy = ), qui est positif



E] Eigenvectois -2

B1l. On remarque que le systéme est équivalent & X’ = G(X), avec G : X € R? — AX +¢F(X).
De plus G est globalement lipschitzienne, en effet : pour tout X,Y € R?,

IG(X) = GO < [IIANTIX =Y + ek [[X = Y| = ([[[All + k) [ X =Y.

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz assure donc que le systéme admet une unique solution globale.
B2. Pour tout ¢ € R™, on a :

% ||X6(t7XO)||2 = Z(Xe(t7X0)7X€,(t7XO)) = Q(Xe(taXO)a AXg(tXO) + EF(XE(t7X0)))'

En notant X¢(¢, Xy) = (iig’i%)’ on a
2\t A0
Xi(t, Xo) + X5(t, Xo)

d 2 — X
Et :2XEtX !
g X Xo)lI” = 2(X°(z, 0)’(_Xf(t,Xo)—X§(t,Xo)

0+ 2601 Xo), FOXt X))
Ainsi, par calcul du produit scalaire usuel, et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :
d € € € €
o IX (£, Xo)|* < =2 | X(t, Xo) I + 2¢ | X“(t, Xo) || || F(X(t, Xo))|| -

Puisque F est globalement lipschitzienne sur R? et puisque F(0) = 0, on obtient pour tout
X € R, [[F(X)] < k|X]|. Alors,

d
3 X Xo)lI* < 2[|X(t, Xo)|I* (b — 1) <0,
sous la condition € < ¢y = % En effet, remarquons que si Xy = (0,0), I'unique solution est

la solution nulle. Ainsi, puisque les courbes intégrales ne se coupent pas (unicité de Cauchy-
Lipschitz), pour tout X, € R?\ {0}, pour tout t € R, X*(¢, X,) # 0.

B3. Puisque F'(0) = 0, 0 est un bien un point d’équilibre du systéme différentiel perturbé. En
notant pour ¢ positif, u(t) = || X(t, Xo)|?, la question précédente montre que

Vi >0, u'(t) < 2(ek — 1)u(t).

Ainsi,
d
E(u(t)e—Q(elc—l)t) < 0.

Ainsi, pour tout ¢ positif,
1 (2, Xo)[| < eV [ X0l -



Puisque € < €y, €k — 1 < 0, et on conclut comme a la question A4 que 0 est un point d’équilibre
asymptotiquement stable (on a le méme type d’inégalité).

B4. Comme rappelé a la question B2, pour tout X € R?, on a: ||[F(X)| < k| X]||. Ainsi, &
l'aide de I'inégalité précédente, on obtient pour tout Xy € R%, ¢t > 0, et € < ¢,

I (X(t Xo)) | < Kk IX(E Xo) || < ke (1 X0
Ainsi, k. = 1 — ke > 0 convient.

B5. On note §X¢(-, Xo) = X(+, Xo) — X°(+, Xo). Remarquons que : pour tout t > 0, € < €,
Xy € R2,

d d ,
37 10X Xo) [ = 2 [0X(t, Xo)| - (IX(t, Xo)) = 2(9X (2, Xo), 6X (1, Xo)).

dt
D’on,
d
JX4(1, Xo)| S (I8X(L X)) = (5X(1, Xo), ADX(1, Xo) — P (X*(1, Xo).
Comme remarqué précédemment, pour tout X € R?, (X, AX) = — || X ||2 < 0, ainsi I'inégalité

de Cauchy-Schwarz donne :
€ d € € €
10X (2, Xo)ll 7 (10Xt Xo)l) < elloX“(t, Xo) [l [|(X*(¢, Xo))Il.

Alors, pour tout t > 0, € < ¢, Xy € R,

4
dt

(I8X(t, X)) < €| FOX(t X)| < ehe™ [ X

Donc,

b ek 3 k
X6, Xa) | < e Xoll [ e7ods = & ol (1= ) < e Xl
0 € €

Solution de 'exercice 2

1. On vérifie immédiatement que yo : ¢ €]0, +00[— 1 est solution de 'équation différentielle
avec par condition initiale yo(1) = 1.

2. On reconnait une équation de Ricatti. On cherche alors y sous la forme yy + u. En
injectant dans I’équation, il vient :

u+ 1
w4y + u? + Y5 + 2you = Tyo—t—?
Puisque yq est solution, les simpliciations donnent :

u
'+t + 7= 0,

avec pour condition initiale u(1) = y(1) — yo(1) = 1.

1

3. On reconnait une équation de Bernoulli, on introduit alors v := —, en on remarque
u

que :



On résout alors I’équation homogeéne v' — v 0. On obtient alors v(t) = At, A € R. On cherche

une solution particuliére par méthode de variation de la constante. On a : A'(¢)t = 1, on obtient
alors v(t) = At + In(]¢])t. On identifie A grace a la condition initiale v(1) = u(1) = 1. Donc,
v(t) = t(1 4 In(J¢])).

1
Ainsi U(t) = m OIl obtient donc :

o 1
YO =g T e

1
Puisque f : (¢,y) €]04 co[XR y_ 2= y* est de classe C', le probléme de Cauchy admet une

unique solution maximale. La fonction définie est solution, par construction. Elle est définie
sur Je !, +00[. C’est bien 'unique solution maximale puisque 1im+|y(t)| = +00.
t—e 1L

Solution de 'exercice 3

1. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients constants. L’équation
caractéristique associée est 72 —2r +1 =0 < (r — 1)> = 0. Ainsi Pensemble S des solutions de

I’équation homogéne est :
S = {t»—)ozetJrﬂtet, a, e R}.

2. On effectue la méthode de variation de la constante en dimension 2. On cherche une
solution particuliere sous la forme y,(t) = a(t)e! + S(t)te!, on « et B sont deux fonctions
C'(]0, +oc]). On a alors :

ot (8)--0 ()2

Ainsi,

¢ Vi 2 0]Vt Vi 2
at) = —/ Vsefds = =2 u?e " du = [ue’“ } - / e du | = Vte™ — h(t).
0 PP 0

u=4/s 0 0

t _—s Vit
@(t):/o i/gds u:ﬁz/o e~ du = 2h(t).

Ainsi, on obtient

S = {t €10+ oof > aet + Bte! + /'t — h(t)e! + 2th(t)e!, o, B € R} :

3. On remarque que, pour tout o, 8 € R, Yo : t € |0+ 0o[ > ael + Bte! ++/t —h(t)et +2th(t)e!
vérifie lim+ Ya,5(t) = a et peut se prolonger par continuité en 0.
t—0

On a de plus, pour tout t > 0,

Yo g(t) = e’ + Bt +1)e + 2%/% — (h(t) + W' (t))e" + 2 (th(t)e' + h(t)e' + te'W (1)) .

e
Puisque pour tout t > 0, h'(t) = , 1l vient :

2/

Yo () = ae’ + Bt +1)e' — h(t)e' +2(t + 1)h(t)e’ + V.



Ainsi, lim+ Yo 5(t) = o+ B et peut se prolonger par continuité en 0. On a donc prolongé toute
t—0 ’

solution de maniére C* en 0. On remarque enfin que (ya,5(0), ¥, 5(0)) = (0,0) & a = 5 =0.
Alors,

S = {yw Lt € [0, oo > VE+ (2t — 1>h(t)et} .

Solution de 'exercice 4

1. On remarque que f : (¢, (z,y)) € R X R* = (—z — 2y?, 2y — y) € R? est de classe C' donc
continue et localement lipschitzienne par rapport a la seconde variable. Ainsi, le probléme de
Cauchy admet une unique solution maximale définie sur un intervalle ouvert I contenant 0.
Montrons que cette derniére est globale. On introduit :

H: (x,y) € R* > 2® +2y* € R.

Alors, pour tout ¢t € I, on a :

S H((0), y(1) = 20(0)2" (1) + Ay(0)y/ (1) = 20(0) (—(6) — 22(0)) + (8) (e (Dhy(e) — (1)
S H(r(1),4(1)) = ~2H (x(1),y(1)).
Alors, Vt € I,
H(x(t),y(t)) = e Hzo, o).
Donc,

viel, |l(z.y)(0)l, < V2 | (0.3l

Par le théoréme de sortie de tout compact, on en déduit que I'unique solution maximale est
globale.

2. Remarquons que pour tout (z,y) € R?,
—x—2y> = 0 22 = —x B
{:Uy—y = O<:>{y:O ou x:1<:>(:c,y)—(0,0).

Le systéme admet donc un unique point d’équilibre. Etudions sa nature. On a, :

(-1 4y B
Jac(£)(0,0) = < y o 1) |(@n=00) = 12

Ainsi, le point d’équilibre (0,0) est asymptotiquement stable pour le probléme linéarisé en
vertu du critére de Routh. Par le théoréme de linéarisation en premiére approche, le point (0,0)
est donc asymptotiquement stable pour le systéme non linéaire.

Solution de I’exercice 5
1. Puisque f : (t,2) — e € R est C!, le probleme de Cauchy z'(t) = f(t,z(t)), z(0) = 0
admet une unique solution maximale définie sur un intervalle ouvert I =|7~, 7" de R contenant

0. Montrons que I est un intervalle centré en 0. On suppose que ce n’est pas le cas. Alors,
T- # —T7, par exemple =T < T~. On définit alors :

| o 0 sitel0, T
zit€]-THT [H{_x(_t) site]—T%,0[0

On a bien 2(0) = 0. De plus, z est bien C' (calcul direct) et est solution sur [0, 7F[. Enfin,
pour tout ¢t €] — T, 0],

2 (t) = +a'(—t) = o (F0z(—t) _ —t(=a(=1) _ ~t=(t)



Cette fonction est solution du probléme de Cauchy, et prolonge la solution maximale. Impossible.
On en déduit que I est un intervalle centré en 0. Par le méme argument que précédemment (et
par 'unicité dans le théoréme de Cauchy-Lipschitz), on conclut a ’égalité sur 1.

2. Vt € I, 2'(t) = e ®™® > 0. Ainsi, v est strictement croissante sur I. De fait, pour
tout t € INRT, z(t) > x(0) = 0. Par suite,

Vte INRY, 2/(t) = e 0 < = 1.
En intégrant, il vient :
Vt e INRT, |z(t)| = z(t) < z(0) +t =t

Ainsi, par le théoréme de sortie de tout compact, on en déduit que RT™ C I. Par la remarque de
la question 1, on a I = R.

3. Puisque z est strictement croissante sur R, elle admet nécessairement une limite dans
R quand ¢ tend vers +o0o. Supposons cette limite infinie. On sait donc qu’il existe ¢y € R™ tel
que pour tout t > to, x(t) > 1. Ainsi, pour tout t > ¢,

¢ ¢ t
z(t) — z(to) —/ 2'(s)ds = / e ds < / e < 1.
to to to
Impossible. La limite est donc finie.
4. Soit € > 0. On introduit C. = z(e) > z(0) = 0 (car x est strictement croissante).

On a alors :
Vt > €, 2'(t) = e "0 < o7t

5. Au vu de l'inégalité précédente, on obtient directement que 2’ € L'(0,+00). On pose

+o00
pourt € R, y(t) = a — / 7'(s)ds. Alors, puisque 2’ est intégrable,
t

+oo t
VieR, y(t)=a— / 2'(s)ds +/ 7'(s)ds.
0 0

Donc, Vt € R, y/(t) = 2/(t). Par suite, il existe C' € R,tel que pour tout ¢t € R, z(t) = y(t) + C.
Afin de déterminer C, on fait tendre t vers +oo.

D’une part : pour tout s € R, 1 1oo((5)2'(s) R 0.
—1+00

D’autre part, V& > 0, Vs € R, |11 100/(5)2(5)| < 1r+(s)e™“** € L'(R).
On obtient donc par théoréme de convergence dominée que

+oo
/ 2'(s)ds — 0.
¢

t—400

Ainsi, lim y(t) =a = lim 2(t) = a — C, donc C' = 0. Ceci conclut.
t—+o00 t—+o00

Solution de ’exercice 6

1. Remarquons que ce systéme est bien posé :

X' =AX + f(t) & X' = F(t,X),



ou F: (t,X) € Rx R*— AX + f(t) € R®. Elle est continue, par continuité de f. Elle est de
plus globalement lipschitzienne par rapport a la seconde variable : pour tout ¢ réel, pour tout
(X.Y) € (R,

1E@, X) = F(&,Y)[| < [[JA[[HX = Y]]
Ainsi, le théoréme de Cauchy-Lipschitz global assure que le systéme admet, a condition initiale

donnée, une unique solution globale. L’expression de la solution est donnée par la formule de
Duhamel, et puisque A est a coefficients constants, il vient : V¢, ¢y € R,

X1(to) t
X(t) = 94 | x,(10) | + / =94 f(5)ds.
X3(to) fo
Ainsi,
X1 (to t 1(s)
X(t) =04 [ Xy (t) +/ =94 £5(s) | ds + G(1),
0 to 0
ou G est donnée par :
0 ¢ 0
G(t) = e(t—to)A 0 —I—/ et=9)A4 0 ds
Xs(to) o f3(s)
On fait intervenir ¢;, un réel. On a :
0 t 0 " 0
G(t) = elt-to4 0 +/ =241 0 ds+/ =41 0 |ds
X3(to) fo f3(s) h f3(s)
O t1 0 t 0
G(t) = e"A flimd |0 ) 4 / et [0 | ds |+ / =940 | ds.
X3(to) fo f3(s) h f3(s)

La matrice A étant diagonale, les deux premiéres composantes du terme entre parenthéses sont
nulles. On reconnait la troisiéme composante a 1’aide de la formule de Duhamel scalaire ; il
s’agit de X3(t1). Ceci fournit I'expression demandée.

2. On raisonne par analyse-synthése. Analyse : on suppose donnée une solution X, bornée
sur R du systéme. Ainsi, par la question précédente, on a : pour tout t,tg,t; réels :

et_tOXl(to)—i—/ e~ fi(s)ds

to

t
X(t) = eQ(t_tO)Xg(to)—i-/ eQ(t*s)fg(s)ds

to

e“th(tl)jL/ e* " f3(s)ds

t1

t
Premiére composante : X;(t) = e'™ ' (Xl(to) +/ eto_sfl(s)ds> . Comme e — +00, on

to t—-+o0

t
doit nécessairement avoir lim <X1 (to) +/ etosfl(s)ds) =0, te.

t—+00 to

+oo
Xl(t()) = —/ Gto_sfl(S)dS.

to



Deuxiéme composante : on obtient de la méme maniére que, nécessairement :

Xg(t()) = — /+OO 62(t0_s)f2(8)d8.

to
Troisiéme composante : puisque la derniére valeur propre est de signe opposé, il faut cette fois

t
s’intéresser a la limite en —oo. Plus précisement : X3(t) = et~ (Xg(tl) +/ et ! fg(S)dS).

t1

t
Puisque €"~" — +00, on doit nécessairement avoir lim (Xg(t1> + / es N f3<8)d8) =0,
t——00 t——o0 t
i.€.

Xy(th) = /_ " et fy(s)ds.

o0

Ceci montre 'unicité. Montrons que ces conditons sont suffisantes.

Synthése : montrons que ces constantes existent bien. On a, par hypothése sur f,

—S —S 1
€97 fy(s)] < €970 = 0 (—) .

Cette quantité est donc intégrable et X (¢y) est bien définie. On raisonne de méme pour Xo(t)
et X3(tp). Montrons qu’elle conviennent. Par la question 1, c’est clairement une solution.
Montrons qu’elle est bornée sur R.

VEER, Xi(t) = 10 (- / " s (s)ds + / " tos fl(s)ds> . /t s (s)ds.

to to
Ainsi,
+oo +00
eR X0 = / e fu(u + £)dul < / ety = 1.
==t 1Jo 0
De méme,
+00 +0oo 1
Ve R, [Xo(t)] = ‘— / 209 £, (5)ds| < / e du =
t 0
Enfin, on a
t +o00 +0o0
Vt € R, | X;5(t)| = / e’ f3(s)ds = / e “fs(t —u)du| < / e “du = 1.
—c0 “=tTs o 0

Ceci montre bien que la solution est bornée sur R. Enfin, au vu des expressions exibhées sur
chacunes des composantes, on retrouve bien la formule donnée dans 1’énoncé.

3. On remarque que, si X est une telle solution, elle est dérivable sur R, donc continue,
et périodique, donc bornée sur R. Ceci invite & montrer que la solution précédente est péri-
odique, sous 'hypothése de périodicité sur f. Supposons T' > 0 la période de f. Alors,

~ +o0 fi(s) t+T 0
VieR, X(t+1T)= —/ A= fo(s) | ds +/ AT 0 ] ds.
i 0 - f3(s)

Par changement de variables C! bijectif, en par périodicité de f,

5 +oo fl (u + T) t 0 5
Xt+T) = - AN f(u+T) | du+ eAlu=h) 0 du = X (t).
T 0 —o0 falu+1T)

Ceci conclut.

Remarque : on a aussi démontré 'unicité d’une solution périodique.



