Solution de ’exercice 1

Al. Le polynome caractéristique de A est x4(X) = (X +1)2+1= (X +1—14)(X +1+1).
Ainsi, 0(A) = {—1 £ i}. On cherche les vecteurs propes associés :

—1

Forpi(A) = ker(A — (=1 4 i)T5) = ker (:i 1.) _ ( 2'1) R.

i

1> R. Une base de solution réelle de I’'équation

Ainsi, en conjuguant, on obtient : E_; ;(A) = <

homogéne est donnée par :

s=foorme((2) ) s (1)) ),
s={om () e (C50)

{:ii—z i 8<:>(x,y) =(0,0).

soit

A2. On remarque que :

Ainsi, (0,0) est I'unique point d’équilibre du systéme différentiel.

A3. Soit r > 0, soit Xg € B(0,r), alors, A étant a coefficients constants, pour tout ¢
réel positif, on a :
X(t, Xo) = e X,.

Puisque A a son polyndéme caractéristique simplement scindé sur C, elle est diagonalisable sur
C et il existe P € GLy(C) tel que A = PDiag(—1+14,—1 —4)P~. Alors,

e(—1+i)t 0
0 e(—l—i)t

On a noté de la méme maniére la norme 2 de C? et la norme subordonnée & la norme 2 sur

M, (C). La matrice diagonale étant symétrique, sa norme 2 est son rayon spectral, i.e. e™".

Ceci conclut, en posant C' = || P|| [|P~Y|| .

X X)) < 1P \

\ 1P %0

A4. Montrons que Og2 est asymptotiquement stable. Soit € > 0, on remarque que pour
tout Xy € B(0,6) avec 6 = HPHHsTln’ on a : la solution du systéme issue de Xy est définie en

tout temps positif (car c’est un systéme linéaire a coefficients continus (car constants)), et
vérifiant pour tout t > 0,

IX (&, Xo)ll < 1P| || P~ e7'0 <e.

Ceci montre la stabilité du point (0,0). De plus, X (¢, Xj) tj 0. Ceci conclut.
—+00
o : acos(t)e™t + [sin(t)e?

Ab. Xo = 1 1: X(t) = . :

5. On remarque que, pour Xy (5) par la question (t) < Boos(t)e—t — asin(t)e-!
Alors, pour tout t positif,

21(1)* + 22(t)* = (¥ + f%)e™™.

On obtient donc une spirale rentrante (car le rayon tend vers 0). Afin de déterminer le sens
de rotation de la spirale, on remarque que, pour Xy = ((1)), on obtient pour tout t réel,

in(t)e? : » : :
X(t) = (2:)1;(( t))it)’ qui est positif en temps court. La rotation se fait donc dans le sens

anti-trigonométrique. Voici le tracé :



E] Eigenvectois -2

B1l. On remarque que le systéme est équivalent & X’ = G(X), avec G : X € R? — AX +¢F(X).
De plus G est globalement lipschitzienne, en effet : pour tout X,Y € R?

IG(X) = GO < [IIANTIX =Y + ek [[X = Y| = ([[A[ll + k) [[ X =Y.

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz global assure donc que le systéme admet une unique solution
globale.

B2. Pour tout ¢ € R™, on a :

% | X, Xo)||* = 2(X(t, Xo), X (t, Xo)) = 2(X(t, Xo), AX(t, Xo) + eF(X(t, Xp))).

En notant X¢(¢, Xo) = (?ﬁg?;ﬂ); on a
2\ly A0

% X (£, Xo)|2 = 2 <X€(t, Xo), (:iﬁ igz; - %Ei §g§> > T+ 2e(X(t, Xo), F(X*(t, Xo))).

Ainsi, par calcul du produit scalaire usuel, et par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :
d € € € €
7 X (£, Xo) " < =2 | X(t, Xo) I + 2¢ [| X“(t, Xo) || || F(X“(t, Xo))|| -

Puisque F est globalement lipschitzienne sur R? et puisque F(0) = 0, on obtient pour tout

X R, |F(X)| < k||IX]|. Alors,
d € 2 € 2
3 X Xo) | < 21Xt Xo)|[” (ek — 1) <0,

sous la condition € < ¢ = % En effet, remarquons que si Xy = (0,0), 'unique solution est
la solution nulle. Ainsi, puisque les courbes intégrales ne se coupent pas (unicité de Cauchy-
Lipschitz), pour tout X, € R?\ {0}, pour tout t € R, X*(¢, X,) # 0.

B3. Puisque F'(0) = 0, 0 est un bien un point d’équilibre du systéme différentiel perturbé. En
notant pour ¢ positif, u(t) = || X<(t, Xo)|?, la question précédente montre que

Vi >0, u'(t) < 2u(t)(ek — 1).

Ainsi,
d
a(u(t)e—Z(ek—l)t) g 0.



Ainsi, pour tout ¢ positif,
1 (2, Xo)[| < eV [ X0l -

Puisque € < €y, ek — 1 < 0, et on conclut comme & la question A4 que 0 est un point d’équilibre
asymptotiquement stable (on a le méme type d’inégalité).

B4. Comme rappelé a la question B2, pour tout X € R?, on a : |F(X)| < k||X] . Ainsi, &
l'aide de 'inégalité précédente, on obtient pour tout Xy € R%, ¢ > 0, et € < ¢,

(X8, X))l < KXt Xo)[| < ke P Xo||.
Ainsi, k. = 1 — ke > 0 convient.

B5. On note §X°(-, Xo) = X(+, Xo) — X°(+, Xo). Remarquons que : pour tout t > 0, € < €,
Xo € RQ,

d d
T 19X(t, Xo)[|* = 2[|6X (¢, Xo) | 37 10Xt X)) = 2(0X“(2, Xo), X (2, Xo))-
D’ou,
d
s 20 1 s <20 = s 20/ yAAp) — € s 20 .
10X<(t, Xo)ll 5 (I0X“(t, Xo)l[) = (0X“(t, Xo), AOX“(t, Xo) — eF(X*(t, Xo)))
Comme remarqué précédemment, pour tout X € R?, (X, AX) = — | X ||2 < 0, ainsi 'inégalité

de Cauchy-Schwarz donne :
€ d € € €
l0X<(, Xo)ll = (0X*(t, Xo)l) < elldX(t, Xo)[ [|/(X*(t, Xo))II.

Alors, pour tout t > 0, € < ¢, Xy € R?,

d
= (18X(t X)) < € |FCX(t Xo))|| < eke™
B4

| Xoll-

Donc,

t ek k
JoX°(t Xl < ek 1ol [ eods = UG (1= ) < L 1)

Solution de 'exercice 2

1. On vérifie immédiatement que yo : ¢ €]0, +00[— 1 est solution de 'équation différentielle
avec par condition initiale yo(1) = 1.

2. On reconnait une équation de Ricatti. On cherche alors y sous la forme yy + u. En
injectant dans I’équation, il vient :

u+yo_l
t 12’

u' + gy +ut + oy + 2yu =
Puisque g est solution, les simpliciations donnent :
u
u +u?+ ;= 0,

avec pour condition initiale u(1) = y(1) — yo(1) = 1.



1
3. On reconnait une équation de Bernoulli, on introduit alors v := —, en on remarque
u

que :
u/

1 v
A T
’ u? * tu * t
On résout alors I'équation homogeéne v’ — % = 0. On obtient alors v(t) = At, A € R. On cherche

une solution particuliére par méthode de variation de la constante. On a : X' (¢)t = 1, on obtient
alors v(t) = At + In(]t])t. On identifie A grace a la condition initiale v(1) = u(1) = 1. Donc,
v(t) = t(1+In(t])).

1
Ainsi u(t) = A (i) On obtient donc :

o 1
v = s T

1
Puisque f : (¢,y) €]0+ co[xR % e y? est de classe C', le probléme de Cauchy admet une

unique solution maximale. La fonction définie est solution, par construction. Elle est définie
sur Je™!, +o0[. C’est bien I'unique solution maximale puisque 1im+|y(t)| = +oo. Elle n’admet
t—e~1

donc pas de prolongement continu.

Solution de 'exercice 3

1. Remarquons que ce systéme est bien posé :
X' =AX + f(t) & X' = F(t, X),

ou F:(t,X) e RxR*— AX + f(t) € R%. Elle est continue, par continuité de f. Elle est de
plus globalement lipschitzienne par rapport a la seconde variable : pour tout ¢ réel, pour tout
(X,Y) € (R,

I1F(t, X) = F(&Y) [ < Al IX =Y.

Ainsi, le théoréme de Cauchy-Lipschitz global assure que le systéme admet, & condition initiale
donnée, une unique solution globale. L’expression de la solution est donnée par la formule de
Duhamel, et puisque A est a coefficients constants, il vient : V¢, ¢ty € R,

Xi(to)

t
X(t) =04 [ Xy(ty) +/ el=4f(s)ds.
X3(t0> to
Ainsi,
X1 (to) t fi(s)
X(t) = et [ Xo(ty) | + / e A fo(s) | ds + G(b),
0 to 0
ou GG est donnée par :
0 ¢ 0
G(t) = elt-t0)4 0 +/ =940 | ds
X3(to) fo f3(s)

On fait intervenir ¢, un réel. On a :

0

t1 t
G(t) = elt-t04 0 —I—/ elt=9)4 0 ds +/ elt=5)4 0 ds.
X3(to) fo f3(s) h f:

o



0 t 0 ¢ 0
G(t) = =t A [ gti=to)A 0 + / elhi=s)4 0 ds | + / elt=9)4 0 ds.
Xs(to) fo f3(s) h f3(s)
La matrice A étant diagonale, les deux premiéres composantes du terme entre parenthéses sont
nulles. On reconnait la troisiéme composante a ’aide de la formule de Duhamel scalaire ; il
s’agit de X3(t1). Ceci fournit I'expression demandée.

2. On raisonne par analyse-synthése. Analyse : on suppose donnée une solution X, bornée
sur R du systéme. Ainsi, par la question précédente, on a : pour tout t,tg,t; réels :

ettoXl(to)—i—/ e fi(s)ds

to
¥
X(t) = eQ(t_tO)Xg(to)—i-/ eQ(t*S)fQ(s)ds

to

e“th(tl)jL/ e* ' f3(s)ds

t1

t
Premiére composante : X;(t) = e’ (X1 (to) +/ etosfl(s)ds> . Comme e — +00, on

to t——+o0

t
doit nécessairement avoir lim <X1 (to) _|-/ etosfl(s)ds) =0, i.e.

t—+o00 to

+oo
Xy(to) = — / =% £, (s)ds.

to

Deuxiéme composante : on obtient de la méme maniére que, nécessairement :

XQ(tO) = — /+Oo 62(15075)](‘2(8)(18.

to
Troisiéme composante : puisque la derniére valeur propre est de signe opposé, il faut cette fois

t
s’intéresser a la limite en —oo. Plus précisement : X3(t) = et ™* <X3(t1) —|—/ e’ ! fg(s)ds).

t1

t
Puisque e"'™? — 400, on doit nécessairement avoir lim <X3(t1) + / et h f3<8)d8) =0,
t——o0 t——o0 t
i.e.

Xy(th) = / " ety (s)ds.

—00

Ceci montre 'unicité. Montrons que ces conditons sont suffisantes.

Synthése : montrons que ces constantes existent bien. On a, par hypotheése sur f,

—s —s 1
e fi(s)] < €70 =040 <s_2) .

Cette quantité est donc intégrable et X;(#y) est bien définie. On raisonne de méme pour Xo(t)
et X3(tp). Montrons qu’elle conviennent. Par la question 1, c’est clairement une solution.
Montrons qu’elle est bornée sur R.

+00 t “+oo
VteR, Xi(t) =€ (—/ e f1(s)ds +/ eto_sfl(s)ds) = —/ e~ f1(s)ds.
to to t
Ainsi,
+oo
< / e “du = 1.
0

u=s—t

+o0o
/ e “fi(lu+t)du
0




De méme,

+o0 1
< / e du = —.
0 2

+oo
< / e “du = 1.
0

Ceci montre bien que la solution est bornée sur R. Enfin, au vu des expressions exibhées sur
chacunes des composantes, on retrouve bien la formule donnée dans I’énoncé.

+oo
e (0] = |- [ s
t

Enfin, on a

vt eR, [Xa(t)] = ] [ et / et — u)du

Uu=t—s

3. On remarque que, si X est une telle solution, elle est dérivable sur R, donc continue,
et périodique, donc bornée sur R. Ceci invite & montrer que la solution précédente est péri-
odique, sous I'hypothése de périodicité sur f. Supposons T' > 0 la période de f. Alors,

~ +o0 fi(s) t+T 0
VteR, X(t+T)=— / AT=) | £,(s) | ds + / AT 0 ] ds.
t+T 0 —0 f3(s)
Par changement de variables C! bijectif, en par périodicité de f,
_ +o0 filu+T) t 0 .
X(t+T) = - / A fo(u+T) | du+ / A=t 0 du = X(t).
u_k ! 0 B fs(u+T)

Ceci conclut.

Remarque : on a aussi démontré 'unicité d’une solution périodique.

Solution de ’exercice 4

l.a. Par le lemme des noyaux, on obtient directement que :

T

ker(ya(A)) = @ ker((A — \il,)™) = €D Fi.

=1

Par le théoréme de Cayley-Hamilton, y4(A) = 0, donc ker(y4(A)) = C". Ceci conclut.

L.b. Soit i € [1,r], et v € F;. Alors, pour t € R,
mi—l tk
ety = eNilntA=Niln)t,, _ it (A=Ailn)t, it Z —(A _ )\iIn)kv-

k!
Niln,A=X;I,]=0 k=0

m;—1
e b
le*of| < XA T I1(A = ML) el
k=0
Ainsi,
m;—1 tk
et 4o e < @AY Tl (A = ML) I o]l
k=0
1.c. Donc, pour t € RT,

mi;—1
_ .
e[| < max (e“(”*‘”t > (A= M@"’H!) :

i€[1,r] o
N Vv

=:fi(t)




Comme R(\;) + 6 < 0, on obtient par croissance comparée tlim fi(t) = 0. Par continuité, f;
—+00

est bornée sur R™. Ainsi,
vt € RT, |[|e!]|| < Ke .

2. Par hypothese, il existe § > 0 tel que 0(A) C {z € C, R(z) < —d}. Soit z 'unique solution
associée a la condition initiale o € R™. Alors, la matrice étant & coefficients constants, la
formule de Duhamel donne, pour tout réel ¢

z(t) = ey,
Alors, la question précédente assure 'existence de K > 0 tel que, pour tout t € R™,

lx(O)]] < Ke™* [l — 0.
t——+00

3. On considére une valeur propre A € o(A). Soit v € ker(A — AI,) \ {0} un vecteur
propre associé. Alors, I'unique solution issue de la condition initiale v en 0 est donnée par :
pour tout réel ¢,

z(t) = ev.
Alors, par hypothése,

SO o] = [lo(t)] — 0.

Nécessairement, () < 0. Ceci conclut.

4. 11 s’agit d’un systéme linéaire a coefficients continus. Ainsi, la solution est globale. On écrit
la formule de Duhamel : pour tout réel t,

z(t) = ex(0) —l—/o e B(s)x(s)ds.

Ainsi, on remarque qu’il existe 6 > 0 tel que 0(A) C {z € C, R(z) < —d}. La question 1
assure l'existence de K > 0 tel que pour tout ¢ € R,

t
le (@)l < Ke™ |2 (0)] + K||B||L°°(R+)/ e Jla(s)|| ds.
0

Il vient finalement,
t
lz()] € < K [|l(0)] + K||BHL°°(R+)/O e* ||z (s)|| ds.

Le lemme de Gronwall appliqué a des fonctions continues et positives fournit alors I’estimation
: pour tout t € R™,
lz(®)]| € < K [lz(0)]] 1P leewnt,

Alors,
|z(t)]] < K ||z(0)]] ¢~ (= KIBll oo ) )t

Si [| B[ oo (rry < 2, on obtient le résultat.

Solution de ’exercice 5

1. Si on suppose que A est antisymétrique, alors,

% lz()” = 202 (t), '(1)) = 2(a(t), Az(t)) = (a(t), Az(1)) + (T Ax(t), x(2)).



3 eI = (o (t), (A+ T A)x (1)) = 0.

Réciproquement, on suppose que toute solution est de norme euclidienne constante. Alors, par
le méme calcul que précédement, on obtient, pour tout réel ¢,

(z(t), (A+TA)z(t)) = 0.

Ainsi, pour tout xg € R",
<I0, (A + TA)$0> = 0.

Si \ est valeur propre de A+7 A, alors pour z, un vecteur propre associé, il vient : \ onH2 =0.
Ainsi, 0(A +TA) = {0}. Puisque cette matrice est symétrique, elle est diagonalisable (par
théoréme spectral). Ainsi, elle est nulle, i.e.

A+TA=0.

La matrice A est donc antisymétrique.

2.a. Pour t; € R fixé, on définit :
ft)=Rat+T,t1+ 1), et g(t) := Ral(t, t1).

On montre I'égalité de ces fonctions en montrant qu’elles sont solutions du méme probléme de
Cauchy. D’une part, pour tout réel ¢,

') =A(t+T)Ra(t +T,t, +T) = A(t)f(¢), ft) =Ralty +T,t1+T) = 1,.
D’autre part
g'(t) = A(t)Ra(t, t1) = A(t)g(t),  g(t1) = Ralti,t1) = L.

Par unicité, f = g.

2.b. Alors, pour tout réel ¢, on a :

Ra(t + T,t) = Ra(t + T, T)Ra(T,0)Ra(0,) = Ru(t,0)Ra(T,0)Ra(t,0)".

2.a.

2.c. On suppose que I'équation admet une solution 7T'—périodique non triviale. Alors, z(0) # 0
(sinon, x est identiquement nulle). Alors, on a :

2(0) RA(T, 0)z(0).

Tfpégdicité Du};mel

Ceci montre que 1 est valeur propre de la matrice R4(7,0). Réciproquement, on considére
v € R™ un vecteur propre non nul de R4(7T,0) associé a la valeur propre 1. Alors la solution du
systéme issue de v en 0 est donnée par x(t) = Ra(t,0)v et vérifie, pour tout réel ¢ :

.’I](t + T) = RA(t + T; O>U = RA<t + T7 T)RA<T7 O)U = RA(t + T7 T)U 2: RA(ta O)U = .Cl;(t)
Ceci conclut.

3.a. On sait que, pour tout réel ¢, t,
S(t,to) = "Ra(to,t) = TRa(t, to) "

I1 faut donc dériver cette fonction par rapport a t. On remarque que si ¢ : A € GL,(R) —
A7t e gL, (R), alors
Ra(t,to) ™ = ¥ (Ral(t, o).



Alors, par différentiation des fonctions composées, sa dérivée est donnée par :
O R (L, to) ™t = dw(Ra(t, t0)) (0 Ra(t, to)).
On rappelle que, pour tout pour tout A € GL,(R), H € M,(R),
dy(A)(H) = —ATHA™,

Alors,
ORA(t, 1) = —Ra(t,to) TA@)RA(t, to)Ra(t, to) ™ = —Rua(to, t)A(t).

Finalement,

0iS(t,to) = =T (Ral(to, 1) A(t)) = =T A(t)S(t, to).

De plus,
S(to, to) = TRa(to, to) = L.

Ceci conclut.

3.b. On détermine le polynéme caractéristique de la matrice A(¢). On a

X-2t—7 0 t—
xap(X)=| - X=3t 4
2t — 2 0 X-

X-2t—1 t—1
= (X — 3t)

2 2 2.
t—2 2% -2 X —t—2

Xaw(X) = (X —3t) <X2 — (3t + %) X + 9) = (X —3t)? (X — %) .

On chercher donc & déterminer les vecteurs propres :

Tt 0 T—t 1 0
ker(A —3tl,) =ker | t—1 0 t—1 | =ker(t —t 0 1—1) = Vect 01],(1
22t 0 2-2¢ -1 0
20—2 0 1—t 1
3 t t —2 1_
ker (A——In>:ker t—% 315—% t— % = ker (2t it 0 g ! f) Vect | —1
t 22t 0 t—1 b=g St=% 1=y 2

La matrice est donc diagonalisable dans une méme base, peu importe la valeur de t. On définit

1 0 1
donc P=| 0 1 —1]. Ainsi,
-1 0 2
3 0 0
PrAMWP =0 3t 0] = D(t)
0 0 3

!/

Sa résolvante est donc donnée par T R4(to,t), out Ra(t,ty) désigne la résolvante de I'équation
X’ = A(t)X. Déterminons la : si on pose Y (t) := P71 X(¢). Alors

Y'(t)=P'X'(t) = PT'A®)X(t) = PTTA(H)PY (t) = D(t)Y (1).



I1 s’agit d’une matrice diagonale, on sait donc intégrer les équations une par une (elles sont
découplées). Alors,

o3 (t2—13) 0 0
vy =| 0 @0 Ly
0 o (%)
Donc,
o3 (t2—13) 0 0

3 _
X =pPyY@t)y=p| 0 e 0 | piyqg

Par identification, on obtient donc :

Ritty=pr| 0 % 0 |pa
’ 3
0 0o (%)
0

En utilisant la question 3.a., on obtient donc la résolvante associée au systéme. La solution du
systéme est donnée par :

e%(tg_t2) 0 O
X(t) =TRa(to,)X(to) =TP71| 0 2@ 0 [TPX(t).
0 o (%)
2 0 —1
Si on souhaite mener les calculs jusqu’au bout, on peut montrer que : P! = % 13 1],
10 1

puis effectuer le produit matriciel.



