L3 Mathématiques Equations Différentielles
ENS Rennes 2024 - 2025

Devoir Maison
A rendre pour le 17/03/2025

Ce devoir est individuel. La qualité de la rédaction et la précision des raisonnements entreront en
compte pour une part importante dans ’appréciation des copies.
Les ezercices 1 et 2 seront traités obligatoirement par tous les étudiants. Vous rendrez au choix
Pexercice 8 ou [’exercice 4. Vous pouvez évidemment faire les deux.

Exercice 1

Soit A € R. On intéresse a 1’équation différentielle

"t) = M2+y(t)? teR
i 2 | W

1. Montrer que (1) admet une unique solution maximale y définie sur un intervalle ouvert I :=
(an, Br), ot ay < 0 < Bi.

2. Montrer que ay = —f) et que y est impaire sur I}.
3. Résoudre cette équation dans le cas ou A = 0.
4. Dans cette question, A > 0.

4.(a) Etudier la monotonie et la convexité de y sur I.

4.(b) On suppose que 5y = +00. Montrer qu'il existe ¢ € R tel que, pour tout ¢ > 1,
arctan(y(t)) > min(1,\)(¢t — 1) +¢.
4.(c) En déduire que la solution n’est pas globale.
5. Dans cette question, A < 0.

5.(a) Donner un équivalent simple de ¢’ en 0. En déduire lexistence de ¢ €]0, 8)\[ tel que, pour
tout ¢t € [0,8], y(t)? < -2

5.(b) On souhaite montrer que, pour tout ¢ € [0, x[, ¥(t)? < —At2. On raisonne par 'absurde
: on suppose que ce n’est pas le cas. Soit x := sup{t €]0, Bx[, Vs € [0,t[, y(5)? < —As?}.
Justifier que  est bien défini, x > 0, puis que y(k)% = —Ax2.

5.(c) Montrer que
y(k 4+ h)? + Xk + h)? = 2\sh + o(h).

5.(d) En déduire une contradiction, puis que la solution est globale.

Exercice 2

Soit f : R* — R une application localement lipschitzienne.

y't) = f(y(t), teR
y(0) = «a

admet une unique solution maximale y, définie sur un intervalle ouvert contenant 0. On note
T(«) €]0,+0o0] le temps positif d’existence de la solution maximale.

1. On fixe a € R%. Montrer que le probléme de Cauchy autonome {



2. On souhaite démontrer la propriété suivante : pour tout ag € R, pour tout 0 < T < T(ay), il
existe 7 > 0 tel que pour tout a € R? vérifiant ||a — ag|| <7, on a T(a) > T.

Soient ag € R4 et 0 < T < T(ay).

2.(a) Montrer que f est globalement lipschitzienne sur I'ensemble K := y,,([0,7]) + B(0,1). On
note L sa constante de Lipschitz.

2.(b) Soit a € R? vérifiant ||o — gl < # On note
§ = {t € [0, T(a)[N[0, T tel aue ya(s) — oy ()] < 1, Vs € [0,

Justifier que 7 := sup S est bien défini et vérifie 7 > 0.
2.(c) Montrer que pour tout ¢ € [0, 7], [|ya(t) — Yao ()| < et |la — ap]| .
2.(d) En déduire que 7 = T. On pourra raisonner par ’absurde.
2.(e) Conclure.

3. On veut montrer que la fonction T n’est pas nécessaire continue. On considére le systéme

A x2_y2$4

différentiel suivant { i, _ 0 . Montrer qu’il entre dans le cadre d’étude de cet

exercice. En s’intéressant aux différentes conditions initiale oy = (6 pour € € [0,1), conclure.

Hint : on pourra s’intéresser aux trajectoires constantes.

Exercice 3

Dans cet exercice, on considére
a:(t,r) € RT x R% (ai(t,))iep,q € R?

une application de classe C! sur R x R%, globalement lipschitzienne par rapport & la seconde variable
sur R? et ug € C'(R%R). Le but de cet exercice est d’établir I'existence d’une unique solution
u € C(RT x R4, R) a I'équation de transport suivante :

d
ou ou
— , - — + « R4
5 (L) + E az(t,ﬂf)ami (t,x) =0, (t,z) € RT x RY,
=1 (2)
u(0,x) = up(z), r € R4,

1. On fixe (t,z) € RT x R Justifier que I'équation différentielle suivante admet une unique solution

/ — +
globale { ))((((:)) B als, );(s)), s€R . On la note X(-;z,t) dans la suite de l'exercice.

2. On suppose donnée u € C* (Rt xR%, R) une solution de (2). Montrer que, pour tout (¢, 2) € Rt xR,
I'application s € RT — u(s, X(s;z,t)) € R est constante.

3. En déduire que, pour tout (t,z) € RT x R%, u(t,z) = uo(X(0;2,1)).

4. Conclure.

5. Soit ug € C'(R). Résoudre I’équation de transport suivante :

ou ou B n
E(t,flf)ﬁ‘(t—l’)%(t,x)—o, (tax)eR X R,

u(0,x) = up(x), z €R.



6. Soit ug € C(R?). Résoudre I’équation de transport suivante :

G @)~y ) g (6 ) =0, (6 () €RTXRY
U(O, ($,y)) = uO(-%?/)v (x,y) € R2.

Exercice 4

Soit o > 0, un paramétre et yo €]0,1[. On considére I’équation différentielle suivante

vy = ay(l—y)
{?J(O) = Y0 ' 3)

Partie 1 : étude théorique.

1.(a) Montrer que cette équation différentielle admet une unique solution globale. Donner un
encadrement de y sur R.

, . . R . . . 1
1.(b) Déterminer l'expression de I'unique solution de (3) pour oo =1 et yg = 5.

On s’intéresse a la résolution numérique de cette équation différentielle. On fixe T' > 0 et on considére
(tn)nefo,n] la subdivision réguliere de l'intervalle [0,7] & N + 1 points de pas h := % On définit

0 = yo. Le but est de produire une suite (y™),co,n] approximant (Y (tn))nego,ng-

Partie 2 : schéma d’Euler explicite. On considére le schéma d’Euler explicite associé a cette
équation : pour n € [0, N — 1],
yn+1 _ yn
h
2.(a) Dans cette question, on suppose que ah < 1. Montrer que, pour tout n € [0, N], y™ €]0, 1[.
Hint : on pourra étudier la stabilité de l'intervalle |0, 1] par la fonction f : y — y+ahy(1—y).

= ay"(1 - y").

2.(b) On suppose dans cette question que ach > 1. Montrer qu’il existe un y° €0, 1[ tel que
y' > 1. Commenter.

Partie 3 : une inégalité. Soient (2")nen, (M™)nen des suites de nombres réels positifs et
K > 0. On suppose que, pour tout n € N, 2" < (1 4+ K)z" + M™. Montrer que, pour tout
n €N,

n—1
< (4K Y ME 1+ KR,
k=0
Partie 4 : un schéma semi-implicite. On souhaite utiliser une méthode numeérique qui

permette de vérifier y” €]0, 1], indépendamment des valeurs de ah. Pour ce faire on propose
d’étudier le schéma semi-implicite suivant : pour n € [0, N — 1],
ynJrl _ yn
h

4.(a) Montrer que ce schéma est bien défini.

= ay"(1—y"*).

4.(b) Montrer que y,, €]0,1[ pour n € [0, N], indépendamment des valeurs de ah.

4.(c) On s’intéresse a la mesure dans laquelle la solution y de (3) vérifie le schéma numérique
proposé. Pour n € [0, N — 1], on définit

n . Yltnt1) = y(ta)
R" .= +1 -

En utilisant un développement de Taylor, montrer I'existence de C' > 0 telle que, pour
n € [0,N —1],

—ay(tn)(1 — y(tn+1))-

|R"| < Ch.



4.(d) On définit l'erreur d’approximation du schéma par e" := y(t,) — y™ pour n € [0, N].
Démontrer que, pour n € [0, N — 1],

— e

. = ae™(1 = y(tni1)) — ay™e™ + R™.

4.(e) En déduire que, pour n € [0, N — 1],
et < (1+ah)|e”| + h|R"|.

4.(f) En déduire que le schéma converge a l'ordre 1, i.e. qu’il existe Cp > 0, tel que, pour tout
h >0,
max_|e"| < Crh.
nel0,N]
Bonus : m’adresser par e-mail' un fichier Python avec :

- une fonction schema(T, y_0, N) qui renvoie le vecteur Y € RN+ contenant la suite des valeurs
(Y™ )nefo,n] Produite par ce schéma numérique,

- un tracé en échelle log-log de nﬁ&};{ |e™| en fonction de N pour N parcourant range (10,2010,10)
nel0

)

dans le cas o =1 et yg = % — on connait la solution exacte par 1.(b). En particulier, on mettra
en avant le coefficient directeur de la droite obtenue : c’est 'opposé de 'ordre de la méthode.

'theo. gherdaoui@ens-rennes.fr



Solution de l’exercice 1

RxR — R

1. On définit f: (ty) = ME4y?

} . Alors

De plus, f est polynomiale, donc continue sur R x R et localement lipschitzienne par rapport a
la seconde variable (car C! sur R x R). Ainsi, le théoréme de Cauchy-Lipschitz local s’applique et
(1) admet une unique solution maximale, définie sur un intervalle ouvert I contenant 0.

2. On note 3
gj 1t e I)\ ::] — B,\, —Cm['—) —y(—t) cR.

Alors, § est de classe C! sur Iy comme composée de fonctions réguliéres et, puisque y vérifie (1),
on a pour tout t € Iy,

7(t) = /(=) = M=t)* + y(=1)" = M + (=y(=t))* = M + §(t)> = f (£ 5(1)).

De plus, §(0) = 0. Ainsi, § est solution de (1). Par I'unicité dans le théoréme de Cauchy-Lipschitz,
I, C I, (puisque y est la solution maximale, § en est un restriction). Alors, ay < —f) et
—ay, < By. Par suite, —ay, = 8 et pour tout ¢t € I

y=19 e Vtely, y(t)=—y(-t).
Ceci montre le résultat.

3. On remarque que 0 est solution sur R de (1). Par unicité — voir 1. — c’est I'unique solution
globale du probléme de Cauchy.

4.(a) Par définition, y est de classe C! sur Iy. De plus, 3/ : t € Iy — M2 + y(t)2. Ainsi, 3’ est C!
sur I donc y est de classe C2 sur I,. On peut montrer par récurrence que y est C sur 1.
Pour tout t € I, on a
Y'(t) = M +y(t)? 2 0,

Par suite, y est croissante sur Iy. Comme y(0) = 0, y est positive sur Iy N R™ et négative
sur Iy NR™. Etudions maintenant la convexité de y : pour tout ¢ € I,

y'(t) = 2tA + 2y()y (1)

On rappelle que 3/ est une fonction positive sur I.

- Site I,NRT, alors ¥ (t) =2 _tA +2y(t) ' (t) > 0.
~~ ~

20 >0 >0
- SiteIZyNR™, alors 3/ (t) =2 _tA +2y(t)y'(t) <O0.
~~ N~ N~
<0 <0 >0

Par conséquent, y est convexe sur Iy N R et concave sur I, NR™.

4.(b) En supposant que ) = 400, la solution est définie en tout temps positif. Pour tout ¢ > 1,
y'(t) = A + y(t)> > min(1,\) (£ + y(¢)?) > min(1,\) (1 +y(2)?).

On en déduit que, pour tout ¢t > 1,

< (arctan(y())) > min(1, \).

Par suite, on obtient en intégrant, pour tout ¢t > 1

arctan(y(t)) > min(1, \)(t — 1) + arctan(y(1)) .
—_————

=:c



4.(c) Comme X > 0, la question précédente méne & arctan(y(t)) o +00. Clest une contra-
—+00

diction car arctan est & valeurs dans | — 5, §[. Ainsi, 8y < 400 et la solution n’est pas
globale.

5.(a) Comme mentionné précédemment, y est de classe C* sur I. Cette fonction admet donc un
développement limité & tout ordre. On vérifie que y(0) = ¢/(0) = y”(0) = 0 et ¥’ (0) = 2.
En particulier,
/ / " y"(0) o 2 2 2 2
y(t)=vy(0)+y (O)t—l—Tt +o(t*) = M=+ o(t )t:O)\t <0,
puisque A < 0. Alors, il existe & €]0, 3)[, tel que, pour tout ¢ € [0, d[, ¥/(¢) < 0. En reprenant
la définition de v/, on obtient,

vt € [0,0], y(t)* < —At2

5.(b) On suppose que ce n’est pas le cas : il existe t* € [0, By[ tel que y(t*)? > —\ (t*)2. Alors,
Kk est bien défini puisque c’est le supremum d’un ensemble non vide (il contient ¢ par la
question précédente) et est majoré (par t*). De plus, 0 < 6 < k, ou § est défini a la question
5.(a). Par définition,

vt e (0,6, y(t)? < -2
En passant & la limite et par continuité de g, on obtient y(x)? < —Ax?. Supposons que
I'inégalité soit stricte i.e. y(x)? < —Ax2. Alors, par continuité, il existe € > 0 , tel que, pour
tout t €]k — ¢,k +¢[, y(t)2 < —At2. Par suite, cette inégalité est vérifiée sur [0, x4 <[. Alors
Kk + e < k. C’est une contradiction. Ainsi, y(k)? = —Ax2.

5.(c) En effectuant une développement de Taylor & 'ordre 1 et en utilisant 1’égalité de la question
précédente, on a

y(r+h)? = y(k)*+ (v°) (K)h+o(h) = =A&” +2y(r)  y/(r)  h+o(h) ==k +o(h).
SR

Ainsi,
y(k 4+ h)? + Ak + h)? = =A&? + A(k? + 2kh) + o(h) = 2Xkh + o(h).

5.(d) Par I'estimation montrée a la question précédente, on a, pour h > 0 suffisamment petit,

y(k +h)? + Ak + h)? ~  2Akh <0,

h—0

puisque k > 0 par la question précédente. Alors, par continuité, il existe n > 0, tel que pour
tout t €]k —n, K + [, y(t)? < -2 Par suite,

vte [0,k +n), () < -2
Ceci contredit la maximalité de k. Ainsi, I’hypothése formulée au départ est fausse, i.e.
vt € [0, 8], y(t)* < At (4)
Si By < +00, le théoréme d’exposition en temps fini assure que tliI;1_|y(t)| = +o00. Ceci
- A

contredit l'estimation (4). Alors, 8y = +o00. Puisque, par la question 2., la solution est
impaire sur un intervalle centré en 0, on a oy = —oo et I, = R. La solution est globale.

Solution de ’exercice 2

1. On s’intéresse & une équation différentielle autonome dont le champs de vecteurs est localement
lipschitzien. Par suite, le théoréme de Cauchy-Lipschitz local assure que 1’équation différentielle
considérée admet une unique solution maximale y, définie sur un intervalle ouvert contenant 0.



2.(a)

On remarque que K est compact. En effet, y,, est une application continue (car solution
d’'une EDO). De plus, l'intervalle [0,7] est compact. L’image d’un compact par une
application continue étant compacte, on en déduit que Yo, ([0, 7]) est un compact. De plus,
la boule unité B(0,1) C R? est compacte (en dimension finie). Puisqu’une somme algébrique
de compacts est compacte, ’ensemble K est compact. La fonction f étant localement
lipschitzienne sur R?, elle est globalement lipschitzienne sur K.

L’ensemble S est bien défini puisque T' < T'(ay), donc les fonctions y, et yo, peuvent étre
évaluées sur [0, T(a)[N]0,T[. C’est un ensemble non vide. En effet,
~LT
la—ap| < <1

Ainsi, S contient 0. Finalement, S est majoré — par T' < T'(ap) < +oo. On peut donc
considérer son supremum, 7 = sup S. Montrons que 7 > 0 : on sait que T'(a)) > 0 et T > 0.
Comme déja constaté, ||ya(0) — ya(0)|| = || — ag]] < 1, donc, par continuité, il existe
d>0tel que d < T(),0 <T et

vt €[0,0],  lyalt) = yao (W) < 1.

Ainsi, 7 > § > 0.

Par définition, 7 < T < T'(ap) et 7 < T'(«). On peut donc considérer les solutions sur
intervalle [0, 7[. En soustrayant les formulations intégrales des deux équations différentielles
considérées, on a pour tout t € [0, 7],

Ya(t) = Yao(t) = @ —ag + /0 (f(¥a(s)) = [(Yao(s))) ds.

Par inégalité triangulaire, on obtient, pour tout ¢t € [0, 7,

190 () = Yoo ()| < [la — o] +/0 1/ (Wa(s)) = f(yao (s)) Il ds.

Par définition de 7, on a : pour tout t € [0, 7], on a ||ya(t) — Yo, (t)|| < 1. Ainsi, pour tout
tel0,7],
1901 < [[Yao O] + 190 (t) = Yao (DI < [[yao (D + 1.

Puisque 7 < T, yo(t) € K pour t € [0,7]. Par la question 2.(a), f est globalement
L-lipschitzienne sur cet ensemble, on obtient alors pour tout ¢ € [0, [,

190 () = Yoo ()| < lla — ol + L/O 190 (s) = Yao (s)]| ds.

En appliquant le lemme de Gronwall & des fonctions continues et positives, on obtient pour
tout t € [0, 7],

ya(t) = Yoo ()] < ™ [la — ao] - (5)
Montrons que cette inégalité est vérifiée en 7. Rappelons que 7 < T < T'(ay). Ainsi yq, est
bien définie en 7. L’estimation (5) meéne a, pour tout ¢ € [0, 7/,

lya @) < €™ llo = aoll + [lyao (D)

Alors, y,, n’explose pas en 7. Par le théoréme des bouts, 7 < T'(«). Le passage a la limite
t — 7~ dans (5) donne le résultat.

Rappelons que, par 2.(c), on a 7 < T'(«w). En utilisant I’hypothése de petitesse sur ||a — ||
et I'inégalité obtenue a la question précédente, on a, pour tout t € [0, 7],
eL(t—T) 1
lat) o) < S5 < 2 (©

On suppose que 7 < T. Alors, par continuité dans (6), il existe 6 > 0 tel que,
T+0<T(a), T7T4+6<T

pour tout t € [T — 6,7+ 0], ||ya(t) — yao (t)] < 1.
Alors, 7+ d € S et 7+ < 7. Clest une absurdité. Ainsi, 7 =T.



2.(e) Comme 7 < T'(a), on obtient par la question précédente T' < T'(«). Ceci conclut.

3. Soit € € [0,1]. On remarque ce systéme équivalent a

(0O = S@0) e [ B
(r.0)0) = (19) L@y » @yt

Puisque f est polynomiale, elle est de classe C' sur R?, donc elle est localement lipschitzienne et
rentre dans le cas d’étude. Cette équation admet donc une unique solution. On remarque que
y' = 0 donc y = ¢ est constante. On est alors ramené & 1’étude de 2’ = 22 — £22* avec z(0) = 1.
Soit 0 < & < 1. On a, pour tout a € R

1
a?—elat=0eac {O,:l:}.
€

En particulier, z =0 et x = % sont des trajectoires constantes, solutions globales de 1’équation

' = 2% —e2z*. Alors, comme 0 < e < 1,onal< % Ainsi, 'unique solution maximale de

x' = 2% — %2, 2(0) = 1 est globale : puisque z(0) = 1 €]0, %[, cette propriété est propagée en
temps (la solution est coincée entre deux solutions constantes). Ainsi, la solution est bornée. Par

principe de majoration a priori, elle est globale. Alors, pour tout € €]0,1[, T((1,¢)) = +oc.

On s’intéresse au cas ot € = 0. Ainsi, y = 0 et on doit résoudre 2’ = 22, #(0) = 1. L’unique
solution maximale de cette équation est ¢ €] — oo, 1[— ﬁ En effet, cette fonction est solution,
et explose en 1~ donc elle n’admet pas de prolongement continu. Alors 7'(1,0) = 1. Ceci montre

la non-continuité de T en (1,0).

Remarque. On a en fait montré la semi-continuité inférieure du temps d’existence positif de la
solution d’une EDO. On peut aussi montrer

- la semi-continuité supérieure du temps d’existence négatif de la solution d’une EDO (de la méme
maniére),

- la continuité du temps d’existence positif/négatif de la solution d’une EDO dans le cas ot d = 1.

Solution de ’exercice 3

1. Par hypotheése, application a est continue sur R x R? et globalement lipschitzienne par rapport
a la seconde variable donc le systéme admet une unique solution globale X (-;z,t) € C*(R*,R%).

2. Soit u € C'(RT x R% R) une solution de (2). Soient (¢,z) € Rt x R%. En appliquant la régle de
le chaine, on obtient pour tout s € R,

% (u(s, X(s;z,t))) = (Ou+a- Vyu) (s, X(s;z,t)) = 0.

Cette quantité est nulle puisque u est solution de (2).

3. En utilisant le résultat de la question 2., on obtient, pour tout (t,z) € RT x R,

u(t, X (t;x,t)) = u(t,x) = u(0, X (0;x,t)) = ug(X(0; x,t)).

4. La question 3. prouve 'unicité puisqu’on a une formule pour u. Si u est une solution sur Rt x R?
de (2), alors nécessairement u(t, ) = uo(X (0;2,t)) pour (¢,2) € RT x RY. Montrons maintenant
I'existence. On définit

w: (t,z) € RY x R = ug(X (0, 1)),

ol X est définie & la question 1. Premiérement, u a la régularité attendue. En effet, comme
a € C*(Rt x R%, Rd), le théoréme de dépendance continue par rapport aux données initiales



affirme que X € C'(R* x R? x Rt RY). Puisque ug € C'(R%,R), on obtient v € C*(R* x R% R)
comme composée de fonctions réguliéres. De plus, pour tout = € R?,

u(0,2) = up(X(0;x,0)) = up(x).

La condition initiale est donc vérifiée. Montrons enfin que I’équation est satisfaite. Pour tout
(t,y) € RT x RY,
u(t, X (t;9,0)) = uo(X(0; X (t;9,0),t)) = uo(y)-

Cette quantité est donc indépendante de ¢. Ainsi, pour tout (¢,y) € Rt x R%,

d
T (u(t, X (t;9,0))) = 0.

En utilisant la régle de la chaine, on a

d
Opult, X (t59,0) + D dwu(t, X (t;y,0)) X[ (t5,0) = 0,

i=1

en ayant noté X = (X;);e,q)- Puisque X est solution d’une équation différentielle, on a

d
Oru(t, X (t9,0)) + > dwult, X (;y,0))as(t, X (£ 9,0)) = 0.
=1

Comme l’application y € R? — X (t;y,0) € R? est un C! diffeomorphisme de R, on conclut.
L’équation est bien vérifice pour (¢,z) € Rt x R%.

. L’application a : (t,) € R* x R+ t — 2 € R est de classe C! sur Rt x R et globalement
lipschitzienne par rapport a la seconde variable. Cette équation rentre donc dans le cadre d’étude
avec d = 1. Soit (t,x) € RT x R. On résout I’équation des caractéristiques associée :

{X’(s) = s—X(s), seR"
X(t) = x

L’équation homogéne admet pour solution s € R* — Ae™*, A € R. Une solution particuliére est
donnée par s € RT — s — 1. Alors il existe A € R tel que, pour tout s € RT,

X(s;z,t)=Xe °+s—1.
On obtient finalement A = (z + 1 — t)e’. Finalement pour tout (s, z,t) € Rt x R x RT,
X(s;z,t) = (z+1—t)e 5 +5—1.
Finalement, par la question 4., I'unique solution de I’équation de transport est donnée par

u: (t,z) €ERT xR ug((z+1—t)e! — 1) €R.

. L’application a : (, (z,y)) € RT x R? = (—y,z) € R? est de classe C! sur Rt x R? et globalement
lipschitzienne par rapport a la seconde variable. Soit (¢, (z,y)) € Rt x R%. L’équation des
caractéristiques est donnée par :

{(Xl,Xg)’(s) = (—X»,X1)(s), seR*
(X1, Xo)(t) = (z,y)

On est alors amené a résoudre le systéme linéaire X'(s) = AX(s) ou A = <(1) _01> . Puisque

c’est un systéme a coefficients constants, la solution est donnée par, pour tout s € RT,

X(s; (z,y),t) = o704 <z> .



Comme A? = —I, on a, pour tout n € N,

A= (A" = (-1)", et AT =AT"A=(-1)"A.

Alors,

+o0 _ 2n+1
e(sft)A _ Z ( 1)( (5 t I + Z t)' A= COS(S — t)I2 + sin(s — t)A

n=0

Finalement, pour tout (s, (z,y),t) € Rt x R? x RT,

X(s;(z,y),t) = (cos(s — t)x — sin(s — t)y, sin(s — t)z + cos(s — t)y) .

Finalement, par la question 4., 'unique solution de I’équation de transport est donnée par

w: (L, (x,y)) € RT x R% = wug(cos(t)x + sin(t)y, — sin(t)x + cos(t)y) € R2.

Solution de I’exercice 4

1.(a)

L’équation différentielle que 'on considére est équivalente au probléme de Cauchy autonome

{y’(t) = fly(t) ;R R

y0) = gy T Ty e ayl—y)

Cette application est de classe C! sur R (car polynomiale), elle est donc localement lips-
chitzienne sur R. Par le théoréme de de Cauchy-Lipschitz local, cette équation admet une
unique solution maximale (I,y). Remarquons que les trajectoires constantes 0 et 1 sont
solutions de I’équation différentielle ¢ = ay(1 — y). Puisque yo €]0, 1], on a de méme, pour
tout t € I, y(t) €]0,1[. Ainsi, la solution maximale est bornée. Par théoréme de majoration
a priori, I'unique solution maximale est globale, i.e. I = R. On a de plus ’encadrement
suivant : pour tout t € R, 0 < y(t) < 1.

On remarque que 'unique solution globale de cette équation différentielle est

et

1+et

En effet, cette fonction est solution sur R. Par I'unicité donnée par la question 1.(a), c’est
I’unique solution globale.

y:teER—

Comme suggéré, on s’intéresse a la fonction f :y € [0,1] — y + ahy(1 —y) € R. C’est une
fonction polynomiale, elle est donc dérivable sur [0, 1] et pour tout y € [0, 1],

f'(y) =1+ ah(l —2y) =1+ ah — 2ahy.
On rappelle que h > 0 et « > 0. Ainsi, pour tout y € [0, 1],

1+ ah

!
flly) >0&y< 5ok

De plus,
1+ ah

2ah
ce qui est le cas. Ainsi f/(y) > 0 pour y € [0,1]. La fonction f est strictement croissante
sur [0,1]. On en déduit alors le tableau de variations suivant :

>1s ah <1,

Y 0 1

f'(y) +

7




Ainsi l'intervalle ]0, 1] est stable par la fonction f sous I'’hypothése ah < 1. Montrons
maintenant le résultat par récurrence sur n € [0, N] en remarquant que pour n € [0, N — 1],

Yy =y +ahy™ (1 —y") = f(y").

Initialisation : par hypothése y° = yo €]0,1[ donc la propriété est vraie au rang initial
n =0.

Hérédité : on suppose le résultat acquis pour un certain n € [0, N — 1]. Montrons-le au
rang n + 1. Par hypothése de récurrence, y™ €]0,1[. Or y"* = f(y™). De plus I'intervalle
10, 1[ est stable par f. Ainsi, y"*! €]0,1[. Ceci conclut.

2.(b) On reprend ’étude de la fonction f introduite a la question précédente. Dans le cas ou
ah > 1, f'(y) change de signe sur U'intervalle [0,1]. On a le tableau de variations suivant :

ah
y 0 L 1
f'() + 0 -
0 1
1
On pose alors 3% := +ah €]0, 1[. Ainsi,
2ah
2
1 o0y (1+ah)

De plus,
y' >14 (ah—1)?>0.

Puisque cette inégalité est vraie, le 4" considéré convient. Ce schéma ne respecte donc pas

la propriété : pour tout ¢ € R, y(t) €]0, 1[ exhibée & la question 1.(a) dés 'instant t; = £.

3. Montrons le lemme de Grénwall discret annoncé. Remarquons que, par ’hypothése, pour tout
k € N*,
Sk Sh—1 k-1
< + .
1+ K~ 1+K)1  (1+K)*

Alors, par I'inégalité précédente, on obtient pour tout n € N,

. " P . " n Zk Zk—l ZO
n _ + n__~  _ + n _ +
=0 K e = U K — <<1+K)k (1+K)k—1> (1+ K)9
k—1
L S(JI\{LK)IV |

Alors, pour tout n € N,

n
ESIEY S EDY
k=1

Mk—l L
m(1 +E) =1+ K"+ M (LK)
k=1

Avec un décalage d’indice dans la somme, on obtient le résultat annoncé.

4.(a) On montre par récurrence sur n € [0, N] que y™ est bien défini et est strictement positif.
Le résultat est acquis au rang n = 0 car y° = yp €]0,1]. Supposons que la propriété est
vraie au rang n € [0, N — 1]. Alors, la définition du schéma donne

=ay"(1 —y") & y" (1 +ahy") = y"(1 + ah)



Puisque y™ > 0 (par hypothése de récurrence), on a 1 4+ ahy™ > 1, et on peut diviser. Ainsi
y"*1 est bien uniquement définie et on a

n+1 — yn(l + Oéh)
14+ ahy™

Ceci montre le résultat par récurrence.
y(1+ ah)

1+ ahy
est une somme de deux quantités positives (dont 1'une l'est strictement), dérivable sur [0, 1]

comme quotient de telles fonctions, et pour tout y € [0, 1],

4.(b) On étudie la fonction f:y € [0,1] — . Elle est bien définie, car le dénominateur

(14 ah)(1 + ahy) —y(1 + ah)ah 1+ah

!
_ = 0.
) (11 ahy)? (1+ahy)? ~
On obtient alors le tableau de variations suivant :
Y 0 1
f'(y) +

1

f /

0

On en déduit que l'intervalle ]0, 1] est stable par f, indépendamment de la valeur de ah.
Puisque pour tout n € [0, N — 1], y"* = f(y™) et que y° €]0, 1], on obtient le résultat par
récurrence (comme dans la question 2.(a)).

4.(c) On effectue un développement de Taylor de y & 'ordre 2 (c’est possible puisque y € C*(R)
comme solution d’une EDO, et 3 = ay(l —y) € CY(R) donc y € C%(R)). Pour tout

n € [0, N —1],
2

h
y(thrl) = y(tn + h) = y(tn) + hy,(tn) + ?y”(gn)a
pour un certain &, €|t,,t, + h[. Alors, pour tout n € [0, N — 1],

n_ 1

2 2
R = (/)4 a6 ) = o)1 )+ anten) (1) + 5060

Ainsi, pour tout n € [0, N — 1],

R =y (tn) — ay(ta)(1 — y(tn)) +§y”(£n> +ay(tn) (hy’(tn> + h;y”(fn)) :
=0

En utilisant ’encadrement de y donné a la question 1.(a), on a, pour tout ¢ € R,

a

I <1 [y (0] =aly®) @ -y@)] < 7 h=T
Ainsi, ces inégalités donnent, pour tout n € [0, N — 1],
. 19"l £ (0.7) a
IR < | ————(1+aTl)+ - | h.
2 4
4.(d) Pour tout n € [0, N — 1], on a par définition,
n+l _ _n ult ., tn n+1 n
T e (1 (b)) gt = ) ) ST
)

—ay(t,) (1 = y(tns1)) + oy (1 — y(tns1)) + oy (Y(tnsa) — y™ )



Ainsi, on a pour tout n € [0, N — 1],

€n+1 —en yn-i-l n
- _ aen(l _ y(tn+1)) + aynenJrl — R" —

On obtient donc le résultat.

4.(e) On en déduit que, pour tout n € [0, N — 1],
"l =" 4 ahe™(1 — y(tni1)) — ahy™e™ ™ + hR".
Ainsi, pour tout n € [0, N — 1],
"N 1 + ahy™) = €™ [1 + ah(l — y(tai1))] + hR™.
Par la question 4.(b), y™ €]0, 1[. Alors 1 + ahy™ > 1. Par suite, pour tout n € [0, N — 1],
le" T < €™ (1 + ahy™) = |€" [1 + ah(1 — y(tnt1))] + hR"|.

Par I'inégalité triangulaire, on a pour tout n € [0, N — 1],

"™ < |e”| |1+ ah |l —y(tyi1)|| +h|R".
N———

<1

En utilisant & nouveau ’encadrement obtenu sur la solution en question 1.(a), on obtient
finalement pour tout n € [0, N — 1],

|| < le™| (1+ ah) + b |R].

Ceci conclut.

4.(f) La suite (€"),e[o,n] satisfait une inégalité de type Grénwall avec K = ah et M* = h|R¥|.
En appliquant le lemme démontré en Partie 3, on a, pour tout n € [0, NJ,

n—1
"] < (1 4+ K)™_e° +hZ)Rk‘(1+ah)”_1_"‘.
=0 k=0

Pour tout n € [0, N, pour tout k € [0,n — 1],

(1 +ah)n—1—k < (1 —I—Oéh)n_l < (1 +ah)N _ eNln(1+a%) < eaT,

en utilisant I'inégalité de convexité In(1 + z) < z pour z € RT. On en déduit donc en
utilisant le résultat de la question 4.(c) que, pour tout n € [0, NJ,

N—-1
max |e"| < he®T Ch = e*TCW2N = (CTeT) h.
nef0,N] | ‘ - kz() ( )

Ceci conclut.

Bonus :

T=5
y _0=1/2

def solution (t):
return exp(t)/(1+exp(t))

def schema(T,y O,N):
h=T /N



0
or k in range(1,N+1):
y=y*(1+h)/(1+hxy)
t+=h
Y. append(y)
return Y

liste  N=range(10,2010,10)
Err=||
for N in liste N:
liste T=linspace (0,T,N+1)
Erreur=array (schema(T,y O,N))—(solution (liste T))
Err.append (max(abs(Erreur)))
plot (log (liste N),log(Err))
xlabel ("Nombre_de_points_N, _en_echelle_logarithmique ”)
ylabel (’Erreur_en_norme_infinie ,_en_echelle_logarithmique )
title ("Illustration_de_l’ordre_de_convergence_de_la_methode")
show ()
(a,b)=polyfit (log(liste N), log(Err), 1)
print (a)

Python renvoie la valeur suivante : -0.9874904696094321. On retrouve 'ordre 1 démontré en question
4.(f). Le graphique obtenu est le suivant :

[llustration de I'ordre de convergence de la méthode

| | | | |
~ [o)] wu L) W
1 1 I 1 1

Erreur en norme infinie, en échelle logarithmique

|
o]
1

3 4 5 6 7
Nombre de points N, en échelle logarithmique



