EQUATIONS DIFFERENTIELLES 2

Feuille 2

EXERCICE 1

1. 1 est clair que la fonction f : I?txxl;{ : :2 est de classe C!(R?), donc continue et loca-

lement lipschitzienne par rapport a la seconde variable. Le théoreme de Cauchy-Lipschitz
s’applique, le probléme posé admet donc une unique solution maximale définie sur un in-
tervalle ouvert I, contenant 2.

Brouillon : si y ne s’annule pas, on peut résoudre par variables séparées :

v _
y2(t)
Ainsi,
! + Lo_ t—2
y(@)  y(2)
Ainsi,
()=
y(t) =—+-
Cette fonction est définie sur | — oo; 0 ou sur |0; +oo[. Il faut choisir I'intervalle qui contient
to = 2.
On considere
(=3
y - t 9
définie sur ]0; 4+o00[. Elle est clairement solution du probléme de Cauchy. Est-ce la solution
maximale ? Puisque 1im+y(t) = —o00, on ne peut la prolonger.
xz—0
2. La fonction f : R(: ;)* : Fj est de classe C'(R x R% ), donc continue et localement lip-
’ T

schitzienne par rapport a la seconde variable. Le théoreme de Cauchy-Lipschitz s’applique,
le probleme posé admet donc une unique solution maximale définie sur un intervalle ouvert
I, contenant 0. Il est clair qu’une telle solution ne peut s’annuler. Puisque y(0) > 1, y est
positive.

Brouillon : on peut a nouveau résoudre par variables séparées :

Y (Oy(t) = 1.

Ainsi,
1, 1
() =t + =
S () =1+
Ainsi,
y(t) = V2t + 1
Cette fonction est définie sur [—1; 400 et dérivable sur | — 3;+oo].
On considere
y(t) = V2t + 1,
sur ] — 4;4oc[. Elle est clairement solution du probléme de Cauchy. Est-ce la solution

maximale ? Puisque lim y(¢) =0, lim y'(t) = 400, on ne peut la prolonger.
- -

R xR R
3. On raisonne toujours de la méme facon : la fonction f : ( txa:) : 14 22 est de classe

C*(R?), donc le théoréme de Cauchy-Lipschitz s’applique, le probléme posé admet donc une
unique solution maximale définie sur un intervalle ouvert I, contenant 1.



Brouillon : on peut a nouveau résoudre par variables séparées :

ye
L+y2(t)
Ainsi,
arctan(y(t)) — g —t1
Donc,
7r
y(t) = tan (Z +t— 1) .

Cette expression est valable pourvu que t €] — ?jf +1; 5 +1[
On considere
Y
y(t) :tan(z —l—t—l),

définie sur | — 3% + 1; = + 1[. Elle est clairement solution du probléme de Cauchy. Est-ce la
solution maximale ? Oui, car la solution explose aux bornes de son intervalle de définition.

Rappels 1 (Lemme de Gronwall)

Soient I un intervalle de R, f, g, u trois fonctions continues, a valeurs positives. Soit to € I. On
suppose que, pour tout t € I,

Alors, pour tout t € I,

/st g(o)do

u(t) < f(t) +

to

F(s)g(s) exp (

)ds .
EXERCICE 2
1. Pour t € I, on définit u(t) := ||z1(t) — z2(t)|| . Alors, pour tout ¢ € I,

u@zzﬁfﬁ+l<ﬂ@f@@mh

Ainsi

o) < Juf =]+ | [ @h66) - st matomas] +

Les deux termes extrémaux se majorent par définition d’une e—solution approchée. Le terme
central, lui, se gére par k—lipschitzianité de f. Ainsi,
t
/ ku(s)ds
0

/(f(svxl(S))*f(syﬂfz(S)))dS /(f(safz(S))*m’z(S))dS :
0 0

"

u(t) < Hx(l) - :E(Q)H +(e1+e2)t+

Le lemme de Gronwall fournit : pour tout ¢ € I,

u(t) < |28 — 29| + (e1 +e2) t +

)

t
/ (|| = 28| + (e1 + &2) ) keF(t=2)ds
0




i.e. pour tout t € I NRT,
t t
u(t) < Hm? - :c3|| + (g1 4 €2) t + ket Hw(l) - x(Q)H / e "ds 4 ket (e + 52)/ seheds.
0 0
A Tl'aide d’une intégration par parties, on obtient :
. 1—ekt
u(t) < |[=f - ;L-g}|+(51 + £g) te? HL? — 18“ (1- ef“)—i—ekt (€1 +¢e2) 7 te M) .
Finalement,
kt _ 1

k
Ceci montre le résultat. On traite de la méme maniere le casout € I NR™.

u(t) < e |29 — 29| + (1 + €2)

2. Sie; = e =0, on traite le cas de solution exactes. On obtient alors : pour tout ¢ € I,
lz1(8) — 22 ()] < e [|2F — a3
Il s’agit de la dépendance continue en la donnée initiale, dans le cas globalement lipschitzien.

EXERCICE 3 Puisque f est localement lipschitzienne, et que I’équation est autonome, le probléme
de Cauchy admet une unique solution maximale définie sur un intervalle ouvert I =|T, T, conte-
nant 0. On suppose 71 < 72 (nullement restrictif) et on note T'= 75 — 7. On veut montrer que y
est T-périodique. Supposons par 1’absurde que T, > —oo. On considére la fonction :

y:t €Dy =T, —T;T" —Tl— x(t+T),
Il est clair que y est solution du probléeme de Cauchy (on a bien 7 € D,) :

{Z’(t) = f(2(1))
z(m1) = z(m)

)

puisque z(71) = z(72). La fonction = est également solution. Par unicité dans le théoréme de
Cauchy-Lipschitz, = et y coincident sur 'intersection |T, — T;T* — T[N =|T,; T* — T7.
a. Premiére fagon de conclure : on prolonge la solution maximale. On considére :

e e D) site (DT

Le calcul précédent montre que X est dérivable. On vérifie facilement qu’elle est solution du
probléme de Cauchy. On a donc strictement prolongé la solution maximale : c’est impossible.
Ainsi, Ty, = —oo.

b. Utilisation du théoréme des bouts : Puisque que T, > —oo, le théoreme des bouts donne :
111;1+ lz(®)|| = +oo. Alors, puisque, pour tout t €]T, Ty — T, z(t) = y(t), on obtient alors :
t—T;
[l = lly@)l —T>+ ly(T)| . Ceci fournit une contradiction.

t—T;

De la méme facon, T* = +o0. En répétant ’argument précédent avec I = R, on obtient, pour tout
teR:
Xt+T)=X(t).
La fonction X, unique solution globale du probleme de Cauchy est T—périodique.
EXERCICE 4

1. On travaille avec une équation différentielle scalaire d’ordre 2 : on la vectorise afin d’obtenir

une équation différentielle vectorielle d’ordre 1. On introduit le vecteur : X (t) = <j,((?)>

Alors, X est solution du probléeme de Cauchy :

X'(t) = (q(ﬁ)gt)) — P X()

w0~ ()



ou
RxR2 — R2

Tl s (i o)

2. Tl est clair que la fonction F' est continue (car ¢ I'est) et est globalement Lipschitzienne par
rapport a la seconde variable : pour tout X,Y € R, pour tout t € R,

1E(t, X) = F(t, V)| < C(llallo) X = Y-

Le théoreme de Cauchy-Lipschitz s’applique et PEDO admet une unique solution globale,
notée x.

3. On remarque que l'unique solution globale x vérifie aussi la formulation intégrale du pro-
bléeme de Cauchy (une solution classique est aussi une solution douce (mild)). Soit n € N,
et t €R,

s =201 = | (3) + [ #xatnas— () - [ Fesatenas

Par k-lipschitziannité de F' (observée en question 2), il vient :

[Xnia(t) —2(B)] < /O k([ Xn(s) —2(s)l|ds

Ainsi, il vient, pour tout o > 0,

[ X1 — x”Lw(foz,a) < ko || Xn — x”LOC(fa,a) :
Finalement, il vient, pour tout n € N,

[ Xn = @l Lo (—asa) < (k)™ [ Xo = 2/l oo (— g0 -
Ainsi, pour 0 < a < %, on obtient le résultat.

EXERCICE 5 [Théoréme d’Osgood] On doit montrer que les deux solutions coincident. On raisonne
par 'absurde et on suppose qu’il existe t* € T tel que x1(t*) = 22(t*) (on suppose t* > tg, ce n’est
aucunement restrictif). On introduit v(t) := ||z1(t) — 22(¢)||. On souhaite dériver cette fonction :
il faut donc travailler sur un intervalle sur lequel la fonction ne s’annule pas. C’est ce qui nous
motive & introduire les données suivantes : puisque v(t*) # 0, par continuité de la fonction, il existe
t1,t2 € I avec t1 < tg, et pour tout ¢ € [t1, ta], v(t) # 0. Or v(tp) = 0, on a donc ty < ¢1. Soit

To=1inf{t <t2, Vse€|[t;ta], wv(s)#0}.

Cette quantité est bien définie car, ’ensemble est minoré par ¢, et non vide (contient t;). Alors,
ona:
a. Vit €]7, 2], v(t) # 0. Si ce n'est pas le cas, alors, il existe ¢ €|, L[ tel que v(t) = 0. Puisque
7 < t, ce n’est pas un minorant, donc il existe 7 < s < ¢, tel que, pour tout u € [s; ],
v(u) # 0. Prendre v = ¢ fournit une contradiction.
b. v(7) = 0. Si ce n’est pas le cas, on construit par continuité de v un voisinage ouvert de 7
sur lequel v ne s’annule pas. Dans ce cas, on contredit la minimalité de 7.

Alors, pour tout t €], ts],

Par Cauchy-Schwarz,



Par suite, pour tout ¢ €]7,ts] (les hypotheses sur la fonction w permette de diviser),

(Fov)(t) =

Y do
avec F(u) := / ﬁ Alors, pour tout € > 0, on obtient en intégrant :
1 wWl\O

vit2) 4o
/ —— < T—1t2—¢.
v(T+e) W(J)

On obtient une contradiction en faisant tendre e vers 0. Ainsi, v = 0. Les deux solutions sons
égales.
EXERCICE 6

1. 1l suffit de vérifier que ces fonctions sont solutions de 'EDO : pour tout ¢ €]a, +00],

— )2
u(t) = L0

t— t—
Alors, y'(t) = Ta et /]y(t)] = | 5 a|. Il est facile de remarquer que la solution nulle

est également solution. Puisque e > 0, la condition initiale est également respectée. Il faut
finalement s’intéresser a la régularité de y :

. . (t—a)? _

Al = Im g yle™),
et .

lim y/(t) = lim —— =0=y/(a").

dmy= = vie)

2. On sait que f(xp) # 0. Par continuité, il existe £ > 0 tel que, pour tout = €]xg — €;x + €,
f ne s’annule pas. On peut supposer (aucunement restrictif que f > 0). On introduit alors
ode
F:ze(xg—¢e,20+¢)—~ —
o J(1)
Par le théoreme fondamental de ’analyse, cette fonction est C!.
Brouillon : si 2 est une solution locale (existe par le théoreme de Cauchy-Arzela-Peano),
tant que x(t) € (xg — ;20 + €)

Donc,
F(z(t)) =t + F(x) =t.

De plus, pour F est continue et strictement monotone (dérivée strictement positive),
x(t) = F~1(t).

On a donc une formule : la solution est bien unique. Analyse : soit 2 une solution locale
de I'équation différentielle (qui existe, en vertu du théoréme de Cauchy-Arzela-Peano). On
considére le plus grand intervalle, | Ty; T*[ sur lequel x prend ses valeurs dans (zg—¢; 29 +¢).
On peut par exemple introduire :

T* =sup{t >0, Vsel0;t], xz(s)€ (xg—eg;az0+¢)}.

Sur cette intervalle, ce qui a été fait sur le brouillon est correct, ainsi, on obtient une formule
pour x. Il faut que celle-ci convienne sur un intervalle fixe, I, indépendant de la solution,
par exemple I = (F(xg —¢); F(xg +¢€)). Clest clair que I C|T,;T™[.

Synthese : on vérifie aisément que cette fonction est bien définie sur I, et est solution locale.



3.a. La fonction f est bien définie et continue : soient ¢ > 0, (u,v) € c¢o(N)? telles que [|u — v]| <
§ := €2, Alors, pour tout n € N,
Si v/|tun| + /|| < e, alors, |f(u,) — f(vn)] < € par inégalité triangulaire. Sinon,

lnl = fonll vl

V0tnl +/lval = V]un| +y/lva] —

3.b. Si (I,y) est solution du probléme de Cauchy, alors :

| (un) = f(on)] <

1
Vie I,VneN, y,(t)=+/|y.(t)| + —— > 0.

n+1

Donc, pour tout t € I NRYL, y,(t) > y,(0) = 0. Ainsi,

VneN,YEE TR, h(t) = /yn()] = \/ya(t),

i.e.
Vn e N,Vt € INRY, yu(t) = 4t% > 0.

Ainsi, y,(t) ¢ co(N). Ceci est impossible.

EXERCICE 7 Toute fonction impaire est nulle en 0. De plus, il existe une unique solution globale
au probleme de Cauchy considéré, vérifiant y(0) = 0. Ceci montre 'unicité. Pour 'existence, on
considére y Punique solution associée & la condition initiale y(0) = 0. On note z : t € R — —y(—t).
Montrons que z vérifie le méme probléme de Cauchy. Elle admet la méme condition initiale en 0.
De plus, pour tout t € R,

Z(t) =y'(=t) = —a(=t)y(=t) + b(=t) = a(t)y(—t) + b(t) = —a(t)=(t) + b().

On conclut par I'unicité dans le théoreme de Cauchy-Lipschitz.

EXERCICE 8 Soit y une solution non nulle de I’équation différentielle scalaire d’ordre n considéré.
Soit ty un zéro de y; montrons qu’il est isolé. Puisque 1’équation est a coefficients continus, il
existe une unique solution globale (Cauchy-Lipschitz & I’équation vectorisée). La fonction nulle
est solution de P’équation, avec condition initiale y(*) (to) = 0, pour 0 < k < n — 1. Puisque y
est non nulle, d’apres I'unicité du théoréme de Cauchy-Lipschitz, il existe 1 < k < n — 1 tel que
y ) (ty) # 0. Soit p le plus petit des entiers k vérifiant cette propriété. Alors, d’apres la formule de
Taylor-Young, au voisinage de ¢y, on a

(p)

Yy (tO) p
u) v, ).
Ainsi, la fonction ne s’annule pas dans un voisinage épointé de tg.

EXERCICE 9 On utilise I'unicité du théoréme de Cauchy-Lipschitz : on suppose par I'absurde qu’il
existe t € R tel que f(t) > g(t). Alors, par le théoréme de valeurs intermédiaires, il existe t* € R,
tel que f(t*) = g(t*). Alors, f et g sont deux solutions du méme probléme de Cauchy :

{ y/ = F(tvy)
y(*) = ft7) -

Par unicité (F est C!, donc continue et localement lipschitzienne par rapport & la seconde variable),
on obtient f = g. Ainsi, f(tg) = g(to). C’est impossible. Par suite,

VieR, f(t) < g(t).



