Solution des questions de cours

1. II suffit que F soit localement lipschitzienne.

2. On dit que F est globalement lipschitzienne par rapport a la seconde variable s’il existe k > 0 tel que
pour tout ¢ € R, pour tout (x,y) € (Rd)Q,

[F(tz) = F(ty)ll < kllz—yl.

3. Dans le cas ou la fonction est globalement lipschitzienne par rapport a la seconde variable, le théoréme de
Cauchy-Lipschitz assure l’existence d’une unique solution globale, i.e. définie sur R.

4. 11 suffit que F soit de classe C*~1.

5. 11 s’agit d’une application du lemme de Grénwall. On utilise la formulation intégrale de I’équation
différentielle. En notant L la constante de lipschitziannité, on a : pour tout ¢ réel,

1 X1(t) — Xa2(t)|| = HXOJ + /0 F(s,X1(s))ds — Xo.2 —l—/o F(s,X2(s))ds

Ainsi, pour tout t réel,

t
[X1(t) = Xo(®)[| < [[Xo,1 — Xoz2ll + ‘/ L||X1(s) — Xa(s)[|ds
0

En appliquant le lemme de de Gronwall, il vient : pour tout ¢ réel,

1X1(t) — X2(8)]| < [ Xo,1 — Xo,2| "V,

Solution de l’exercice 1

1. Nous proposons deux solutions afin de calculer ’exponentielle matricielle :

1 1 1
(a) Calcul direct de la somme : on remarque que A2 = [ =3 —3 —3]. C’est une matrice de rang 1.
3 3 3
Ainsi, pour tout n > 1, A?" = tr(4%2)"" 1A = A. De plus, on remarque que A% = —A2. Ainsi, on
1 1 1
déduit de ces deux calculs que pour tout n > 2, A" = (—1)" [ =3 —3 —3|. Ainsi, pour tout ¢
3 3 3

réel,

foo n
e“‘=13+tA+Z&A2=13+tA+(e—t—1+t)A2.

n!

k=2
On obtient alors :
e P+ 3t e t—143t et —142¢
= -3¢ t"+3-3t —3et—-3t+4 —3et—2t+3
3e t -3 37t -3 3t —2

(b) Réduction : on calcule le polyndme caractéristique de A. On a :

X-2 -2 -1 X -2 -1 1 -2 1
xaX)=| 0 X -1 — X X -1 - Xlo x-2 -2
3 3 X439 g 3 xgg|lethitl2 g 3 x .43

X =x K72 72 X (X—2)(X43)+6) = XXX +1)

Xald) = 3 X437 = :

On remarque immédiatement que rg(A) = 2 (puisque 0 est valeur propre de A, et qu’elle n’est pas
de rang 1). Ainsi, la valeur propre 0 est défective, et la matrice n’est pas diagonalisable. On la met
sous forme de Jordan. Par calcul direct, on obtient :

1 1 1 -1
ker(A) =R [ =1 | ker(A?) = Vect -11,10 , ker(A+1I3) =R | 3
0 0 -1 -3



-1 1 1 -1 0 0
Onpose P= |3 —1 0 |. Alors, on obtient P"'AP = | 0 0 1|. Par suite, !4 =
-3 0 -1 0 0 0
et 00 -1 -1 -1
Pl 0 1 t|P ' AvecP '=[-3 —4 —3|, on retrouve le résultat annoncé.
0 01 3 3 2
xr
2. Les points stationnaires de I’équation différentielle sont ker(A) = —z |,z €R
0

3. Puisqu’il s’agit d’un systéme linéaire & coefficients constants, tous les points d’équilibre sont de méme
nature. On remarque que o(A) = {0, —1}. Puisque 0 est une valeur propre défective, les critéres de Routh
assurent que le point est instable (il y a un bloc de Jordan).

et +t+1
4. L'unique solution de I'équation différentielle est donnée par Y (t) = 4V (0) = [ —3e~t —¢
3emt—1

Solution de ’exercice 2

1. On remarque que : pour tout x > 0,

7' (z) — ) _ 7 () = —92% & —92? = —a?a?.
T

Ceci valant pour tout x réel strictement positif, et comme o > 0, on obtient o = 3.

2. 11 s’agit d’une équation de Ricatti. On pose : y = u + @, et

V(@) — Y 2y = 002 i (0) 1 (0) - 2 (ut ) (@) — (ut 5 (@) = —9a2.

X €T

Puisque g est solution, il vient :

i.e.
1
' (z) — u(x) ( + 6£E> —u?(x) = 0.
T
On doit maintenant résoudre 1’équation de Bernoulli associée :
u' () 1 1
— — 6 -
() ( " x) ula)

Plus précisement, on introduit comme suggéré z(x) = —

, et on obtient :
u(z)

2 (x) + <316 + 6x> z(z) = 1.

3. On résout 'équation linéaire d’ordre 1 a coeflicients continus sur ]0, +00[. On remarque que les solutions
—32?

de I’équation homogeéne sont les z +— A . On utilise la méthode de variation de la constante afin de

2
e—3x

déteminer une solution particuliére, on la cherche sous la forme yo(z) = A(x) . On obtient alors

T
1 .2

Az) = /:ce“zdx =

1
Ainsi, yo(z) = 6 En conclusion,
x

— 32
S:{xHM,)\ER}.
6x



4. On définit F : (z,y) €]0, +00[XR > LA y* — 922, Elle est C!, donc continue et localement lipschitzienne
x

par rapport & la seconde variable. On a vu que § était solution sur ]0,4o00[. Si on considére y une

autre solution sur ]0, +oc[, alors, pour tout = > 0, y(z) # y(z) (par unicité dans le théoréme de Cauchy-
1 de32" 41
Lipshcitz), on peut donc poser z comme avant, et on obtient — = — + ,avec A € R.
y(x) — y(z) 6
11 faut que cette quantité ne s’annule pas sur |0; +oo], c’est-a-dire A > —1. Réciproquement, de telles
fonctions sont de classe C! et sont solutions. On obtient alors :

6z

Solution de I’exercice 3

1. On définit
R? — R?
F: .
XxX,v,72) » (r(Y -X),-XZ+rX-Y, XY —2)
Alors, le probléme de Cauchy est équivalent & X' = F(X), avec X (0) = (Xo, Yo, Zp). Puisque F est de
classe C!, elle est localement lipschitzienne et le théoréme de Cauchy-lipschitz assure I'existence d’une
unique solution maximale définie sur un intervalle ouvert |7~, 7|, contenant 0.

2. On définit pour X,Y €R, fxy : Z € R ||(X,Y,Z)|* = (r +1)Z. On remarque que :
¥Z ER, fxy(Z) =27 — (r+1).

r+1
Ainsi, pour tout Z > i

sona: fiyy(Z) > 0. En particulier, fx y est strictement croissante, et :

1
VZ>r+1> % fxy(Z)> fxy(r+1)=X>+Y%>0.

Ainsi, pour tout Z >r+ 1, on a:
(r+1)Z < [|(X,Y,2)]*.

Puisque l'inégalité est trivialement vraie pour Z négatif, on obtient donc l'inégalité pour tout |Z| > r + 1.
Ainsi, en dehors de la boule de rayon Ry = r + 1, 'inégalité est vraie.

3. Pour tout (X,Y,Z) € R3,
2X

r(Y — X)
(VV,F)(X7Y,Z):< o N -XZ+rx-v >
27— (r+1)) XY=z

(VV,F)(X,Y,Z) = 2X(Y — X) +2Y (=X Z +rX = Y) +2(Z — (r + 1))(XY — 2).
(VV,F)(X,Y,2) =2(2Z(r+1) - |(X,Y, 2)|*) <0
en dehors d’une boule par la question précédente.

4. Par 'absurde, supposons qu’il existe un temps #; € [0, 77 tel que

V(X (t1),Y(t1),Z(t1)) > m:= sup V + 1.
B(0,R)
On introduit alors 7 = inf {t € [0, TF[, V(X (¢),Y (), Z(t)) > m} . Il est bien défini, puisque, par hypothése,
il s’agit de infimum d’un ensemble non vide (contenant ¢;), minoré par 0. De plus, 7 > 0. En effet :
puisque R > ||(Xo, Yo, Zo)||, alors :

1
V(X(0),Y(0),2(0)) < sup V < sup V + .
B(0,R) B(0,R) 2

Alors, par continuité de V' et de la solution, il existe n > 0 tel que pour tout ¢ € [0,7n], V(X (¢),Y (1), Z(t)) <

sup V+%<m,et7277>0.
B(0,R)

De plus, V(X(7),Y (1), Z(7)) = m. Enfin, pour £ > 0, assez petit (pour que cela soit bien défini)

V(X(r—e),Y(r—e),Z(t—¢)) =V(X(7),Y(1), Z(7)) — e(VV,F}(X(7),Y (1), Z(T)) + o(e).



Puisque V(X(7),Y(7),Z(1)) = BS(EI;%)V + 1, nécessairement ||(X(7),Y(7),Z(7))|| > R > Ry. Par la
question précédente, (VV, F)(X (1), i’(r), Z(1)) < 0. Alors :
V(X(r—e),Y(r—¢),Z(t —¢)) =m—e(VV,F)(X(1),Y(7), Z(1)) +o(e) > m

>0

pour € > 0 assez petit. Ceci contredit la minimalité de I'infimum.

5. On sait donc que pour tout t € [0, 7],
0<V(X(t),Y(t),Z(t) <m, e (X(t),Y(t),Z()cVL(0,m]) = K.

L’ensemble K est fermé, comme image réciproque d’un fermé par une application continue. Puisque V
est coercive, K est borné : en effet, sinon 3(x,)nen € KN tel que ||z, || > n. Ainsi, ||z, || 7, oo Vv
n—-+0o0
étant coercive, V() —+> +00, ce qui est impossible, car pour tout entier naturel n, V(x,) < m. Ainsi,
n—-+oo

K est fermé et borné en dimension finie, donc compact. Les solutions sont donc bornées. Par théoréme de
sortie de tout compact, on obtient 7T = 4o0.

Solution de I’exercice 4

1. En vectorisant, on se raméne a un systéme différentiel homogéne d’ordre 1 en dimension 2, & coefficients
continus, donc les solutions sont globales, et forment un espace vectoriel de dimension 2. Par suite, pour
tout x réel,

yumymn+[f%QMt

Puisque y; est solution de 1’équation différentielle, on conclut. Par hypothése, y; est bornée sur R, et
e~ étant intégrable sur RT, c’est le cas pour t — e~ ty; (). Ainsi, y] admet une limite en +oo.

2. Supposons que cette limite, notée [, est strictement positive. Alors, il existe A > 0 tel que pour tout
t> A, yi(t) >1/2. Ainsi,

¥t = A, yi(t) 2 5i(A) +1/2(t = A) oo,

Ceci contredit le caractére borné de y;. Idem si I < 0. Nécessairement, [ = 0.

3. La formule de Liouville fournit

S (yn,2)(6) = (AW (31, 2) (1) = 0.

4. On sait que W(y1,y2) est constant : il existe C' > 0 tel que pour tout ¢ € R,

y1 ()5 (t) — y2(t)y (1) = C.

Puisque y; et yo sont des solutions bornées, par la question 2, lim yj(¢) = lim y5(¢) = 0. Comme y; et
t——+oo t——+o0

y2 sont bornées, on obtient C' = 0. Le wronskien est nul.

5. L’ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension 2. Puisque deux solutions bornées sur R
sont nécessairement liées, il existe une solution non bornée sur RY.



