Solution de ’exercice 1

1.

Raisonnons par I'absurde : on suppose qu’il existe t € I tel que ¢(t) > 1(t). Puisque
#(a) < 9¥(a), le théoréme des valeurs intermédiaires assure qu’il existe t* € I tel que
o(t*) = 1(t*). Ainsi, ¢ et ¢ sont solutions du méme probléme de Cauchy,

{ y = f(ty)
y(t*) = o(t)

et comme f vérifie les hypothéses du théoréme de Cauchy-Lipschitz local (& savoir continue
et localement lipschitzienne par rapport a la seconde variable), on peut 'appliquer et il
y a unicité de la solution. Ainsi, ¢ = ¢. L’évaluation de cette égalité en a fournit une
contradiction. Par suite, pour tout ¢t € I, ¢(t) < 1(t).

C’est clair : ce sont des fonctions constantes, donc de dérivée nulle. De plus, puisque
pour tout réel t, f(t,0) = f(t,1) = 0, on obtient le résultat.

Soit x¢ € (0,1). L’application f est continue et localement lipschitzienne par rapport a la
seconde variable. Ainsi, le théoréme de Cauchy-Lipschitz local assure que le probléme de
Cauchy suivant admet une unique solution (J, z), avec J un intervalle ouvert de R, qui

contient 0,
¥ = ft o)
z(0) = xo

Par la question 2.(a), la fonction nulle est solution du probléme de Cauchy sur .J (car
c’est la restriction d’une solution sur R). De plus = est une autre solution du probléme
de Cauchy sur J, qui vérifie 0 < 2o = x(0). On peut alors appliquer la question 1 et en
déduire que pour tout ¢t € J, 0 < z(¢). En raisonnant de méme avec la solution constante
égale a 1, on trouve l'inégalité demandée, i.e. pour tout t € J, 0 < z(t) < 1.

On note J = (T, T"), avec —co < T~ < 0 < T" < 400. On raisonne par ’absurde en
supposant que T < +o00. Alors, le théoréme de sortie de tout compact affirme que :

lim ||z(t)]| = +oc.
t—(T+)~

Ceci contredit I'inégalité obtenue & la question précédente. Par suite, Tt = +o00. De
méme, on montre que T~ = —oo. Par suite, J = R.

Solution de ’exercice 2

1.(a)

1.(b)

Soit & > 0. On sait que, pour tout x,y €|a; 00|, par I'inégalité des acroissements finis,
il existe z,, €]a;+o0[ tel que
VY~ VT 1 1
= < .
y—x 2/ Zey 2V

Alors, la fonction racine est k(a) := #a—lipschitzienne sur Jo; +00.

On suppose que x — /x est localement lipschitzienne sur [0; +o00[. Alors, pour tout
xg € [0; +o0], il existe V,, C [0; +o00[, et L(xg) > 0 tel que, pour tout z,y € V,,,

Vo =yl < Lizo)|x — yl.



2.(c)

En particulier, pour xy = 0, il existe Vj, un ouvert (a droite) de 0 dans R™, tel que, pour
tout z,y € Wy,

[V =yl < L(0)]z —y.

Soit r > 0 tel que [0;7] C V,. Alors, pour tout = € [0;7] (avec y = 0),

Va < L(0)z.

Donc, pour tout x €]0; 7],
1
L(0)

Ceci est impossible, et montre le résultat.

< V.

Les hypotheses du théoréme de Cauchy-Lipschitz ne sont pas vérifiées, puisque la fonction
n’est pas continue en temps en 1. En effet, pour tout y €]a; +ool,

0 = lim ()5 # lim E(t)/5 = i

Il convient de remarquer que, puisque I = [0, 1], le champs de vecteurs est nul. Il est donc
continue et localement lipschitzien et vérifie les hypothéses d’application du théoréme de
Cauchy-Lipschitz.

I convient de remarquer que, puisque I = [n,n + 1[, le champs de vecteurs est :
fi(ty) el xUw—nyyeR.

I1 est donc continue et localement lipschitzien par rapport a la seconde variable (par la
question 1.(a)). Les hypothéses du théoréme de Cauchy-Lipschitz sont donc vérifiées.

Solution de 'exercice 3

1.

On vectorise le systéme différentiel pour se ramener au cadre d’application du théoréme

de Cauchy-Lipschitz. On pose X = <?‘j) . Le systéme différentiel est alors équivalent a

{ X' = f(t,X)
X(0) = t(fo,yo)

avec
Iy RxR? — R?
“(t (z,y) = (Br—4y+cos(x)) — 1,20 — 3y + cos(x) — 1) | °
Il convient de remarquer que la fonction f est continue et globalement lipschitzienne par
rapport a la seconde variable. En effet, pour tout ¢ € R, (z,y), («/,y) € R?,

1f(E () = fE (2 )l = [3(z = 2') = 4(y — ¢/) + cos(x) — cos(a)|+
12(z — 2') — 3(y — y) + cos(x) — cos(z')|.

Puisque la fonction cos est 1—lipschitzienne, (car inégalité des accroissements finis, en
remarquant que [[cos’|| r = ||—sin| g = 1), il vient :

1f(t, (z,9) — f(& (@ )L < 4o — 2|+ 4y —y'| + 3z — 2| + 3]y — ¥/,
1.€.
1£(t, (z,y)) — f(& ()L < Tl (zy) = @y

Ainsi, on peut appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz, on en déduit que le probléme
de Cauchy admet une unique solution globale.



2. L’équation différentielle est autonome. De plus, pour tout =,y € R,

3x —4y +cos(z)—1 = 0

f($,3/>_OR2<:>{ 20 — 3y +cos(x)—1 = 0

r =y B
< { cos(z) = x+1 (L & Lo = L)
On pose g: x € R+— x+ 1 — cos(x). Elle est dérivable sur R, et pour tout = réel,

¢ (z) =1+sin(z) >0,

70
et s’annule sur / = {—5 +2kmw, k€ Z} . Puisque [ est d’intérieur vide, g est strictement

croissante sur R. Ainsi, elle est bijective de R sur g(R) = R. Par suite, I’équation g(x) = 0
admet une unique solution. Puisque 0 est solution, c’est 'unique solution. Alors,

f(z,y) =Ore & {jj =0

= x
Ceci montre que (0,0) est I'unique point d’équilibre du systéme différentiel.
3. On remarque que :
3 —4
Jac(f)(0,0) = (2 _3> = A.

Ainsi, y4(X)=X?—-1= (X —1)(X + 1). Par conséquent, A admet 1 > 0 pour valeur
propre. Par le théoréme de linéarisation de Lyapounov, le point d’équilibre (0,0) est
instable.

Solution de 'exercice 4

1. On vectorise I’équation pour se ramener a une équation différentielle vectorielle d’ordre 1.

On pose Y = y, . Alors ’équation est équivalente & :
Yy

Y = A{)Y

Y(0) = (z(l’)

). Ce probléeme de Cauchy est donc d’un systéeme linéaire,

0 1
—q(t) 0
a coefficients continus (par hypothése). Par le cours, cette équation admet une unique
solution globale.

avecA:tERl—>(

2. Par le théoréme fondamental de I'analyse, V' est dérivable. Ainsi, on peut dériver cette
quantité, et, pour tout ¢ € R,

% (%3/2 + V) ) =y ®)y" ) +q)y)y'(t) =y (t) (V') + q)y(t)) = 0,

puisque ¥y est solution de 'EDO.

3. Par la question précédente, pour tout réel t,

1, 1

V() + 5920 = V(0) +

Ainsi,

Ceci montre que V' est borné supérieurement.



4. On sait que, pour tout ¢ € R, par intégration par parties,

Ainsi, on obtient :

FA09°(0) = 500570 = 5 [ )P+ V).

Par suite, en utilisant I'inégalité de la question précédente, il vient :

1 1 1 [,
SO0 < 50008 + 58+ 5 [ do)s
0

1 1
5. On note C' = 5(](0)3/3 + §yf Alors, I'inégalité de la question précédente s’écrit :

Ja0 <0+ [T (L) as

Remarquons que l'on peut diviser par g, car q est supposée a valeurs dans R’ . Ainsi,
comme q est croissante, ¢ > 0, et on peut appliquer le lemme de Gronwall & des fonctions
continues et positives pour obtenir, pour tout t € RT,

%q(t)y%t) < Cexp (/Ot ‘é((j; ds) — Cexp (m ‘%D - O%-

Ainsi, puique ¢ est a valeurs strictement positives, on peut diviser par cette quantité sans
changer le sens de I'inégalité et obtenir, pour tout réel positif ¢,

2C
2
y(t) < —.
= q(0)
. ) . 200 . . ,
Ceci montre que, pour tout réel positif ¢, |y(t)] < / ——=. Ainsi, y est bornée sur RT.

q(0)



