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INTRODUCTION

N théorie du contrdle, la controlabilité désigne la capacité d’un systeme a atteindre
un état désiré en manipulant des variables, appelées controles. Ce concept s’ap-
plique aussi bien aux équations différentielles ordinaires (EDO) qu’aux équations

aux dérivées partielles (EDP), qui modélisent des phénomeénes dynamiques dans des contextes
variés. Dans le domaine de la physique, la capacité de controler un systeme dynamique est es-
sentielle pour des technologies comme les fusées ou les satellites, ot des controles précis doivent
étre appliqués pour ajuster la trajectoire ou stabiliser la position du véhicule dans ’espace. En
biologie et en médecine, les systemes physiologiques peuvent également étre modélisés par des
EDO ou des EDP. Par exemple, les modeles de croissance tumorale sont des systémes ou 1’on
cherche a controler des processus biologiques complexes en ajustant des parameétres externes
comme les doses de médicaments. En robotique et en automatique, la contrélabilité est utilisée
pour faire en sorte qu’un robot ou un véhicule autonome atteigne des positions et oriente ses
actions de maniere précise. Plus généralement, dans la vie quotidienne, des applications simples
de la contrélabilité incluent des systemes comme la régulation de la température d’une maison
(thermostats). La plupart des systémes réels que 'on cherche a controler sont non linéaires, ce

qui rend la question de la contrélabilité particulierement complexe.

Dans ce manuscrit, on s’intéresse plus spécifiquement a la contrélabilité en temps petit : étant
donné un systeme et deux états A et B, sommes-nous en mesure, en agissant sur le systeme au
moyen de controles, de le faire passer de I’état A a I’état B, en temps arbitrairement court ?
La controlabilité en temps petit a des applications physiques importantes, tant d’un point de
vue fondamental que pour les applications technologiques. En effet, les systemes quantiques,
une fois congus, ont une durée de vie trés courte avant de se désintégrer (e.g. par I’émission
spontanée de photons) et de perdre leurs propriétés non classiques (telles que la superposition).
Par conséquent, la capacité de les controler en un minimum de temps est donc également un

défi important en physique.

Dans la littérature, de nombreux travaux se sont intéressés a la contrdlabilité des équations
mono-controlées, i.e. pour lesquelles 'opérateur posseéde un seul levier d’action sur le systeme.

Dans ce manuscrit, on se focalise sur le cas des systemes possédant plusieurs controles scalaires.
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Finalement, I’élaboration des principaux résultats de ce manuscrit repose sur une formule de
représentation de I’état de type Magnus, introduite dans [BLBM23], qui approxime la solution
d’une équation différentielle ordinaire par une combinaison linéaire de vecteurs. Ces vecteurs
sont les évaluations en xg de crochets de Lie itérés des champs de vecteurs impliqués dans
I’équation. Leurs coefficients sont des fonctionnelles du temps et des contrdles. L’avantage de
cette stratégie de preuve est qu’elle peut s’adapter au cadre de la dimension infinie des EDP : la
formule de représentation n’est pas valable dans toute sa généralité pour I'état de ’'EDP, mais
ses termes dominants peuvent étre extraits d’un développement de la solution de ’'EDP. Ainsi,
nous pouvons conclure avec une preuve similaire en dimension infinie.

Ce manuscrit repose sur les trois publications suivantes [Ghe25b], [Ghe24] [Ghe25a] et se
divise en trois parties. La premiere partie présente des conditions nécessaires et des conditions
suffisantes a la contrélabilité locale en temps petit pour des systémes de dimension finie, énoncées
en termes de crochets de Lie. Dans un deuxiéme temps, on présente un état de ’art des principaux
résultats connus sur la contrélabilité locale de ’équation de Schrédinger, en mettant en lumiere
les liens avec la dimension finie. La deuxieme partie expose les différents résultats obtenus durant
cette these. Plus précisément, on y présente un résultat positif de contrélabilité locale en temps
petit pour ’équation de Schrédinger bilinéaire, & deux controles. Elle contient également I’étude
d’obstructions quadratiques pour des systémes affines multi-controlés en dimension finie, ainsi
que son adaptation a I’équation de Schrédinger bilinéaire multi-commandée. La troisiéme partie,
plus technique et écrite en anglais, est dédiée aux preuves completes des résultats exposés dans
la partie précédente. Finalement, ce manuscrit contient des appendices dans lesquels certaines

preuves et résultats annexes sont développés.
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CHAPITRE 1

ETAT DE IART DE LA STLC DES SYSTEMES AFFINES EN
DIMENSION FINIE

RESUME. Dans ce chapitre, on propose une introduction a la controlabilité locale en
temps petit des systémes affines (en dimension finie) avec un ou plusieurs controles
scalaires, en y présentant notamment les liens avec les crochets de Lie. L’étude,
menée d’un point de vue géométrique, inclut un partiel état de I'art. On renvoie le
lecteur a [Cor07], dont la plupart des énoncés sont issus. On expose enfin en derniére
section une formule de représentation de I'état de type Magnus, faisant intervenir

les crochets de Lie. Elle est utilisée de maniere déterminante dans cette these.
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Partie I, Chapitre 1 — Etat de Uart de la STLC des systémes affines en dimension finie

1.1 Contrélabilité locale en temps petit des systémes affines

Nous débutons ce chapitre en présentant une classe de systemes parmi celles étudiées dans
cette these. Nous spécifierons aussi la notion de controlabilité qui sera au centre de notre analyse.
On considere fo,--- , f» des champs de vecteurs analytiques sur un voisinage de 0 dans R?

et on s’intéresse au systeme de controle affine suivant :
T
2 (1) = folw(t) + S ul (1) fula(t))- (L.1.1)
(=1

Il s’agit d’un systéme de contrdle non linéaire multi-commandé.
- Eltat : la fonction z(t) € RY.

- Contréles : les fonctions scalaires réelles u!,--- ,u”". Dans tout ce document, on suppose

implicitement que tous les contrdles sont scalaires et on notera u := (u',--- , u").

On parle de systeéme affine, puisque la dépendance en les controles est affine dans (1.1.1). Le seul
champ de vecteurs qui n’est pas directement lié & un contrdle est fy, c’est le terme dit de drift.
On suppose enfin que fy(0) = 0. Cette derniére hypothése assure que 0 est un point d’équilibre

du systeme libre, i.e. que (z,u) = 0 est une trajectoire du systéme.

Remarque 1.1.1. A premiére vue, le choix d’un systéme sous cette forme semble restrictif.
Néanmoins, tout systéme non linéaire ' = f(x,u) peut se mettre sous la forme d’un systéme

affine aprés la transformation y = (x,u).

Pour tout u € L'((0,t),R)", il existe une unique solution douce — mild solution — & 1’équation
(1.1.1) — i.e. une fonction continue qui vérifie la formulation intégrale de 1’équation différentielle
— avec la donnée initiale p € R? en ty, que I'on notera z(-;u,p, o). Lorsque tg = 0 et p = 0, on
notera cette unique solution x(-; u). Ainsi, tout au long de cette these, on considérera de maniere
tacite des trajectoires bien définies, soit en limitant I'intervalle de temps, soit en choisissant des
controles suffisamment petits pour prévenir tout phénomene d’explosion.

Nous nous intéressons a la Small-Time Local Controllability (STLC) i.e. la controlabilité
locale en temps petit : c¢’est la possibilité de réaliser, en un temps arbitrairement court, de petits
mouvements autour de 1’équilibre 0 avec de petits contréles. De nombreuses autres notions de
controlabilité peuvent étre explorées, mais elles ne seront pas abordées ici. La définition suivante

a été introduite par Beauchard et Marbach dans [BM18] pour les systémes mono-contrdlés.

Définition 1.1.2 (E! x --- x E"-STLC). Soient EL,--- , Ef. des familles d’espaces vectoriels
normés de fonctions définies sur [0, T| pour T > 0. On dit que le systéme (1.1.1) est E*x---x E"~
STLC lorsque, pour tous T,p > 0, il existe & > 0 tel que, pour tout xy € B(0,9), il existe
u € (B: x -+ x ER) N LY((0,T),R)" vérifiant HUHE;xxE; <petax(Tiu)=xy.

Définition 1.1.3 (E-STLC). Soit Ep une famille d’espaces vectoriels normés de fonctions
définies sur [0,T] pour T > 0. On dit que le systéme (1.1.1) est E-STLC lorsque (1.1.1) est
Ex---x E-STLC.

Remarque 1.1.4. De maniere implicite, on discute de la STLC autour de l’équilibre 0. La
notion historique de STLC correspond ¢ E' = --- = E" = L™ — voir [SteS6; Sus83; Cor07].
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1.2. Crochets de Lie

On pourrait penser qu’en dimension finie, I’espace fonctionnel 1ié a la petitesse des controles
importe peu. Néanmoins, les travaux de Beauchard et Marbach ont mis en évidence le caractere
déterminant de cette dépendance dans [BM18].

Etablir une condition nécessaire et suffisante & la E' x --- x E"-STLC pour (1.1.1) est une
question ouverte. Néanmoins, des conditions nécessaires et des conditions suffisantes sont connues
et sont principalement formulées en termes de crochets de Lie. Dans la suite de ce document,

on en présente quelque-unes.

1.2 Crochets de Lie

La question de la STLC du systéme affine (1.1.1) est liée a I’évaluation en 0 des crochets
de Lie itérés des champs de vecteurs fy,--- , fr. On définit précisément les crochets de Lie de

champs de vecteurs avant de motiver leur utilisation.

Définition 1.2.1 (Crochet de Lie de champs de vecteurs). Soient f,g:Q — R? des champs de

vecteurs de classe Ct sur un sous-ensemble ouvert Q de R%. On définit
[f,9]: @ € Qv Dy(a) - f(z) - Df(x) - g(a). (1.2.1)

Remarque 1.2.2. On peut identifier un champ de vecteurs f € C°(Q,R?) d un opérateur de
la fagon suivante : f — (op(f):p € C®°(QR) — (f,V)), ot (-,-) désigne le produit scalaire
canonique sur R%. Alors, pour tous f,g € C>(Q,R%),

op ([f,g]) = [op(f),0p(9)]e

ot [-,] désigne le commutateur entre deux opérateurs. Ceci motive la notation du crochet de

Lie de deux champs de vecteurs.

Voici quelques explications heuristiques de 'importance des crochets de Lie dans I’étude de

la STLC.

- Rappelons que la notion de STLC — voir Définition 1.1.2 — est stable par difféomorphisme.
Le résultat fondamental de Krener — voir [Kre73, Théoréeme 1] — stipule que, si deux
systemes de la forme (1.1.1) ont des crochets évalués en 0 linéairement isomorphes, alors
ils sont difféomorphes. Ainsi, 'ensemble de 1’information sur la STLC est contenue
dans le sous-ensemble de R? constitué des évaluations en 0 des crochets de Lie itérés des

champs de vecteurs fo,--- , fr.

- La question de la contrélabilité d’une équation est par essence liée a ’expression de la
valeur finale de la solution de cette équation. Soit A € CO(R, M4(R)). Considérons 1’équa-
tion différentielle 2/(t) = A(t)z(t) et supposons que A(t)A(s) = A(s)A(t) pour tous

t,s € R. Alors, I'unique solution de cette équation vérifiant 2(0) = zo € R? est donnée
t

par x : t € R — exp ( / A(s)ds) xo. L’absence de commutativité rend souvent diffi-
cile 'obtention de solutions explicites pour les équations différentielles. Cependant, des

formules de représentation de I’état utilisent les crochets de Lie pour contourner ce pro-
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Partie I, Chapitre 1 — Etat de Uart de la STLC des systémes affines en dimension finie

bleme. Il est en effet naturel de faire intervenir des crochets de Lie, i.e. des commutateurs

— voir Remarque 1.2.2 — pour mesurer le défaut de commutativité.

Afin de faire, en pratique, le lien entre la contrdlabilité et les crochets de Lie, nous proposons de
faire un point sur quelques développements connus de ’expression de la solution d’une équation
différentielle ordinaire du type (1.1.1) ; c’est 'objet de la Section 1.6.2. L’un de ces développement

sera central pour cette these.

1.3 Condition de rang de P’algebre de Lie

Pour faciliter la manipulation des crochets de Lie de champs de vecteurs, nous introduisons
ici un autre formalisme. Soit X := {Xj, -+, X, }, un ensemble a r + 1 indéterminées non com-
mutatives. Intuitivement, il faut penser a 'indéterminée X, comme étant le champ de vecteurs

fe, pour £ € [0, r].

Définition 1.3.1 (Algebre libre). On note A(X) lalgébre libre réelle générée par X, i.e. lalgébre

associative unitaire des polynomes en les indéterminées non commutatives Xy, ¢ € [0, r].
Exemple 1.3.2. X2X$X, X — 27X7 Xy + 14X} € A(X).

Définition 1.3.3 (Algebre de Lie libre). Pour a,b € A(X), on définit le crochet de Lie de a
et de b par [a,b] :== ab — ba, aussi noté ad,(b) ou ady(a). Cette opération est antisymétrique et

satisfait l’identité de Jacobi : pour tous a,b,c € A(X),
[a7 [ba CH + [67 [a7 bH + [b7 [Ca CLH = 0. (131)

On définit également L(X), lalgébre de Lie libre réelle générée par X, i.e. le plus petit sous-
espace vectoriel de A(X) contenant X et stable par crochet de Lie [-,].

Nous avons donc introduit a ce stade deux notions de crochets de Lie : une sur A(X) (donc
en particulier sur £(X)) introduite en Définition 1.3.3 et une sur les champs de vecteurs, énoncée

en Définition 1.2.1. Le but de l'item suivant est de faire le lien entre ces deux notions.

Définition 1.3.4 (Evaluation des crochets de Lie). Soient fo,--- , f, € C°(Q,R%) des champs
de vecteurs définis sur un ouvert Q de R Soit A : L(X) — C®(,RY) I'unique morphisme
d’algébre de Lie vérifiant A(Xy) = fo, pour £ € [0,r]. On définit f, :== A(b), pour b € L(X).

Exemple 1.3.5. Soit b:= [[[X1, X2], Xo|, [X1, X0]] € L(X). On a fi, = [[[f1, f2], fol, [f1, fol]-

Le premier énoncé faisant un lien entre les crochets de Lie et la STLC est di & Hermann

[Her63] et Nagano [Nag66]. Il s’agit d’une condition nécessaire de STLC, que voici.

Théoréme 1.3.6. Soient fo,--- ., fr des champs de vecteurs analytiques sur un voisinage de 0
dans RY. On suppose que le systéme (1.1.1) est L>°-STLC. Alors,

Vect {f,(0); b€ L(X)} =R<. (1.3.2)

Cette égalité est appelée Lie Algebra Rank Condition (LARC).
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1.8. Condition de rang de [’algébre de Lie

Exemple 1.3.7. On considére le systéme

p = 0
rh = u

C’est un systéme de la forme (1.1.1) avecr =1, fo(z) = 0 et fi(x) = ea. Les champs de vecteurs
étant constants, tous les crochets itérés sont nuls et Vect{f,(0); b € L(Xo, X1)} = Vect(ea). La
LARC n’est pas vérifiée. Par la contraposée du Théoréme 1.3.6, le systéme n’est pas L*°-STLC.
On aurait pu constater dés le début que la premiére ligne a une évolution libre : la solution x(-;u)
vit dans la sous-variété {(0,x2); w2 € R}. C’est un fait général, connu sous le nom du Théoréme
de Frobénius — voir [Cor07, Théoréme 3.25].

Contre-exemple 1.3.8. Cette condition nécessaire n’est néanmoins pas suffisante. Considérons

¥y = w
s = o

On vérifie que fx,(0) = e1 et fix, x,,x,)(0) = 2e2. La LARC est donc vérifice. Néanmoins, le

le systéeme

systeme n’est pas L>°-STLC puisque la deuxiéme composante est croissante donc toute cible de

{(x1,22) € R, x5 < 0} n’est pas atteignable depuis 0.

Remarque 1.3.9. Dans l’ezemple précédent, le crochet fix, x, xo]] (0) produit la direction es.
Or, le systeme ne peut pas évoluer selon —ey. On verra dans la suite que ce crochet est important
dans lhistoire de ’étude de la STLC des systemes affines.

Contre-exemple 1.3.10. La conclusion du Théoréme 1.5.6 tombe en défaut si les champs de
1

vecteurs ne sont plus analytiques. En effet, o' = ue™ 221,40 est L>°-STLC mais Vect{ f,(0); b e

L(Xo, X71)} ={0}.

Malgré le fait que la réciproque est fausse — voir Contre-exemple 1.3.8 — le Théoréeme 1.3.6
admet une réciproque partielle pour les systemes sans dérive — i.e. vérifiant fy = 0 — prouvée

indépendamment par Rashevski dans [Ras38] et Chow dans [Cho41].

Théoréeme 1.3.11. Soient fi,--- , fr des champs de vecteurs analytiques sur un voisinage de 0
dans R%. Supposons que la LARC (1.3.2) est vérifiée (avec fo =0). Alors, le systéme sans drift

T
x = Zuéfg(ac) est L*°-STLC.
(=1
Remarque 1.3.12. Sous des hypothéses plus fortes, on peut aussi démontrer la controlabilité
globale en temps petit de l’équation sans drift — voir [Cor07, Théoréme 3.18].

Le cas des systemes linéaires a coeflicients constants fournit une autre réciproque partielle

au Théoreme 1.3.6.

Théoréme 1.3.13. Soient (d,r) € N2, A € My(R) et B € My,.(R). Le systéme ' = Az + Bu
est L*°-STLC ssi la LARC est vérifiée.

Idée de démonstration du Théoréme 1.5.15. Le systéeme 2’ = Ax + Bu peut se réécrire sous la
forme (1.1.1) et

Vect {f5(0); b€ L(X)} = Vect{A'Bu; u € R", i € [0,d — 1]}
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Partie I, Chapitre 1 — Etat de Uart de la STLC des systémes affines en dimension finie

Ainsi, la LARC est équivalente & la condition de Kalman. O

Remarque 1.3.14. Dans le cas ot la condition de Kalman (ou la LARC) est vérifiée, on peut
montrer que le systéme linéaire d coefficients constants ©' = Az + Bu est CI"-STLC, pour tout
m € N — wvoir [BM18, Théoréme 1].

1.4 Test linéaire

Dans 'esprit du théoréeme d’inversion locale, il est naturel de s’intéresser a ’approximation
linéaire afin de démontrer une propriété locale sur un objet non linéaire. Pour ce faire, on souhaite
distinguer les crochets « linéaires », i.e. des crochets ayant moralement un seul X, avec ¢ € [1,r].
Néanmoins, 1’écriture dans £(X) n’est pas unique. En effet, [Xo, [Xo, X2]] — [Xo, [Xo0, X2]] = 0.
Nous définissons donc un ensemble de crochets ayant moins de structure, sans opération : un

magma.

Définition 1.4.1 (Crochets itérés). On note Br(X) l’ensemble des crochets itérés d’éléments
de X. Il peut étre défini par récurrence de la maniére suivante : Xo, -+, X, € Br(X) et, si
a,b € Br(X), alors la paire ordonnée (a,b) appartient a Br(X). Plus formellement, Br(X) est

le magma libre sur X.
On peut alors définir le nombre d’occurrences d’une indéterminée d’un élément de Br(X).

Définition 1.4.2 (Longueur et nombre d’occurrences). Pour b € Br(X), |b| désigne la longueur
de b. Pour ¢ € [0,r], b € Br(X), ng(b) désigne le nombre d’occurrences de l'indéterminée X,
dans b. On utilisera également la notation n(b) := ny(b) + -+ + n.(b) = |b] — no(d).

Exemple 1.4.3. Considérons le crochet b := (((X1, (Xo, X2)), X2), (X1, X2)). Alors, |b| = 6,
no(b) =1, n1(b) = 2, na(b) =3 et n(b) = 5.

Remarque 1.4.4. Il y a une application naturelle d’évaluation E: Br(X) — L(X) définie par
récurrence par : E(X;) = Xy pour ¢ € [0,7] et E((a,b)) := [E(a), E(b)].

Maintenant que I'on est en mesure de compter le nombre d’occurrences d’une indéterminée

X/ dans un élément de Br(X), on peut définir les ensembles de crochets suivants.

Définition 1.4.5 (Couches homogenes de L(X)). Pour Ai,---,A, C N, on définit le sous-
espace vectoriel Sa, ... a,(X)de L(X) par

Say o, (X) = Vect{E(b); b€ Br(X), ne(b) € A, £ € [1,7]}.
Pour A C N, Sa(X) est défini par
SA(X) := Vect{E(b); be Br(X), n(b) € A}.
Pour i € N, on écrira S;(X) au liew de Sg;3(X).

Remarque 1.4.6. Les crochets « linéaires » sont les crochets de S1.
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1.4. Test linéaire

Finalement, on peut utiliser la Définition 1.3.4 pour évaluer les éléments de ces ensembles

en les champs de vecteurs.

Définition 1.4.7. Soient fo, -, fr des champs de vecteurs analytiques sur un voisinage de 0
dans R et et f:={fo, -, fr}. Pour N C Br(X) ou N' C L(X) on utilise la notation

N(£)(0) := Vect{f,(0); be N} CR% (1.4.1)

Remarque 1.4.8. Lorsque b € Br(X), on note f au lieu de fygp)-

Nous pouvons désormais énoncer le « test linéaire ». Il est démontré dans [Cor07], ou [BM18,

Théoréme 1] pour le cas régulier.

Théoréme 1.4.9. [Test linéaire] Soient fo,--- , fr des champs de vecteurs analytiques sur un

voisinage de 0 dans R? tels que fo(0) = 0. Supposons que
S1(f)(0) = R4, (1.4.2)

Alors, le systéme (1.1.1) est C[*-STLC pour tout m € N.

Exemple 1.4.10. On considére le systéme suivant

:L‘]_ = Uu
V- 3
Ty = T1+ Xy
Th o= o+ a3+ i’

C’est un systeme de la forme (1.1.1) vérifiant fx,(0) = e1, fix, x,)(0) = e2 et f((x1,x0),%x0)(0) =
es. Ainsi, on déduit du Théoréme 1.4.9 que le systéme est C[*-STLC, pour tout m € N.

Notation (Crochet d’intégration b0”). Pour b € Br(X) et v € N, on utilisera la notation b0”

pour faire référence au crochet itéré a droite (--- (b, Xo),...,Xo), ou Xo apparait v fois.
Exemple 1.4.11. Soit b := ((Xl,XQ), (Xo,XQ)). Alors b02 == ((((Xl,XQ), (XO,XQ)),X()),X()).

Remarque 1.4.12. L’dentité de Jacobi (1.3.1) permet de vérifier que
S1(£)(0) = Vect{ fx,01(0); £ € [1,7], k€ N}.

La condition (1.4.2) est une reformulation de la condition de Kalman sur le systéme linéarisé

en 0 i.e.
y = Ay+ B! (ul ur) avec A:=Dfy(0) et B := (f1(0)| e |fr(0)) € Mgy, (R),

puisque, pour tous £ € [1,7] et k € N, fx,ox(0) = (Dfo(0)* £4(0) = A¥ £,(0).

2

Contre-exemple 1.4.13. Les deuz systémes affines suivants ©' = u? et 2/ = u?

ont leur
systéme linéarisé non controlable autour de 0. Néanmoins, le premier n’est pas L*-STLC alors
que le second l’est. Ainsi, lorsque le systeme linéarisé n’est pas controlable, il faut poursuivre le

développement de la solution et étudier le comportement des termes d’ordre supérieur.
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1.5 Conditions d’ordre supérieur

1.5.1 Conditions suffisantes de STLC

Lorsque le Théoréme 1.4.9 tombe en défaut i.e. si S1(f)(0) € R%, ’étude de la controlabilité

se poursuit par I’analyse des crochets d’ordre supérieur, c’est-a-dire des crochets de Sa(f)(0),

S3(f)(0), ete.

Exemple 1.5.1. Soit | > 2 un entier. On montre que le systéme

¥y = w
rhy = af
est L®°-STLC ssi | est impair. Lorsque | est pair, alors xa(t) est positif pour tout t > 0. Cet

exemple illustre un résultat plus général, démontré dans [Her82; Sus83] par Hermes et Sussmann

en 1983, que wvoici.

Théoréme 1.5.2 (Théoréme d’'Hermes). Soient fo, fi des champs de vecteurs analytiques sur

un voisinage de 0 dans R? tels que fo(0) = 0. Supposons que la LARC (1.3.2) est vérifiée et que

VI e N, Sp2n(f)(0) € Spiai-17(f)(0). (1.5.1)
Alors, le systéme ' = fo(x) + ufi(z) est L°-STLC.

Ce théoreme peut étre heuristiquement interprété de la facon suivante : si tous les crochets
d’ordre pair — potentiellement « mauvais » — sont compensés par des crochets d’ordre impair —

qui sont moralement « bons » — alors, le systéme est controlable.

Exemple 1.5.3. Le théoréeme s’applique au systéme

¥y = w
vy = a3+

En effet, S1(f)(0) = Vect(er), S3(f)(0) = Sa(f)(0) = Vect(ea) et pour tout k € N*\ {1,3,4},
Sk(£)(0) = {0}

Une autre condition suffisante de controlabilité locale en temps petit célebre est due a Suss-
mann — voir [Sus87, Théoréme 7.3], [Cor07, Théoréme 3.29]. Commengons par préciser la défi-

nition suivante.

Définition 1.5.4. On définit l'application o : b € Br(X) — Z o-(E(b)) € L(X), ou, pour
TeES,
toute permutation m € &,, or : L(X) — L(X) désigne l'unique morphisme d’algébre de Lie

vérifiant 0(Xo) = Xo et 0x(Xy) = Xr(g) pour £ € [1,7].
Par exemple, si r =2 et b = (X1, (X1, Xo)) alors o(b) = [ X1, [X1, Xo]] + [Xa2, [X2, Xo]].

Théoréme 1.5.5 (Condition S(f) de Sussmann). Soient fo,---, fr des champs de vecteurs
analytiques sur un voisinage de 0 dans R? tels que fo(0) = 0. Supposons que la LARC (1.3.2)
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est vérifiée et qu’il existe O € [0,1] tel que, pour tout b € Br(X) avec ng(b) impair et ng(b) pairs
pour £ € [1,r], on ait

Loy (0) € Veet{£5(0); b € Br(X), n(b) + Ing(b) < n(b) + Ono(b)}. (1.5.2)

Alors, le systéme (1.1.1) est L>°-STLC.

Dans un certain sens, cette condition indique la maniére dont les « mauwvais » crochets

peuvent étre compensés par de « bons » crochets pour permettre la STLC.

Exemple 1.5.6. La condition S(6) de Sussmann s’applique au systéme

xl = U
xh = 1
vy = 224 a3

En effet, on vérifie que f(x,0,x,02)(0) = 2e3 et fx,,(x1,(x1,X0)))(0) = bes. Ainsi, tout 6 € }%, 1}
convient.

Des conditions suffisantes de STLC plus fortes sont connues, par exemple celle d’Agrachev
et Gamkrelidze — voir [AG93, Théoreme 4].

1.5.2 Conditions nécessaires de STLC
1.5.2.1 Pour des systémes mono-contrélés (r = 1)

Avant de démontrer la condition S(#) — voir Théoréeme 1.5.5 — Sussmann s’est intéressé a
la réciproque de la condition suffisante de controlabilité (1.5.1) : est-elle nécessaire 7 Sussmann
centre son étude sur le cas ott k = 1, plus particulierement sur le crochet Wi := (X7, X70).
Ce crochet a un réle important — voir Remarque 1.3.9. Dans [Sus83], Sussmann démontre la

premiére condition nécessaire connue, que voici.

Théoreme 1.5.7. Soient fo, fi des champs de vecteurs analytiques sur un voisinage de O dans
R? tels que fo(0) = 0. Si 2’ = fo(x) + ufi(x) est L°-STLC, alors fo(O) € S1(f)(0).

Remarque 1.5.8. Ce théoréme peut étre lu par sa contraposée de la fagon suivante : si le «
mawvais » crochet fyn (0) n’est pas compensé par les « bons » crochets de S1(f)(0), alors il crée
une obstruction da la L°-STLC. Ce théoréme permet de traiter a4 nouveau le Contre-exemple
1.3.8. En effet, on a S1(f)(0) = Vect(e1) et fw1 (0) = 2e2. Par la contraposée du Théoréme
1.5.7, on déduit la non-L*°-STLC du systéme.

Remarque 1.5.9. Beauchard et Marbach ont montré dans [BM18] que le Théoréme 1.5.7 reste
valable avec la notion plus faible de W—H°-STLC, qui est équivalente d la small-state-STLC.
Les auteurs montrent également que U’hypothése d’analyticité sur les champs de vecteurs n’est

pas nécessaire : il suffit que fy soit de classe C® et fi de classe C2.

St fyn (0) € S1(f)(0), cette obstruction tombe en défaut et on peut s’intéresser au role

du deuxieme crochet quadratique i.e. f(x,o, X102)(0)- Sussmann propose dans [Sus83] I'Exemple

29



Partie I, Chapitre 1 — Etat de Uart de la STLC des systémes affines en dimension finie

1.5.6. On vérifie que S1(f)(0) = Vect(e1,e2), fw: (0) = 0 et fix,0x,00(0) = 2e3. Ainsi,
f(x10,x,02)(0) € Sp127(f)(0)\ S1(f)(0). Pourtant, le systeme est L>°-STLC. C’est ce systeme qui
est a lorigine du Théoréme 1.5.5. L’étude des différents crochets quadratiques est une question
subtile. Dans [BM24], Beauchard et Marbach proposent une méthode générale pour démontrer

des obstructions a la controlabilité des systémes affines. Ils établissent ainsi I’énoncé suivant.

Théoréme 1.5.10. Soient fy, f1 des champs de vecteurs analytiques sur un voisinage de 0 dans
RY tels que fo(0) = 0. Soit m € [—1,+oc[. Si le systéme x' = fo(x) +ufr(x) est W™>-STLC,
alors,

Vk € N, fix,00-1,x,05)(0) € S a(kmy 23 (£)(0)-
2k — 2
m+1

ot w(k,m) =1+ { —‘ avec la convention m(k,—1) = 400 et w(1,—1) = 1.

Ce théoréme s’intéresse aux crochets quadratiques de tout ordre et donne des conditions
nécessaires de STLC en fonction du cadre fonctionnel. S’en déduit la forme contraposée : s’il
existe un entier k € N* tel que f(x,ox-1 x,05)(0) & Sp1x(k,m)p\{2) (f)(0), alors le systeme n’est
pas W™>-STLC . On peut le comprendre de la fagon suivante (et c’est ce qui apparait dans la
preuve) : si le « mauvais » crochet de Lie fix or-1, Xlok)(o) n’est pas compensé, alors il induit
une dérive qui empéche le systeme d’étre controlable. Il s’agit d’une extension du Théoreme

1.5.7 (qui correspond au cas ou k =1 et m = 0).

Remarque 1.5.11. Revenons a I’Exemple 1.5.6. Pour ce systéme, S1(f)(0) = Vect(ey,ea) et
f(Xlo,X102)(0) = 2e3. On applique le Théoreme 1.5.10 avec k =2 et m = 1, pour en déduire que
le systéme n'est pas WH°-STLC (méme s’il est L°-STLC).

Cela conclut la présentation des crochets de Sa(f)(0) dans le cas mono-controlé. Un autre
résultat, inspiré de 'Exemple 1.5.1, concerne 1’étude des crochets de So;(f)(0) pour I € N*. Ce

résultat, d a Stefani, a été établi dans [Ste86].

Théoréme 1.5.12 (Théoreme de Stéfani). Soient fo, f1 des champs de vecteurs analytiques sur
un voisinage de 0 dans R? tels que fo(0) = 0. Si le systéeme ' = fo(x) + ufi(z) est L®-STLC,

alors,
Vi € N*, fadgél (XO)(O) € S[[1,2l—1]](f)(0)~

Exemple 1.5.13. Ce théoréme traite I’Ezemple 1.5.1 puisque Sy 9—17(f)(0) = S1(f)(0) =
Vect(ey) et fadgg (x0)(0) = (20)!ea, pour tout entier | € N*.
1

1.5.2.2 Pour des systémes multi-contrdlés

Dans [Gir+24], Giraldi, Lissy, Moreau et Pomet considérent des systémes affines de la forme
(1.1.1) avec r = 2 et fy(0) = f2(0) = 0. Ils prouvent une condition nécessaire pour la L>°-STLC;

elle est formulée sur le crochet fW11 (0). Leur énoncé peut étre reformulé comme suit.

Théoreme 1.5.14. Soient fo, f1, fo des champs de vecteurs analytiques sur un voisinage de 0
dans R? tels que fo(0) = f2(0) = 0. Si le systéme (1.1.1) (avec r = 2) est L>®°-STLC, alors

Sw1(0) € Sin(f)(0).
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Comme fp(0) = f2(0) = 0, tous les crochets itérés faisant intervenir uniquement fy et fo
s’annulent en 0. Les auteurs prouvent une dérive du systéeme qui est intégralement basée sur
le crochet fy (0). Pour la démonstration, ils utilisent la formule de représentation de I’état de
Chen-Fliess — présentée en Section 1.6.1.1 — et réorganisent ses termes pour former des crochets
de Lie — comme l'a fait Stefani dans [Ste86].

Dans le méme article [Gir+24], les auteurs prouvent une autre condition nécessaire pour la
Whee x L*®-STLC des systémes (1.1.1) vérifiant r = 2. Dans des cas particuliers simples, le

théoréme peut étre énoncé comme suit.

Théoreme 1.5.15. Soient fo, f1, fo des champs de vecteurs analytiques sur un voisinage de 0

dans R? tels que fo(0) = f2(0) = 0. Supposons que fW11 (0), fx1,(x2,x1))(0) et fi(xa,x1),(X0,x1))(0)
sont dans Sy n(f)(0). Soit

q: (a1,a2) € R* = —al f(x,0.x,02)(0) — a3 f((x5,%1),(x,x1)0) (0)

—a1a2 (f ((X2,X1),%,02) f<X10,<X2,X1>o>) (0) € R™.

Sl existe une forme linéaire p : RY — R dont la restriction a S1n(f)(0) est nulle et telle que
la forme quadratique (a1,a2) € R? — ¢(q(a1,a2)) soit définie positive, alors le systéme (1.1.1)
(avec r = 2) n’est pas WH> x L*°-STLC.

Dans [HL02|, Lewis et Hirschorn utilisent la formule de représentation de 'état de Chen—
Fliess pour démontrer le résultat suivant, que nous énongons en utilisant notre contexte légere-

ment différent et nos propres notations.

Théoreme 1.5.16. Soient fy, f1, fo des champs de vecteurs analytiques sur un voisinage de
0 dans R? tels que fo(0) = 0 et (f1(0), f2(0)) est une famille libre. Supposons que 0 est un
point régulier pour Vect{f,(0); b € L(X1,X2)}'. Soit N := S1(f)(0) + Vect{ f(x,,x5)0-(0); 1 €
N} + Veet{ f»(0); b € L(X71,X2)}. Supposons que le systéme (1.1.1) (avec r = 2) est L>-
STLC. Soit o : R* = R/N la surjection canonique. Définissons la forme quadratique & valeurs

vectorielles suivante

By : (a1, a2) € R® = afo(fiy1(0)) + a30 (f(x, x50 (0)) + 201020 (f(x,,x,0)(0)) € RY/N.

Alors, il n'existe pas de forme linéaire P : RY/N — R telle que la forme quadratique (a1, as) €
R? — P (Bn(a1,a2)) € R soit définie positive.

Nous comparerons ces résultats avec celui obtenu dans [Ghe24] en Section 4.3.4. D’autres
auteurs ont étudié les obstructions a la controlabilité liées aux phénomenes quadratiques — voir
e.g. [Agr9o].

1.6 Formules de représentation de 1’état

Nous présentons dans cette section quelques résultats de représentation de I’état d’une équa-

tion différentielle ordinaire. L’objectif est multiple.

1. i.e. dim{g(z); g € Lie(f1, f2)} ne dépend pas de x sur un voisinage de 0.
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- Certaines de ces formules font intervenir des crochets de Lie. Elles permettent donc de

faire en pratique, dans les démonstrations, le lien entre la STLC et les crochets de Lie.

- Une de ces formules, outil central des travaux présentés dans ce document, a été introduite
par Beauchard et Marbach dans [BM24] et a permis de démontrer récemment de nouvelles

conditions nécessaires de STLC — voir par exemple Théoreme 1.5.10.

- Cette méme formule permet de produire des preuves plus facilement adaptables au cadre
de la dimension infinie des EDP. Méme si la formule de représentation de I’état n’est pas
valable en général pour I’état d’'une EDP, on peut extraire les mémes termes dominants

de la dynamique.

1.6.1 Equations différentielles formelles

On établit d’abord ces développements de maniére formelle. En effet, I’étude de leur conver-
gence est subtile et est menée en détail dans [BLBM23]. On rappelle que X = {Xo, -, X, } est

un ensemble & r + 1 indéterminées non commutatives.

Remarque 1.6.1. L’ensemble A(X) — introduit en Définition 1.3.1 — est une algébre graduée
A(X) = B, en An(X), ot A, (X) est le R-espace vectoriel de dimension finie engendré par les

monomes de degré n en les indéterminées Xj.

Définition 1.6.2 (Séries formelles). On considére l’algébre associative unitaire /T(X ) des séries
formelles générées par A(X). Un élément a € A(X) est une suite a = (an)nen, que nous écrirons

a =3 peNln, 0Uay, € Ay(X).

D’un point de vue pratique, une série formelle est une série dont la convergence n’est pas

examinée. Dans toute cette section, on considere ’équation différentielle formelle

8
~
—~
~
~—

X ruEtX z(t
< ot 2 e) “ (1.6.1)
z(0) = a*

ot u € LY(RT,R)" et 2* € A(X). On peut remarquer une analogie avec les systémes (1.1.1).

Définition 1.6.3 (Solution d'une équation différentielle formelle). Soient u € L'(RT,R)" et
2* = (2%)nen € A(X) . La solution de l'équation formelle (1.6.1) est la fonction x : RT — A(X),
dont les coefficients (xy : RT — ‘A"(X))nEN sont les uniques fonctions continues satisfaisant,

pour tout t > 0, xo(t) = xf et pour tous n € N*, t > 0,
t T
zn(t) = x), +/ ZTn—1(s) (Xo + Zug(s)Xg> ds.
0 =1

1.6.1.1 Formule de Chen—Fliess

Raisonnons de maniére heuristique. En temps court, nous pouvons fournir ’approximation

grossiere x(t) ~ z*. En réinjectant cette approximation dans I’équation, nous obtenons en itérant
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x(t) ~ z* + fg (Xo + > UE(S)XK) x*ds, puis
t T
x(t) ~x* + / (XO + Z UZ(S)XZ> x*ds
0 =1

t r s r
+ / (Xo + Zuf(s)x,g> ( / (XO + Zuf(a)Xg> m*da) ds.
0 =1 0 =1
Cette suite d’approximations est a ’origine de la formule de Chen-Fliess, que voici.

Lemme 1.6.4 (Chen-Fliess formula). L’unique solution de l’équation différentielle formelle

(1.6.1) avec 2* =1 est donnée par

(= 3 </0txg>xgl--.xgk, (1.6.2)

o€UreN [[O,T]k

otz = 1, xp = u’ pour £ € [1,7] et pour o = (o1,--- ,01) € [0,r]F,

t
/ Ty i= Loy (T1) -+ Top (Tg)dTy - - - AT
0 0<T) <+ <Tp <t

Ce développement est établi dans [Che57; Fli81]. Néanmoins, il possede des désavantages en

vue de son application a la théorie du controle :

¢
- les fonctionnelles < / mg> ne sont pas algébriquement indépendantes,
0 o€Upen[0,7]*

- dans le contexte des équations différentielles ordinaires non linéaires, la représentation

(1.6.2) n’est pas invariante par difféomorphisme.

Ces éléments, développés dans [BLBM23], motivent la recherche d’autres formules de représen-

tation impliquant directement des crochets de Lie.

1.6.1.2 Formule de Magnus

Retournons a I’équation différentielle (1.6.1). Supposons que les contrdles u sont constants par
morceaux, e.g. u' = 1 sur [0, 1], u? = 1 sur [1, 2] et les autres sont nuls. On obtient formellement

Xo+X2 o Xo+X1 1%

la solution z(2) = e En utilisant la formule de Campbell-Baker-Hausdorff-

Dynkin, on a finalement x(2) = exp <2X0 +Xo+ X1 + %[Xo + Xo, Xo + Xq] + - ) 2*. En ité-
rant cette formule, on peut écrire un produit de n exponentielles comme une unique exponen-
tielle. En faisant tendre n vers +oo, on calcule finalement un produit continu d’exponentielles,
ce qui, heuristiquement, revient a résoudre ’équation (1.6.1). Magnus a été le premier & écrire
de maniere formelle la solution d’une EDO comme I’exponentielle d’une série. Afin d’en donner

un énoncé, on a besoin des deux définitions suivantes.

Définition 1.6.5. Soit a € A(X) ayant 0 pour terme constant. On définit exp(a) € A(X)

comme
oo
+ a™

exp(a) := Z

n=0
Définition 1.6.6 (Séries formelles de 'algébre de Lie). On définit L(X) comme Ualgébre de Lie
des séries formelles a = (an)nen € A(X) vérifiant a, € £L(X), pour n € N.

nl’
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Théoréme 1.6.7 (Formule de Magnus). L’unique solution de l’équation différentielle formelle
(1.6.1) satisfait z(t) = 2* exp(Z(t, u)), ot Z(t,u) € L(X).

La quantité Z(t,u) est définie explicitement comme le logarithme de x(¢). L’information
essentielle de cet énoncé est que Z(t,u) est une série formelle de crochets de Lie itérés de
Xo, -+ , X;. Malheureusement, lorsqu’on évalue Z(¢,u) en des champs de vecteurs (en rempla-
cant X, par fy) la série obtenue ne converge pas forcément (méme si les champs de vecteurs sont

analytiques).

1.6.1.3 Formule de type-Magnus

Ce sont ces constatations qui ont amené Beauchard et Marbach a introduire une nouvelle
formule de représentation de 1’état de type Magnus, plus adaptée aux applications a la théorie
du controle : ils ont isolé le réle de la dérive autonome X par rapport au réle des perturbations

dépendant du temps u(t)X,. Plus précisément, on a 1’énoncé suivant.

Théoréme 1.6.8 (Formule de type-Magnus). L’ unique solution de [’équation différentielle for-
melle (1.6.1) satisfait (t) = a* exp(tXo) exp(Z(t, u)), ot Z(t,u) € L(X).

Il existe d’autres développements formels de la solution d’'une EDO, comme le produit infini
de Sussmann. Toutes ces considérations historiques et les démonstrations des théorémes énoncés
dans cette section sont développées dans [BLBM23]. Toutes ces formules sont valables d’un
point de vue formel. Néanmoins, la possibilité de les évaluer n’est pas garantie et ’étude de la
convergence est non triviale. Nous faisons un point sur ces éléments pour la formule de type

Magnus dans les sections suivantes.

1.6.2 Evaluation de la formule de représentation de I’état de type Magnus
1.6.2.1 Ensemble de Hall et base de ’algébre de Lie libre £(X)

La formule de représentation de ’état de type Magnus — voir Théoreme 1.6.8 — assure que

tXoeZ(tu) ] existe une

la solution de I’équation différentielle formelle (1.6.1) s’écrit z(t) = x*e
écriture explicite de Z(t, u), mais elle est complexe & manipuler. On rappelle que Z(t,u) € EA(X ).
Nous allons donc plutot décomposer Z(t, u) sur une base algébrique de £(X) et trouver une fagon
d’accéder a ses coordonnées. Il existe un moyen algorithmique de construire des bases de £(X),

il s’agit des ensembles de Hall. Afin de les introduire, on a besoin de la définition suivante.

Définition 1.6.9 (Facteur gauche et droit). Pour b € Br(X) avec |b| > 1, b peut étre écrit
de maniére unique b = (by,ba), avec by,ba € Br(X). Nous utilisons la notation A\(b) = by et
p(b) = ba, qui définit les applications facteur gauche et droit A\, : Br(X)\ X — Br(X).

Exemple 1.6.10. Soit b := ((X1, X2), ((X2, X0), Xo)) un crochet. On a e.g. A(b) = (X1, X2),
p(b) = ((X2,Xo0), Xo) et A(u(b)) = (X2, Xo).

Définition 1.6.11 (Ensemble de Hall). Un ensemble de Hall est un sous-ensemble B de Br(X)
muni d’un ordre total < vérifiant les axiomes suivants :
- X CB,
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- pour tous by, ba € Br(X), (b1,b2) € B ssi by, by € B, by < by et soit by € X ou A(b2) < by,
- pour tous by, by € B vérifiant (b1,bs) € B, on a by < (by,ba).

Cette définition semble un peu mystérieuse a premiere vue, mais son utilité est centrale et

elle réside dans le théoréme suivant.

Théoréme 1.6.12 (Viennot, [Kro87]). Soit B C Br(X) un ensemble de Hall. Alors E(B) est

une base algébrique L(X).

Etant en mesure de construire des bases algébriques de L(X), nous pouvons maintenant
décomposer Z(t,u) € E(X ) dans ces bases. Reste encore la question des coordonnées associées

a cette décomposition. C’est 'objet de la section suivante.

1.6.2.2 Coordonnées de type pseudo-premier

Proposition 1.6.13. Soit B C Br(X) un ensemble de Hall. Il existe une unique famille de
fonctionnelles (ny, : RT x L (RT,R)" — R)yep telle que, pour tous t >0, u € L*(R*,R)",

loc

Z(t,u) = Z My (t, u)E(b).

beB
Ce sont les coordonnées dites de type pseudo-premier (associées a l'ensemble de Hall BB).

Cette proposition est démontrée dans [BLBM?23, Proposition 44]. Voici quelques propriétés

vérifiées par les coordonnées de type pseudo-premier qui seront utiles dans ce travail.

Proposition 1.6.14 (Homogénéité). Soient u := (ul,---,a") € LY(0,1)", Ay, -+, A\ € R,
T>0etu':te(0,T)— )\gﬁe(%) pour £ € [1,r]. Alors, pour tout b € B,

(T (o)) = (ﬁ AZ”“”) T (1, 7). (1.6.3)

(=1

Proposition 1.6.15. Pour tout M € N*, il existe Cpy > 0 tel que, pour tous T > 0, u €
LY((0,7),R)", b € B avec n(b) < M et t € [0,T],

(1.6.4)

Cuy s ne(b)
o, w)] < DIk 41:11 H“ L}(0,0)
Cette proposition est démontrée dans [BLBM23, Proposition 52].

1.6.2.3 Formule de représentation de 1’état de type Magnus

L’enjeu maintenant est de pouvoir évaluer cette formule pour obtenir une expression de la
solution de (1.1.1) en assurant sa convergence. Ce développement est bien adapté aux troncatures

par rapport a n(b). Afin de I’énoncer, on introduit la définition suivante.

Définition 1.6.16 (Couches homogene de B). Soient B un ensemble de Hall et A C N. On
notera Ba :={b € B; n(b) € A}. Pour i € N, on notera B; au lieu de By;.

Nous pouvons maintenant énoncer la formule de type Magnus de représentation de 1’état.
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Théoréme 1.6.17 (Formule de représentation approchée de 'état de type Magnus). Soient
B C Br(X) un ensemble de Hall, M € N*, §, T > 0 et f; : B(0,50) — R? des champs de
vecteurs analytiques pour ¢ € [0,r] vérifiant T|| follco < 0. Il existe v,C > 0 tels que, pour tous
u € LY(0,T),RY" vérifiant |Jul ;1 <7, p € B(0,6), t € [0,7],

Hx(t; u, p, 0) N ezM(t§f,U)etfop

| < Clulliiy (1.6.5)

avec

ZM(t; s 'LL)(O) = Z nb(ta u)fb(0)7 (166)

bEBHle]]

ot la série est absolument convergente.

L’estimation (1.6.4) est centrale pour assurer la convergence de la série considérée. De ce

théoreéme, on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 1.6.18 (Formule de représentation approchée de 1’état de type Magnus 2). Soient
M € N*,6,T >0, f;: B(0,26) — R? des champs de vecteurs analytiques pour £ € [0,7] vérifiant
fo(0) =0 et T| follo, < 6. Pour u € L*((0,T),R)", lorsque ||ull,r — 0,

w(tyu) = 2t £,u)(0) + O (lull iy + o)l F37) (1.6.7)

Ces représentations de ’état sont établies dans [BLBM23]. Les idées de preuve sont rappelées
en Appendice A. Elles fournissent une premiére réponse a la question : comment faire le lien
entre la controlabilité et les crochets de Lie? C’est a ces deux énoncés que l'on fera référence

dans ce document lorsque ’on parlera de formule de représentation de 1’état de type Magnus.

1.6.2.4 Coordonnées de second type

Pour contourner la complexité de P'expression de Z(t,u), nous avons développé une tron-
cature de ce terme sur une base algébrique de £(X). Nous devons néanmoins faire face a une
derniere difficulté : aucune formule simple n’est connue pour le calcul des coordonnées de type
pseudo-premier (1;)peg. Dans [BLBM23], Beauchard et Marbach contournent cette difficulté en
considérant une autre famille de coordonnées (celles associées au produit infini de Sussmann),
(& )ben, dite de second type. Elles sont définies par récurrence; leurs expressions sont donc

beaucoup plus simples & calculer.

Définition 1.6.19 (Coordonnées de second type). Soit B C Br(X) un ensemble de Hall. Les

coordonnées de second type associées a B sont l'unique famille (& : Ry x LL (R+,R)" = R)pes

de fonctionnelles définies par récurrence comme suit : pour tous t > 0, u € L*((0,t),R)",

t
- Exo(tu) =1, £x,(t, ) ::/ u(s)ds pour € € [1,7],
0
- pour tout b € B\ X, il existe un unique couple (b1, by) d’éléments de B vérifiant by < by

et un unique entier mazximal m > 1 tels que b = ady, (b2) et ainsi

t
Glt) = /0 (s, u)l, (s, ) ds.

Dans le but de condenser les expressions a venir, on introduit la définition suivante.
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Définition 1.6.20. Pour T > 0 et f € L'((0,T),R), on définit les primitives itérées f, de f

s’annulant en t = 0 par récurrence comme suit :

for=f e VYneN, Vtel0,T], fori(t):= /Ot fn(s)ds.

Pour v := (u',--- ,u") € L'((0,T),R)", on dénotera u, := (uk,--- ,ul).

n’ n

Il nous faut enfin faire le lien entre ces deux familles de coordonnées. Puisque nous nous
intéresserons dans cette these a I'obtention de résultats quadratiques, on focalise la proposition

suivante dans le cas de B; et Bs.

Proposition 1.6.21. Soit B C Br(X) un ensemble de Hall. Pour tous t > 0, u € L*(0,t)",
- si b e By, alors

m(t,u) = &(t,u), (1.6.8)

- si b € By, alors il existe ¢, L € [1,r] tels que ng(b) = nr(b) = 1 (quitte a avoir £ = L) et
ﬁ;?’k € R vérifiant

m(t,u) = &tu)+ > Bl (Duf(b), (1.6.9)
J+k=no(b)

Cette proposition est démontrée dans une version tres générale dans [BM24, Proposition

2.16]. L’élément clef de la démonstration est la formule de Campbell-Baker—Hausdorff-Dynkin.

1.6.3 Une nouvelle base de ’algebre de Lie libre

Cette derniere section anticipe le travail de recherche entrepris durant cette these et présente
la nouvelle base de Hall introduite dans mes articles. Pour cela, il nous faut donc expliquer
comment construire un ensemble de Hall. La Définition 1.6.11 d’un ensemble de Hall fournit
également un algorithme pour sa construction. En effet, les couches homogenes By d’un ensemble
de Hall B peuvent étre construites par récurrence sur N. Commengons par exemple par By =
{Xo} et By = {X,0"; ¢ € [1,r],v € N} avec l'ordre suivant :

Vk € N, X0F < < X,0F < X0 < < XL0FT < < X,

qui est compatible avec les trois axiomes énoncés en Définition 1.6.11. Soit N > 2. Nous souhai-

tons construire les éléments de By en supposant donné Bpy y_1].
- On ajoute premiérement tous les couples (a,b) avec a € By_1, b € X et a < b.

- Ensuite, pour chaque crochet b = (b1,b2) € Bp n_1], on ajoute tous les couples (a,b)
avec a € By_pp) et by <a <b.

- Finalement, on insére les nouveaux éléments générés de By dans un ordre qui maintient

la condition a < (a,b).

Nous mettons donc en ceuvre cet algorithme afin d’obtenir les éléments de Bo.

. b b 5 est impai
Notation. Pourb = (b1,b2) € Br(X), j € N, on notera (—1)7b := (b2, 1) SZ? cor rmpar
(b1,b2)  sij est pair
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Proposition 1.6.22. [l existe un ensemble de Hall B C Br(X) tel que Xo est maximal,
Bi={M} = X0/; te[ir], jeN}, (1.6.10)

et Ba = B3 good U B2 paa avec

Babad = {Wﬁl = (M{_, MO0, re L], jeEN, le N}, (1.6.11)

Ba.good = {Cj’lL = (—1)/ (ijHJ,M{JjJ) o, ¢ Le [1,7] tels que ¢ < L, j,l € N}. (1.6.12)
’ = 3
Remarque 1.6.23. Lorsque | = 0, on notera VVf,Cf’L au liew de Wﬁo et Cf”OL. Sir =2, on

notera Cj; au lieu de C;’ZQ.
Remarque 1.6.24. Pour ne pas surcharger les formules, on notera b € L(X) au lieu de E(b).

Cette proposition est utilisée de maniére déterminante dans les Chapitres 3, 4, 6 et 7. Dans
cet énoncé, I'ensemble By a été séparé en deux sous-ensembles : By gooq €t B2 peq. Intuitivement,
les crochets de Bz 4004 sont de bons crochets, i.e. des crochets qui aident a la controlabilité.
Notons que ce sont des crochets quadratiques b « croisés », i.e. qui vérifient ny(b) < 1 pour
¢ € [1,r]. Les crochets de By pqq sont de mauvais crochets qui peuvent causer des dérives et
empécher la controlabilité. Notons que ce sont des crochets quadratiques b « non croisés », i.e.
qui vérifient ny(b) = 2 pour un certain ¢ € [1,7]. Une base analogue a été abondamment utilisée
par Beauchard et Marbach dans [BM24] dans le cas des systémes mono-contrdlés (r = 1). Dans

ce cas, tous les crochets quadratiques sont mauvais.

Remarque 1.6.25. Dans [Brol3], Brockett s’intéresse a des systémes d’EDO linéaires et qua-
2/ = Ax+ Bu,
w, = 'zD;x, 1<i<r
métriques bien choisies. Il prouve un résultat de controlabilité globale en temps petit avec r = 2.

dratiques particuliers, de la forme , avec D;, des matrices sy-

Pour cela, Brockett montre que les matrices D; sont associées d de bons crochets quadratiques
— woir [Brol3, Théoréme 3.4]. Les bons crochets quadratiques impliqués sont des éléments de la

forme (M}, X5), v € N. Ce sont des combinaisons linéaires d’éléments de B2 good-

Nous sommes maintenant en mesure de donner I’expression des coordonnées de second type

des éléments de I’ensemble de Hall introduit en Proposition 1.6.22.

Proposition 1.6.26. Les égalités suivantes sont vérifiées.

- Pourbe BetveN,
t(t—s)

oo (£, 1) = /0 —2 (s, u)ds, (1.6.13)
- Pour tous £ € [1,r], j €N,
St (t,u) = ufyq (2). (1.6.14)
- Pour tous £ € [1,r], j € N*, L €N,
1 [t(t—s)
s (t0) = 5 /0 Sl (s, (1.6.15)




1.6. Formules de représentation de l’état

- Pour tous 1 <f<L<r, jleN,

t(t— g)
e (tu) = /0 (tz')“/ztz |l (5)ds. (1.6.16)

Démonstration. Les trois premiers points sont démontrés dans [BM24, Lemme 3.6, Proposition

3.7]. Prouvons le dernier : soient ¢, L € N vérifiant 1 < ¢ < L <, j,l € N. Par le premier point,

-9,
Ecra(tn) = [ S (s s,

Supposons que j = 2jo est pair. Alors, Cf’L = adkeojo (X070). Ainsi, en utilisant la Définition

1.6.19 et (1.6.14), on obtient le résultat annoncé. La preuve est identique si j est impair. O
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CHAPITRE 2

ETAT DE L’ART DE LA STLC DE L’EQUATION DE
SCHRODINGER BILINEAIRE

RESUME. Ce chapitre est un état de I’art sur le controle de ’équation de Schrodinger

bilinéaire, en particulier la contrélabilité exacte locale autour de 1’état fondamental.

2.1 Une introduction a I’équation de Schrodinger bilinéaire . . ... .. 41
2.2 Un premier résultat négatif ... ... ... ... ... ..., 42
2.3 Caractére bien posé de (2.1.1) . . . . ... i oot n e e e 43
24 Testlinéaire. . . . . . . . . 0 i i i i i it ittt e e e 44
2.5 Utilisation d’une « power series expansion » . . . . . . v ¢ v v v oo 46
2.5.1 L’exemple historique de I’équation de KAV . . . . ... ... ... ... 46
2.5.2  Développement a 'ordre 2 de ’équation de Schrodinger bilinéaire . . . . 47
2521 Entempslong . . ... ... oo 47

2.5.2.2 Entempspetit . ... ... o 47

2.5.3 Développement a l'ordre 3 de ’équation de Schrodinger bilinéaire . . . . 48

2.6 Controle approché . . . . . . . . i i i v ittt i e e e e e 49

2.1 Une introduction a I’équation de Schrodinger bilinéaire

L’équation de Schrodinger, élaborée en 1925 par le physicien autrichien Erwin Schrodinger,
est une équation essentielle de la mécanique quantique. Elle régit 1’évolution temporelle d’une
particule non relativiste, jouant un réle analogue a celui de I’équation fondamentale de la dyna-
mique en mécanique classique. Dans le cadre de la mécanique quantique, les particules ne sont
plus représentées comme des objets ponctuels ayant des trajectoires bien définies, mais plutot
comme des entités décrites par une fonction d’onde . Cette fonction d’onde contient toute 1’in-
formation sur I’état du systeme et permet de calculer la probabilité de présence d’une particule
en un point donné de ’espace. Dans les contextes ou les caractéristiques physiques d’un systeme

varient en fonction d’interventions extérieures — comme c’est fréquemment le cas en physique
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quantique — il est judicieux d’opter pour des modeles dits bilinéaires — voir e.g. [Dio+99, Equa-
tion (5)]. L’équation de Schrodinger bilinéaire en dimension 1 & r controles scalaires qui nous

intéresse est la suivante :

i0pp(t, r) = =02 (t, ) — u(t) - p(x)y(t,z), t€ (0,T),z € (0,1),
¥(t,0) =(t,1) =0, te (0,7), (2.1.1)
w(ovx) = %(50)7 x € (0, 1),

ouT >0,u:= (ul, -+ u"): (0,T) = R", pn:= (p1, -+, ptr) : (0,1) = R", 2 : (0,T)x (0,1) — C,
lvollrz =1 et (x,y) € R" x R" +— z - y désigne le produit scalaire canonique sur R”.

Cette équation décrit I’évolution de la fonction d’onde 1 d’une particule quantique dans un
puits de potentiel carré infini unidimensionnel (0, 1), soumis a r champs électriques d’amplitudes
ul,--- ,u". Les fonctions pi,--- , i, appelées « moments dipolaires », modélisent I'interaction

entre la fonction d’onde v de la particule et les r champs électriques.

Il s’agit d’un systéme de contrdle non linéaire multi-commandé.

- Etat : la fonction d’onde 9 : (0,T) — S, out S désigne la sphere de L?(0,1). En effet,
’équation de Schrédinger conserve la norme L2(0,1) de la fonction d’onde (et donc la
probabilité totale de présence).

- Controles : les fonctions u!,--- u” : (0,T) — R". Elles agissent de maniére bilinéaire sur

Pétat via le terme u(t) - u(x)(t, z). C’est pourquoi on parle d’équation bilinéaire.

L’état fondamental est la trajectoire particuliere 11 (t,z) := @ (z)e ™1, avec u = 0, ol
o1(z) := v2sin(nz) et A1 := 72. Nous nous intéressons & la contrdlabilité locale en temps petit
autour de I’état fondamental, c’est-a-dire & la possibilité de réaliser, en un temps arbitraire T' > 0,
de petits mouvements autour de I’état fondamental avec de petits controles. Cela correspond a
la, surjectivité locale autour de 0 de l'application point d’arrivée O : u — ¥(T;u,¢1). Toute
réponse positive au probleme de controlabilité locale en temps petit peut étre vue comme un
théoreme d’inversion locale non linéaire, ce qui souligne la profondeur et la complexité de ce
probléme, dans le cas ou le théoréme d’inversion locale classique (ou test linéaire) — voir [Cor(07,

Section 3.1] — ne peut pas étre utilisé.

2.2 Un premier résultat négatif

Pendant de nombreuses années, les équations bilinéaires en dimension infinie ont été jugées
non controélables en raison du résultat négatif obtenu par Ball, Marsden et Slemrod dans [BMS82]

en 1982 que voici.

Théoréme 2.2.1. Soient X un espace de Banach de dimension infinie, A générateur d’un C°-
semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur X et B : X — X un opérateur linéaire borné. Pour

tous wo € X et u € LL ((0,400),R), l'unique solution du systéme

{w’(t) = Aw(t) + u(t)B(w(t))

w(0) = wo
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est notée w(t; p,wg). Alors, pour tout wy € X, l'ensemble des états atteignables depuis wg, défini
par,
R(uwo) = {w(t;w, wo)s ¢ >0, ue LY ((0,+00),R), p > 1}

loc

est contenu dans une union dénombrable de sous-ensembles compacts de X et, en particulier,

est d’intérieur vide dans X.

Ceci signifie que, arbitrairement proche (pour la topologie de X) d’un état atteignable, il
existe des cibles que I'on ne pourra pas atteindre. Le cas p = 1 des contréles dans L ((0,+0),R)
a été ensuite traité dans [BCC20] par Boussaid, Caponigro et Chambrion en 2014. Ce résultat
a été généralisé aux équations non linéaires par Chambrion et Thomann dans [CT19]. Pour
I’équation de Schrodinger, Turinici montre en 2000 dans [Tur00] a partir du Théoreme 2.2.1 que
si les opérateurs de multiplication par p, préservent ’espace considéré, alors la contrélabilité
dans cet espace est impossible. Ce résultat a ensuite été adapté aux équations de Schrodinger
non linéaires par Illner, Lange et Teismann dans [ILT06] en 2005. Afin de contourner cette
obstruction, différentes pistes ont été exploitées par les mathématiciens pour obtenir des résultats

positifs de contrélabilité des équations de Schrédinger bilinéaires.

- La contrélabilité exacte dans des espaces plus réguliers : en effet, 'obstruction donnée
dans le Théoréme 2.2.1 assure que, si 'opérateur B est continu pour la topologie de X,
alors, pres de tout état atteignable pour la norme X, il existe des cibles non atteignables.
Ceci n’empéche pas 'espace atteignable de contenir une boule pour une norme plus
fine, a condition que 'opérateur B ne soit pas continu pour cette norme. Cette remarque
a permis d’aboutir & de nombreux résultats positifs de controlabilité. C’est dans cette
dynamique que s’inscrit cette thése. Nous présentons certains de ces résultats dans les

sections suivantes.

- La controlabilité approchée : on décide de changer la notion de contrélabilité. On ne

cherche plus a atteindre des cibles exactement, mais de maniere approchée.

2.3 Caracteére bien posé de (2.1.1)

Nous considérons, pour & € N, H*((0,T),R), I'espace de Sobolev réel, muni de sa norme
usuelle et H¥((0,T),R) 'adhérence de C2°(0,T') pour cette norme. Sauf précision explicite, nous
travaillerons avec des fonctions & valeurs complexes. On munit I'espace L2(0,1) du produit

scalaire

1 .
Vf,g € L2(0,1), (f,g) = /0 f(@)g(z)da.

On définit également 'opérateur
A := —9? avec domaine D(A) := H?(0,1) N Hy(0,1). (2.3.1)

L’analyse spectrale de I'opérateur nous donne les expressions des valeurs propres et les vec-

teurs propres
A= ()2, @; = V2sin(jr), j>1 (2.3.2)
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De plus, la famille (¢;);>1 est une base hilbertienne de L?(0,1). Nous définissons aussi les
fonctions
byt ) = gj(x)e™, (t,x) € (0,T) x (0,1), j>1 (2.3.3)

Ce sont les solutions de I’équation de Schrodinger bilinéaire libre — i.e. de (2.1.1) avec u = 0 —
avec donnée initiale ¢; a 'instant ¢ = 0. Elles sont appelées états propres. Lorsque j = 1, 11 est

appelé ’état fondamental. Enfin, nous définissons, pour s > 0, les espaces H, fo) (0,1) = D(A2),

munis de la norme
400 1/2
H‘PHH(SO) = (Z US<<P7<PJ'>|2) .
j=1

Remarquons que pour tout £ € [1,7], les opérateurs By de multiplication par j, dans L?(0,1)
préservent D(A) = H? N HE(0,1). Néanmoins, ce n’est pas le cas pour H(?’O)(O, 1). En effet, par
définition,

H)(0,1) = {p € H*(0,1); 9(0) = o(1) = ¢"(0) = ¢"(1) = 0}.

De plus, pour tout ¢ € H?O)(O, 1),

(o)’ (01} = 1e” | g0.13 + 2//690,\{0,1} + MZSO\{OJ} = 2#2@’\{071}'

A priori, ce terme n’est pas nul. On peut donc espérer atteindre des cibles proches de I'état
fondamental en norme H (30)(07 1) bien que l'espace des cibles atteignables soit d’intérieur vide
pour la topologie de D(A). Néanmoins, ceci complexifie ’obtention du caractére bien posé de
I’équation (2.1.1) dans cet espace. Beauchard et Laurent le démontrent en 2010 dans [BL10)]
pour r = 1 en mettant en évidence un phénomene de régularisation. Ce théoréme a ensuite été
généralisé par Bournissou dans [Bou23a] en 2022 afin d’obtenir le caractére bien posé de (2.1.1)
pour 7 = 1 dans un cadre plus général, faisant intervenir deux parametres : le premier, m, est
lié a la régularité des controles et le second, p, au nombre d’annulations au bord des dérivées
impaires de la fonction p. Voici une généralisation au cas de I’équation avec plusieurs controles
scalaires.

Théoréme 2.3.1 (Caractére bien posé). Soient T > 0, (p,m) € N2, p, € H2P+m+3((0,1),R)
tel que ,ufkﬂ) ‘{071} =0 pourk € [0,p—1] et € [1,r], w € HJ*((0,T),R)", ¢ € H?é)ermHg((), 1)
et fe H" ((O,T), H?*3n H(Q(?)H(O, 1)) Il existe une unique solution douce a l’équation (2.1.1)
i.e. une fonction Y € C™ ([O, T], H?(%+3(0, 1)) telle que I’égalité suivante soit vérifiée dans H(Q(%JFS
pour tout t € [0, T

) t r
U(t) = ey + i [ A0 ((Z u%s)w) P(s) + f(8)> ds.
0 =1
Les fonctions py seront supposées au minimum H3((0, 1),R) dans tout le document.

2.4 Test linéaire

Commencons par définir précisément la notion de contrélabilité qui va nous intéresser tout

au long de cette these pour ’équation de Schrodinger. 11 s’agit d’une adaptation a la dimension
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infinie de la Définition 1.1.2 introduite pour les systémes de controle affine (1.1.1).

Définition 2.4.1. Soient Er une famille d’espaces vectoriels normés de fonctions définies sur
[0,T] pour T > 0 et H un espace de Hilbert. L’équation de Schrodinger (2.1.1) est E-STLC
dans H autour de U’état fondamental si pour tous T,e > 0, il existe § > 0 tel que pour tout
Yy € SN H vérifiant |[¢p — 1 (T)||g < 8, il existe u € (BEp)" N L2((0,T),R)" tel que |lullg, < e
et Y(T5u, 1) = V5.

Définition 2.4.2. Avec les notations de la Définition 2.4.1, l'équation (2.1.1) est E-STLC
autour de l’état fondamental s’il existe un espace de Hilbert H tel que (2.1.1) soit E-STLC dans

H autour de l’état fondamental.

Remarque 2.4.3. Cette définition semble s’éloigner de la Définition 1.1.2. En effet, on n’étudie
plus la E-STLC autour d’un équilibre mais d’une trajectoire. Quitte a remplacer 'opérateur A
par —0% — \1, alors 1 est une solution libre (i.e. avec u = 0) stationnaire de l’équation de
Schrodinger i0p)(t, x) = —0%(t, x) — M(t, x) —u(t) - u(z)(t, x). On est donc ramené au cadre
d’étude du Chapitre 1 (puisque ’équilibre ne dépend plus du temps).

Dans [BL10], Beauchard et Laurent ont montré un résultat de L2-STLC de I'’équation de
Schrodinger bilinéaire mono-controlée (r = 1). Il a ensuite été étendu par Bournissou dans
[Bou23a] selon le méme modele que celui présenté précédemment. Elle montre en particulier le

résultat suivant, dont on énonce la généralisation au cas de r controles scalaires.

Théoréme 2.4.4 (Test linéaire). Soient (p,m) € N? et py € H>PH™H3((0,1),R) tels que

M§2k+1) o = 0 pour k € [0,p — 1] et £ € [1,r]. Supposons que

. . C
=1

Alors, équation (2.1.1) est HY"-STLC' dans H(Qo(f+m)+3(0, 1) autour de l’état fondamental.

La propriété .
Vie N, > [uepr, 5)] >0 (2.4.2)
(=1

est une condition nécessaire a la controlabilité du systéme linéarisé autour de ’état fondamental.
L’hypothese plus forte (2.4.1) garantit que le systéme linéarisé est Hj'-globalement contrdlable
en temps petit dans H, (20(5” +m) +3(O, 1). On peut en effet résoudre le probléme de moments associé
a la contrélabilité du systeme linéarisé. Une ouverture aux problémes de moments est proposée
en Appendice E. Ensuite, un phénomene de régularisation permet de montrer que ’application
point-d’arrivée est de classe C! entre les espaces suivants

Or s u € HP((0,T),R)" = (Tsu, 1) € Hig " P*%(0,1) N 8.

Ainsi, en appliquant le théoréme d’inversion locale, on obtient la controlabilité locale du systeme
non linéaire (2.1.1). Le choix des espaces fonctionnels est déterminé par la contrélabilité du

systeme linéarisé : une fois que p et m sont fixés et que (2.4.1) est vérifiée, on doit alors travailler
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avec Y(T) € H (20(53 +m)+3 (0,1). 11 s’agit d’'une généralisation & la dimension infinie du Théoréme
1.4.9.

Remarque 2.4.5. Si u, satisfait les hypothéses du Théoreme 2.4.4, alors des intégrations par
parties donnent : pour tous j, k € N* distincts, pour tout £ € [1,7],

A(-1)P(p+ 1)k i+ (2p+1) (2p+1) 1
(1eprs p5) = W ((—1)]+ Hg ) - Hg 8 (0)) +j_8roo <Jgp+3> .

Ainsi, Uhypothése (2.4.1) empéche ,qupH) de s’annuler au bord. Ceci assure donc que l’opéra-
teur By de multiplication par je dans L?(0,1) ne stabilise pas Hfgf?’(o, 1). On contourne ainsi

l’obstruction a la contrélabilité soulevée par le Théoréme 2.2.1.

Remarque 2.4.6. L’utilisation de ces techniques pour la dimension supérieure semble com-
promise. En effet, la résolution du probleme de moments associé a la contrélabilité du systéme
linéarisé est possible sous une condition de gap asymptotique des valeurs propres de l'opérateur
(A, D(A)). Celui-ci n’est pas vérifié en dimension d > 3.

Cette stratégie a également été utilisée pour obtenir des résultats de controlabilité locale
pour les équations de Schrodinger non linéaires, comme dans [DN25], ou pour les équations de
Schrodinger couplées, comme dans [Morl4]. En greffant d’autres ingrédients a cette stratégie
de base, la controlabilité exacte globale dans des espaces réguliers a été démontrée pour dif-
férents modeles dans [MN13; NN12]. Le test linéaire a également été utilisé pour montrer la
controlabilité locale en temps petit d’autres EDP, par exemple dans [Ros97] pour ’équation de

Korteweg—de Vries (KdV) sous certaines hypotheses.

2.5 Utilisation d’une « power series expansion »

Si le systéme linéarisé n’est pas controlable, on peut s’intéresser aux termes d’ordre qua-
dratique, cubique, etc du développement de la solution. Cette méthode, appelée « power series

expansion », est présentée dans [Cor07, Chapitre 8] pour des systémes en dimension finie.

2.5.1 L’exemple historique de 1’équation de KdV

Historiquement, la premiere adaptation d’une « power series expansion » a la dimension
infinie répond & 1’étude de la controélabilité d’une équation de KdV. Dans [Ros97], Rosier étudie
I’équation posée sur un intervalle (0, L) avec des conditions de Dirichlet et un contrdle agissant
sur la dérivée de la solution en x = L. Il prouve que, si L n’appartient pas a ’ensemble de
longueurs critiques N := ZW\/W; k,l e N*}, le systéme linéarisé autour de zéro est
contrblable. 11 obtient ainsi la controlabilité locale du systéme non linéaire. Au contraire, si
L € N, Rosier prouve que le systéme linéarisé n’est pas controlable; il existe un espace de
dimension finie de cibles M non atteignables au niveau linéaire. Par la suite, I’étude de I’équation
non linéaire dans le cadre des longueurs critiques a fait 'objet de nombreuses contributions

faisant intervenir une « power series expansion ».

- Coron et Crépeau utilisent une « power series expansion » a l'ordre 3 (I'ordre 2 étant
nul) dans [CCO04] afin d’obtenir la STLC de I’équation lorsque k = .
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2.5. Utilisation d’une « power series erpansion »

- Cerpa obtient dans [Cer(7] la contrdlabilité de I’équation en temps long, pour des
longueurs critiques vérifiant dim(M) = 2, grace & une « power series expansion » de la

solution a 'ordre 2.

- Cerpa et Crépeau obtiennent la controlabilité en temps long de toutes les longueurs

critiques dans [CC09] & l’aide de techniques similaires.

On pourra consulter l'article de syntheése [Cerl4] de Cerpa pour plus de précisions sur ces

résultats.

- Coron, Koenig et Nguyen prouvent dans [CKN22| une obstruction & la STLC pour les
longueurs critiques vérifiant 2k + 1 ¢ 3N*, a 'aide d’une « power series expansion » a
I’ordre 2.

- Finalement, Niu et Xiang ont récemment montré dans [NX25] une obstruction a la STLC
pour les longueurs critiques restantes, ¢.e. vérifiant 2k + [ € 3N* et k #£ [, en utilisant a

nouveau un développement quadratique de la solution.

Cette méthode a également été utilisée pour I'étude de la STLC de I’équation de Schrédinger

bilinéaire, dans le cas ou 7 = 1. Décrivons en détails les différentes contributions.

2.5.2 Développement a ’ordre 2 de I’équation de Schrodinger bilinéaire
2.5.2.1 En temps long

Discutons en premier lieu des résultats utilisant un développement a 'ordre 2 de la solution
en temps long. L’hypothése (2.4.1) est centrale dans 1’étude de la STLC du systéme linéarisé.
Néanmoins, la contrélabilité en temps long de I’équation a été démontrée sous des hypotheses
plus faibles. En effet, Beauchard et Morancey ont montré dans [BM14] la contrélabilité locale en
temps long de I’équation de Schrédinger bilinéaire mono-controlée — i.e. (2.1.1) avec r =1 —en
supposant 1} (0) £ p) (1) # 0. Le développement de Taylor a l'ordre 2 de u — ¢(T'; u, p1) permet
donc de montrer un résultat positif de contrélabilité de 1’équation de Schrédinger bilinéaire

mono-controlée mais en temps long.

Remarque 2.5.1. Cette condition n’est méme pas nécessaire. En effet, Beauchard montre dans
[Bea05] la contrélabilité locale en temps long de la méme équation dans le cas particulier du

moment dipolaire pi(z) = x.

2.5.2.2 En temps petit

L’étude du terme d’ordre 2 met en évidence une obstruction a la STLC. Elle repose sur
une inégalité de coercivité reliant la solution a une norme de Sobolev négative du controle, ce
qui permet d’établir plusieurs résultats. Dans [Cor06], Coron montre une obstruction a la L>-
STLC pour I'équation (2.1.1) avec r =1 et pj(x) = x — % grace au terme quadratique. Il nie la
controlabilité simultanée de la fonction d’onde de la particule, de la vitesse et de la position du
puits de potentiel pour des controles petits en norme L en montrant une inégalité de coercivité
faisant intervenir la norme H~! du contréle. Par la suite, Beauchard et Morancey généralisent

cette obstruction dans [BM14] en donnant des conditions générales sur p; permettant de créer
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une dérive dans le cas mono-contrdlé, avec un puits de potentiel fixe. Ils montrent une inégalité

similaire pour nier la L?-STLC. Voici I’énoncé précis.

Théoréme 2.5.2. Soient K € N* et uy € H3((0,1),R) tels que

(Lip1,0x) =0 et Ay := <(u’1)2 sol,cpK> £0. (2.5.1)

Alors, léquation de Schridinger mono-controlée (2.1.1) (avec r = 1) n'est pas L*-STLC.

Remarque 2.5.3. A la différence du Théoréme 2.2.1, cette obstruction n'est pas de nature
topologique puisqu’elle se visualise géométriquement : les trajectoires évoluent d’un coté d’une

hypersurface.

Cet énoncé peut étre interprété comme une généralisation a une EDP de la condition néces-
saire de L>°-STLC de Sussmann — voir Théoreme 1.5.7. En effet, si on identifie formellement
(2.1.1) & un systeme affine de la forme (1.1.1) avec » = 1 (ou les fonctions f; ne sont désor-
mais plus des champs de vecteurs mais des opérateurs), alors, les conditions (2.5.1) se réécrivent
o & S1(f)(0) et [f1,[f1, fo]](v1) ¢ Si1(f)(0). Lorsque cette obstruction n’a pas lieu i.e. si
[f1, [f1, f0]](0) € S1(f)(0), on peut s’intéresser & I'obstruction quadratique suivante — voir Cha-
pitre 1. Dans [Bou23b], Bournissou s’intéresse a ’ensemble des dérives quadratiques entieres de
I’équation de Schrodinger bilinéaire & un controle scalaire — (2.1.1) avec r = 1 — et montre, sous
un jeu d’hypothéses sur le moment dipolaire, une inégalité de coercivité impliquant la norme
H~™ du controdle, permettant d’obtenir une obstruction a la H?" 3-STLC. Il s’agit d’une adap-
tation & une EDP du Théoreme 1.5.10 dans le cas o m = 2k — 3. Dans [BMP25], Beauchard,
Marbach et Perrin montrent un résultat d’obstruction pour I’équation de Schrédinger bilinéaire
mono-controlée avec condition au bord de Neumann. Pour obtenir I'inégalité de coercivité en
norme H~! du controle et nier la L?-STLC, ils pallient un manque de régularité du noyau par

des manipulations sur sa transformée de Fourier.

Remarque 2.5.4. Des obstructions quadratiques liées a une inégalité de coercivité ont aussi été

prouvées sur d’autres EDP. En voici quelques exemples.

- Dans [Mar18], Marbach étudie une équation de Burgers et obtient une propriété de coer-
ctvité impliquant la norme H i du controle, ce qui lui permet de nier la L?>-STLC. C’est
la premiére fois qu’une obstruction quadratique est quantifiée par une norme de Sobolev

non entiere.

- Beauchard et Marbach montrent dans [BM20] des inégalités de coercivité faisant interve-
nir la norme H™° du contréle avec s > 0 non nécessairement entier pour des équations

paraboliques avec des non linéarités spécifiques.

- Pour KdV — voir Section 2.5.1.

2.5.3 Développement a ’ordre 3 de I’équation de Schrédinger bilinéaire

Dans [Bou24|, Bournissou s’intéresse a une compétition non linéaire entre les termes d’ordre
2 et 3. Elle propose un cadre fonctionnel permettant de tirer profit du terme cubique malgré

la présence du terme quadratique. Ceci conduit a un résultat positif de STLC pour ’équation
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2.6. Contréle approché

de Schrédinger bilinéaire mono-contrélée. Il s’agit d’'une généralisation a une EDP d’un cas

particulier de la condition S(6) de Sussmann — voir Théoréme 1.5.5.

2.6 Controle approché

Les premiers résultats de contrélabilité approchée globale des équations de Schrédinger bili-
néaires ont été obtenus en temps long — voir par exemple [MS10; Ner10]. Dans [Cha+08; EP09;
Bos+12], les auteurs établissent la contrdlabilité approchée globale en s’appuyant sur une mé-
thode propre a la dimension finie. En effet, leur preuve repose sur I'application de méthodes de
la théorie du contréle des EDO aux approximations de Galerkin — c’est-a-dire a des projections
du systéme sur des sous-espaces de dimension finie — et sur une estimation de ’erreur entre ces
approximations et la solution de ’'EDP.

Pour certains systemes, un temps grand est en effet nécessaire pour assurer la contrélabilité
approchée — voir [BCT14 ; BCT18]. La controlabilité approchée en temps petit entre états propres
pour les équations de Schrédinger sur le tore a été démontrée par Duca et Nersesyan dans
[DN21], au moyen d’un argument de saturation. Des résultats connexes ont ensuite été établis
dans [CP23; BLBS24; DP24]. En 2024, Beauchard et Pozzoli ont fourni les premiers exemples
d’équations de Schrédinger bilinéaires globalement approximativement contrélables en temps
petit dans [BP24] — un exemple d’"EDP conservative globalement approximativement contrélable
en temps petit a été proposé dans [BCC12] en 2012. Il convient de noter que dans les travaux
[CP23; BP24; DP24], les crochets de Lie sont un outil central.
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CHAPITRE 3

RESULTAT POSITIF DE STLC DE L’EQUATION DE

SCHRODINGER GRACE A UN TERME QUADRATIQUE

RESUME. Le but de ce chapitre est de présenter le résultat principal de [Ghe25b] et

des heuristiques de preuve. Nous insisterons sur son lien avec la dimension finie.

3.1 Résultat principal de [Ghe25b] . ... ... ... ... ... ..., 54
3.2 Comparaison avec la dimension finie et heuristique . . . . . ... .. 56
3.2.1 Interprétation des hypotheses en termes de crochet de Lie . . . . . . .. 56
3.2.2  Lien avec la condition suffisante de L>°-STLC S(f) de Sussmann . . . . 56
3.2.3 Heuristique de preuve . . . . . . . . . ... e 58
3.3 Stratégie de preuve . . . . . v i i it e e e e e e e e e e e e e e e e 58
3.3.1 Caracteére bien posé de I’équation de Schrodinger bilinéaire (3.1.1) . . . 58
3.3.2 Méthode des vecteurs tangents . . . . . . .. ... .. L. 58
3.3.3 Développements linéaire et quadratique de la solution . . .. ... ... 60
3.3.4 Application du Théoreme 3.3.4 de STLC. . . . ... .. ... ... ... 61
3.4 Perspectives et problemes ouverts . .. ... ... ... 0000 63
3.4.1 Raffiner 'hypothese du Théoreme 3.2.2 . . . . . .. ... .. ... ... 63
3.4.2 Adapter cette stratégie a d’autres équations . . . . . ... ... L. 64
3.4.3 Récupérer une infinité de directions perdues au linéaire . . . .. . . .. 64

Dans ce chapitre, on se focalise sur le cas des systemes a deux controles scalaires — r = 2 —

tant pour ’équation de Schrédinger bilinéaire que pour les systemes affines. Pour la dimension

finie, on notera

'(t) = fola(t)) +u(t) f(z(t) +v(t) fa( (1)) (3.0.1)

Pour des systeémes affines de la forme (3.0.1), des conditions nécessaires et des conditions suffi-

santes de F-STLC sont connues — voir Chapitre 1. Néanmoins, les démonstrations de ces résultats

semblent souvent propres a la dimension finie et difficiles a transposer sur des EDP. On aimerait

trouver des techniques de preuve qui s’adaptent plus facilement au cadre de la dimension infinie

des EDP. Nous verrons que la formule de représentation de I’état d’'une EDO de type Magnus
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quadratique

présentée dans le Chapitre 1, Théoréme 1.6.17 et Corollaire 1.6.18, fournit une premieére réponse

a cette question.

3.1 Résultat principal de [Ghe25b]

On étudie I'équation de Schrodinger bilinéaire a deux contréles scalaires — i.e. 1’équation

(2.1.1) avec r = 2 — suivante

0p(t, x) = —03(t, ) — (u(t)pr () +v(t)p2(2)) d(t,z), te€(0,T),z € (0,1),
¥(t,0) = ¥(t,1) =0, te(0,T), (3.1.1)
¢(07$) = %(90)7 x € (0,1).

Nous nous intéressons au cas o le systéme linéarisé autour de 1’état fondamental — voir (3.3.2)

— n’est pas contrdlable. Ainsi on considére K > 2 un entier et on suppose

(Hink,1: (1, er) = (H2e1, ¢x) = 0.

Le systéme linéarisé perd alors une direction complexe (¢(¢; (u,v), ¢1), ¢x) € C. Autrement
dit, le terme d’ordre 1 du développement de Taylor en (0,0) de (u,v) — (Y(t; (u,v), ¢1), ¢K)
est nul. Soient p,m € N des entiers. Nous supposons également que les autres directions sont

controlables au niveau linéaire selon le cadre fonctionnel habituel, i.e.
(H)rog : e € H2PF™43((0,1),R) et g™ V| ) |, =0 pour 0 <k <p—1, £ € {1,2},

C

(H)iink,2 : il existe C' > 0 tel que Vj € N* (<,U€§017“Pj>)1§£§2H > 78

Ces hypotheses sont dictées par 1’étude du systeme linéarisé — voir Théoreme 2.4.4. Pour
controler la solution de (3.1.1) dans la direction perdue au linéaire, on utilise une « power
series expansion » a l'ordre 2, i.e. le terme d’ordre 2 du développement de Taylor en (0,0) de
(u,v) = (Y(t; (u,v), p1), pr). Donnons a présent les hypotheses liées aux termes quadratiques.

Soit n € N*. On suppose que les égalités suivantes sont vérifiées :

(H)quaaxcs : Vi e [1, [251]],
A} = (—1)F 12 ( M) Ak =AD"y = ) e =0,
(H)quaarca: ke [1, 1251,
A Y (b = 2525 e = A0y = )1 =,
j=1
(H)quaaxcs Ve [0, 1],
+oo

k+1 k k k+1 ) ~
=Y (O = )P0y = a)lld; — O = A 0y - )l ) = o,
j=1
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3.1. Résultat principal de [Ghe25b]

(H)quad,K,4 :
S B 12 2] EXY,
= D0 (O = MU0y = Al — e = A By = a5 dy) #0,
j=1
ou, pour tout j > 1,
¢j = (i1, 5) (i, ) dj = (papr, @3) (125 £10)
¢j = (h21, 5) (H29)s PK ) 5 dj = {1, 0i) (e xc) -

En utilisant (H)yeg et des intégrations par parties, on montre I'estimation suivante : pour tous
J, k € N* distincts, pour tout ¢ € {1, 2},

4(-DP(p+ Dk itk (2p+1 2p+1 1
(won 03) = = gpra mpre (=17 a0 (1) = 0 (0)) too (W) L (312)

Remarque 3.1.1. L’hypothése (H)yn k2 et lestimation (3.1.2) assurent qu’au moins une des
deuz fonction ”g2p+1); uéQpH) ne s’annule pas au bord. On contourne ainsi l’obstruction de Ball,

Marsden et Slemrod — voir Théoreme 2.2.1.

Remarque 3.1.2. L’estimation asymptotique (3.1.2) et l'hypothése n < 2p + 2 garantissent
que toutes les séries écrites dans (H)quad kK1, (H)quad,K,2: (H)quadk,3 €t (H)quad x4 sont

absolument convergentes. En effet, pour tout n € N,

“+00 B —+00 1
>~ (sl + 1651+ 1l +1d51) 5 < O Y
j=1 j=1

qui converge si p+ 1> n. En particulier, si |5] < p, toutes les séries définies précédemment et

Al 1 A2, | et Yny1 sont également convergentes (hypothese technique).
5]+ [5]+

Remarque 3.1.3. L’entier m est associé a la régularité des controles, l'entier p a 'annulation

au bord des dérivées d’ordre impair de pu1, o et Uentier n au terme quadratique ~y, utilisé.
Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de [Ghe25b].

Théoréme 3.1.4. Soient p,m, K € N, n € N* avec K > 2 et |5| < p. Supposons que pui1, o
satisfont les hypotheéses (H)reg, (H)tink,1, (H)link 2, (H)quad k1, (H)quadk,2, (H)quad x 3,
(H)quad k4 €t (u1p1,¢1) # 0. Alors, l’équation de Schrodinger bilinéaire (3.1.1) est Hy*-STLC

dans H(Qo()p+m)+3(0, 1) autour de l’état fondamental.

L’existence de fonctions g1, po satisfaisant les hypotheses (H)reg, (H)iink,1, (H)iin K, 2,
(H)quad,K,1, (H)quad,k,2: (H)quad k3 €t (H)quad K 4 est démontrée en Section 6.4.1.

Remarque 3.1.5. En particulier, si i1, po € C*°([0,1],R), alors, pour tout m € N, I’équation de
Schrédinger bilinéaire (3.1.1) est HY'-STLC dans H(2é§;+m)+3(07 1) autour de l’état fondamental
lorsque (H)ypeg est vérifiée.

A la différence de ’équation mono-contrdlée traitée par Bournissou dans [Bou23b], le terme

quadratique seul permet de retrouver la direction perdue au niveau linéaire, en temps petit.

95



Partie II, Chapitre 3 — Résultat positif de STLC de l’équation de Schrédinger grace a un terme
quadratique

Remarque 3.1.6. Afin de garantir la comptabilité des hypothéses, il est nécessaire de supposer
K > 2. En effet, Uhypothése (H)jink=1,2 assure que max(Af, A2) > 0 pour tout k € [1, | “+L]].

Ainsi, au moins une des deux hypothéses (H)quad K=1,1, (H)quad k=1,2 n'est pas vérifiée.

3.2 Comparaison avec la dimension finie et heuristique

3.2.1 Interprétation des hypotheses en termes de crochet de Lie

Commencons par généraliser la Définition 1.3.3 aux crochets de Lie itérés d’opérateurs.

Définition 3.2.1. Soient A et B des opérateurs. On définit par récurrence sur k € N (sous

réserve de compatibilité des domaines) opérateur ad®(B) comme suit :
ad(B) =B et adi'(B):= adi(B)A — Aad’y(B).

Sous des relations appropriées entre les parametres n et p, les hypotheses (H)gquad K 1,
(H)quad K2, (H)quad k.3 €t (H)quad K,4 Peuvent étre interprétées en termes de crochet de Lie.

Plus précisément,

b= [T 2ah = (1) (fadf (B adb (B o). (3:2.1)
Vh= 1o [P0 24 = (-0t (ladi (Bo)adh (Bl vk ) (3.2:2)
b= = (D (dy T (B.ad (Balenen ). (323

ot A est défini en (2.3.1) et B, et l'opérateur de multiplication par p, dans L%(0,1), pour
¢ € {1,2}. On renvoie le lecteur intéressé aux Propositions B.1.2, B.1.3, B.2.2 et B.2.3, en
Appendice B, pour une preuve.

Pour I'équation de Schrédinger bilinéaire mono-controlée, le crochet de Lie 2A£ est connu
pour étre une obstruction & la controlabilité locale en temps petit, dans un cadre fonctionnel
approprié — voir [Bou23b|. Les crochets de Lie (y;)o<k<n sont spécifiques a 'équation multi-

controlée (3.1.1), notre résultat positif repose sur l'utilisation de ;.

3.2.2 Lien avec la condition suffisante de L*-STLC S(f) de Sussmann

On renvoie le lecteur au Chapitre 1 pour les notations et définitions liées a 1’étude de la
STLC des systemes affines utilisées dans cette section. Notre but est a présent d’interpréter le

Théoréme 3.1.4 comme une extension a la dimension infinie du théoréme suivant.

Théoréme 3.2.2. Soient d,L € N* et fo, f1, fo des champs de vecteurs analytiques sur un
voisinage de 0 dans R? tels que fo(0) = 0. Supposons que r := dim (S1(f)(0)) < d et qu’il existe

bri1,-++ ,bg € Ba good tels que iel[g}ifd]]w” =1L et
S1(£)(0) & Span(fy,,, (0), - , fy,(0)) = R?. (3.2.4)
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3.2. Comparaison avec la dimension finie et heuristique

Supposons que
pour tout b € Bapaq tel que |b| < L,  f,(0) € S1(f)(0). (3.2.5)

Alors, le systéme de controle affine (3.0.1) est W*°-STLC, pour tout m € N.
Remarque 3.2.3. Le cas r = d correspond au test linéaire — voir Théoréme 1.4.9.

Remarque 3.2.4. L’hypothése (3.2.4) correspond a la LARC — voir Théoréme 1.5.6 — mais

uniquement avec de « bons » crochets.

Le Théoréeme 3.2.2 est un corollaire de la condition S(f) de Sussmann — voir Théoréme
1.5.5 et Section 6.4.2. Nous en proposons une autre démonstration reposant sur la formule de
représentation de I’état de type Magnus. L’avantage de cette stratégie alternative de preuve est

qu’elle peut s’adapter aux EDP, en dimension infinie.

Exemple 3.2.5. On considére le systéeme suivant

¥y = w

xh = mv
On a fM&(O) = e1 et fc,(0) = eq. Ainsi, la LARC (3.2.4) est vérifiée avecr = 1, d = 2 et
by = Cy. Puisque {b € Bapad, |b] < |Col} =0, le systéeme est Wy -STLC, pour tout m € N.

Contre-exemple 3.2.6. Le Théoréme 3.2.2 donne une condition suffisante pour la controlabilité

locale en temps petit. Elle n’est cependant pas nécessaire. Soit o € R. Considérons le systéme

.%'1 = u
xh = v . (3.2.6)
rh = x4+ 2+ ax

3 = I 2 122

On a S1(f)(0) = Span(ey,e2) et fc,(0) = aes. En conséquence, la LARC (3.2.4) est vérifiée.
De plus, fo(O) = 2e3 ¢ S1(f)(0) et [W| = |Cy|. Ainsi, I'hypothése (3.2.5) n'est pas satisfaite.
Cependant, si|a| > 2, on peut montrer que le systéme est W""°-STLC, pour tout entier m € N.

Ce théoréme étudie la direction des crochets de Lie mais pas leur amplitude.

On peut interpréter (3.1.1) comme un systeéme affine de la forme (3.0.1) avec fo = A, ou
lopérateur A est défini en (2.3.1) et f; = By pour £ € {1,2}, ou By est 'opérateur de multiplica-
tion par pp dans L2(0,1). L’équilibre du systéme n’est plus 0 mais la trajectoire libre v(+; 0, ¢1).

Nous pouvons observer une forte similitude entre les hypotheéses des Théoremes 3.1.4 et 3.2.2.

- L’hypothese (H)jin k2 assure — voir Théorémes 2.4.4 et 6.2.8 — que le systéme linéarisé

de (3.1.1) est HJ*-STLC dans H(Q(]()I)er)Jrs (0,1) autour de I’état fondamental en projection

sur

H := Spanc (¢;, j € N*\ {K}). (3.2.7)

L’espace H est I’équivalent de S1(f)(0) en dimension finie. Puisque (¢;);>1 est une base
hilbertienne de L?(0,1), la direction complexe px engendre un supplémentaire de H. De
plus, interprétation de (H)quad’KA en termes de crochet de Lie (3.2.3) assure que @ est

ntl n
« associée » au crochet b := (—1)" @}4 2 J(Bl),@}éfj (B3)|. C’est I’équivalent du crochet
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Cn € B good- Par conséquent, la LARC (3.2.4) est vérifiée. L’hypothese (H)quad K3
correspond a la recherche du crochet de longueur minimale ayant une composante non
nulle dans la direction perdue pg.

- De plus, {b € Bypaa, b] < [6]} = {Wf; ke [1,[252]], ¢ € {1,2}} . L'hypothese (3.2.5)
requiert donc que ces crochets soient dans Si(f)(0). En utilisant (3.2.1), (3.2.2) et en
remarquant que H = Vect(yy )+, on reconnait les hypothéses (H)quad k1 €t (H)quad K 2-

Les hypotheses (H)reg et (H)in,k,1 sont respectivement liées au caractere bien posé de

(3.1.1) et inhérent au cadre fixé.

3.2.3 Heuristique de preuve

Le Théoreme 3.2.2 repose sur la formule de représentation de I'état de type Magnus don-
née par le Corollaire 1.6.18. Méme si celle-ci n’est pas vérifiée dans sa généralité par 1’état de
I’équation de Schrodinger, on peut extraire les mémes termes dominants de la dynamique — voir

Proposition 6.3.1 — et obtenir le développement quadratique dans la direction perdue ¢x suivant

=y - |2 - n T
=03 A,{;/ up(tydt —i > Ai/ v,%(t)dt+2ik7k/ s (v (DA (3.2.8)
k=1 0 k=1 0 k=1 0

Rappelons que les fonctions uy désignent les primitives itérées de u s’annulant en 0 — voir
Définition 1.6.20. Les expressions des coordonnées de type pseudo-premier (1.6.15), (1.6.16)
et les égalités (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3) soulignent cette analogie. Les hypotheses d’annulation

(H)quad,k,1, (H)quad k2 €t (H)quad k,3 menent a I'expression suivante :

T
zn%/o upg (o ns (1)L (3.2.9)

Finalement, ’hypothese (H)quad,k,4 Permet de tirer profit du terme non signé (3.2.9).

3.3 Stratégie de preuve

Le but de cette section est de présenter une esquisse de la preuve du Théoreme 3.1.4. Elle

est entierement rédigée dans le Chapitre 6.

3.3.1 Caractére bien posé de ’équation de Schrédinger bilinéaire (3.1.1)

Lorsque pi1, po vérifient la condition (H)yeg, le caractére bien posé de I’équation (3.1.1)
est connu — voir Théoréme 2.3.1. Le cadre fonctionnel est le suivant : u,v € HJ*(0,T), ¢ €

Hig? "™ (0,1) et v € c™ ([0, 7], H(0,1)).

3.3.2 Meéthode des vecteurs tangents

Pour démontrer ce résultat, nous utilisons une méthode de type « vecteur tangent », présentée

par Kawski dans [Kaw00]. En voici les grandes étapes :

- on montre que les directions perdues au niveau linéaire sont des « vecteurs tangents »

grace a des contrdles oscillants,
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3.8. Stratégie de preuve

- on conclut a 'aide d’un processus itératif a la controlabilité du systéme.

Néanmoins, a cause du cofit de controlabilité, la deuxieme étape de cette stratégie s’adapte
difficilement aux EDP. Bournissou a alors développé dans [Bou24] une nouvelle notion de vecteur
tangent, qui permet de réaliser la seconde étape a l’aide du théoreme du point fixe de Brouwer.
Ce contournement permet une meilleure adaptation aux EDP. L’utilisation du théoréme du point
fixe de Brouwer fait néanmoins apparaitre une premiere limitation : ce théoréme ne s’applique
que pour un nombre fini de directions perdues au niveau linéaire. Cette stratégie est résumée

dans un énoncé qui sera utilisé comme « boite noire » dans ce travail. Rappelons-le ici.

Définition 3.3.1 (Concaténation). Soient 0 < T1 < Tp, u: [0,T1] - R et @ : [0,T2] — R. On
définit la fonction u#a : [0,T1 + T»] — R par

uF#i = ulor) + o — T1) 11, 1 410)-

Soient X un espace de Banach réel, Ep une famille d’espaces vectoriels normés de fonctions
sur [0,7T] pour T' > 0. Supposons que, pour tous T7,T» > 0, pour tous u € Er,, 4 € Er,, on a

u#u € E7 41, et I'inégalité suivante est vérifiée :

httitll,, ., < Nullgy, + il

Finalement, considérons (F7)r~o : X x Ep — X, une famille de fonctions. On peut penser a
Fr comme 'application point d’arrivée d’une équation donnée, avec pour argument la condition
initiale et les contréles scalaires; ’espace E7 est ici un espace produit. Le but est de démontrer
que JFr est localement surjective a partir de 0, ce qui correspond exactement a la définition de

E-STLC. Pour ce faire, nous utilisons la définition de vecteur tangent suivante.

Définition 3.3.2. [Vecteur approzimativement contindment atteignable en temps petit] Un vec-
teur £ € X est dit approxzimativement contintiment atteignable en temps petit s’il existe une
fonction continue Z : [0,+oc0[— X wvérifiant =(0) = £ telle que, pour tout T > 0, il existe
C,p,s >0 et une application continue z € (—p, p) — u, € Ep tels que

Vze (—pp)  IFr0,u) — 2Dy <O avee  fuslly, < 2P

Remarque 3.3.3. Cette définition requiert de la continuité : cela provient de lutilisation du
théoréme du point fixe de Brouwer. La notion de vecteur tangent utilisée en dimension finie dans
[Kaw00] est la suivante : § € X est un vecteur tangent d’ordre m s’il existe une famille (ur)r=o
de controles vérifiant x(T;up) = T™E +TgO(Tm). Cette définition est moins adaptée aux EDP.

Le théoréme suivant est une adaptation de [Kaw00, Corollary 2.5] au cadre donné. Il permet

d’obtenir un résultat plus général (la version de Kawski se limite a la L>°-STLC).

Théoreme 3.3.4. Supposons que les hypothéses suivantes sont vérifiées.
(A1) Pour tout T > 0, Fr : X x Er — X est une fonction de classe C sur un voisinage de
(0,0) avec Fr(0,0) = 0.
(A2) Pour tout x € X, T € Ry — dFp(0,0) - (x,0) € X peut étre continiment étendue d 0
avec dFp(0,0) - (z,0) = z.
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(Az) Pour tous T1,To > 0, pour tout x € X, pour tous u € Ep, etv € Ep,,
Fr 41, (2, u#v) = I (Fry (z,u), v).

(Aq) L’espace H := Im(dFr(0,0)-(0,-)) ne dépend pas du temps, est fermé et de codimension

finie n.

(As) 1l existe M, un supplémentaire de H qui admet une base (&;)i1<i<n de vecteurs approxi-

mativement continument atteignables en temps petit.

Alors, pour tout T' > 0, Fr est localement surjective en 0 : pour tout n > 0, il existe § > 0 tel

que, pour tout Ty € X avec ||zgl|y <6, il existe u € Ex vérifiant |lul|p,, <n tel que
?T(O,u) =If.

Ce théoréme sera utilisé en boite noire et peut étre interprété de la manieére suivante : si
le systéeme perd un nombre fini de directions au linéaire ((A4) : 'espace H controlable
au niveau linéaire est de codimension finie) et que 1’on sait faire bouger le systéme dans
ces directions de maniére « sympathique » ((A5) : H admet un supplémentaire M ayant
pour base une famille de vecteurs (&;)1<i<, approximativement continfiment atteignables en
temps petit), alors, en les combinant, on peut faire bouger le systéme localement dans toutes
les directions d’une base de X et atteindre une boule : c’est la STLC. Cela étant possible avec
des contrdles petits dans ’espace Er, on obtient la E-STLC. Les hypotheses (A1), (A2) et (As3)

sont liées aux propriétés de régularité et de semi-groupe de 1’équation.

Remarque 3.3.5. Dans la démonstration du Théoréme 3.2.2, on prouve en fait plus précisément
le résultat suivant : soient d,L € N* et fo, f1, fo des champs de vecteurs analytiques sur un
voisinage de 0 dans R tels que fo(0) = 0. Supposons que r := dim (S1(f)(0)) < d et qu’il existe
bry1, - ,bqg € Ba gooa tels que ie][[[?ifd}]wi‘ = L. Soit j € [r+ 1,d]. Supposons que (3.2.4) soit
vérifiée et que

pour tout b € Bapaq tel que |b] < |bj|,  f»(0) € S1(f)(0). (3.3.1)

Alors, pour tout m € N, le vecteur fp, (0) est Wy —approzimativement continiment atteignable

en temps petit.

3.3.3 Développements linéaire et quadratique de la solution

La stratégie repose sur l'utilisation d’une « power series expansion » d’ordre 2, i.e. un
développement de Taylor a l'ordre 2 en (0,0) de 'application (u,v) — (T (u,v), p1). Soient
u,v € Hy*(0,T) deux controles.

(0)
de ’équation (3.1.1) autour de la trajectoire libre (¢1, (u,v) = 0), i.e.

- Le terme du premier ordre ¥ € C™ ([0, T|,H 2p+3 (0, 1)) est la solution du systéme linéarisé

10U (t,x) = —02U(t, ) — (u(t)pr(x) + v(t)pa(z))br (t,z), t€ (0,T),z € (0,1),
U(t,0) = W(t,1) =0, te(0,T), (33.2)
v(0,2) =0, z e (0,1).
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3.8. Stratégie de preuve

En utilisant la formule de Duhamel, la solution est donnée par : Vt € [0, 7],

t

—ZZ<M1<P17<P3 ) [ a9 s+ g [ ols)etas) v, (333)

Ainsi, 'hypothese (H)yn k1 affirme que le premier terme du développement de Taylor

est nul dans la direction ¢, i.e. (V(T), pr) =0.

- Le terme d’ordre 2, noté £ € C™ ([O, T], H(2p)+3(0 1)), est la solution du systeme suivant

iatf(t,l') = —3§§(t,x) - (u(t)ﬂl(x) + U(t)NQ(:U))\I](tv:U)? te (OaT)a:E € (07 1)7
£(t,0) =&(t,1) =0, te(0,7),
£(0,z) =0, x € (0,1).

L’idée sous-jacente est que (T (u,v),p1) =~ ¥1(T) + U(T) + £(T'). Afin de légitimer cette

approximation, on montre Pestimation suivante dans le Lemme 6.2.7 : lorsque ||(u,v)||;2 — 0,

(0)

(5 (u,0), 1) = thy — W — élle((O ) O (Il(w, )20 - (3.3.4)
Ainsi, par orthogonalité, (3.3.3), (3.3.4) et (H)yn,k,1, on obtient, lorsque ||(u,v)||;2 — 0,

(T (), 1), $xc(T)) = 0+ 0+ {E(T), re (1) + O (11, 0) [ 220 - (3:3.5)

Finalement, on montre avec des manipulations sur les formules qui donnent ’expression de £(7")

que I’heuristique présentée en section précédente est conforme — voir Proposition 6.3.1 — i.e.

T .
ET) (D) = " [ gt g (O dt. (3.3.6)

3.3.4 Application du Théoréme 3.3.4 de STLC

Il suffit de montrer que les directions px et i@x sont approximativement continiment at-
teignables en temps petit. On pourra alors appliquer le Théoréme 3.3.4. La stratégie de preuve

est répartie en trois étapes.

Etape 1 - mouvement selon i"ypx : on montre plus précisément en Proposition 6.3.8
I'existence d'une fonction z € R +— (U, Vz) € HF*(0,T)? et de réels s,,, p > 0 tels que

Vz € (=p,p), 10(T; (U, V2), 1) — i (T) — insz(T)\|H(20(§)+m)+3 < C!z\H%S”. (3.3.7)

Pour cela, on reprend la méthode utilisée par Bournissou dans [Bou24] et on montre I’esti-

mation souhaitée en deux étapes. Soient 0 < 17 < T.

a) Dans la premiere étape, on commence par construire une application z € R — (u,,v,) €
HFY(0,Ty)? vérifiant

Vz € (_p7 p)v ‘<¢(T1a (U27Uz)a<,01)7¢K(T1)> - an”| < C|Z’1+Sn'
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Pour cela, on considere des controles de la forme

U, v, : t € [0,T1] = sgn(z)|z|*allz1+D) <t> ,|z|on itz I+ ( L ) ,

|2 Els

avec u,v € C°(R,R) vérifiant Supp(u), Supp(v) C (0,1), /1 apClzlHi-n) — L et au,, Sn
des réels bien choisis. Le développement donné par (3.3.5)0et (3.3.6) conduitfénu résultat.
Le support compact des fonctions permet d’annuler les termes de bord des intégrations
par parties. Durant cette premiere étape, les composantes linéaires ont évolué, a priori

de maniere arbitraire. Il faut donc les corriger. C’est le but de 1’étape suivante.

On utilise le théoreme de controle en projection démontrée dans [Bou23a] — voir Théoréme
6.2.8 — pour prescrire les composantes de la solution selon H, en l'instant T'. Notons P la
projection orthogonale sur H. On obtient alors, au moyen de contrdles (i, 7, ), la relation
suivante : P (Y(T'; (U,, V), 1)) = P(¥1(T)) avec U, := u,#u, et V, := v, #0,.

Afin d’obtenir la relation annoncée en (3.3.7), il suffit de s’intéresser a I'impact de cette
manipulation sur le travail effectué en étape a), i.e. |(Y(T;(Us, V), 1), ¥ (T)) —i"z|.

Par inégalité triangulaire, on a immédiatement :

[((T5 (U2, V2), 1), i (T)) — i"2| < [(@(Th; (uz, v2), 1), i (Th)) — 2]
HQ(T5 (U, Va), 1), Y (T)) = ((Th5 (uz,02), 1), Y (T1))] -

Le premier terme est estimé par I'étape a). Le lemme 6.3.6 estime le second. Ainsi, "

est un vecteur approximativement contintiment atteignable en temps petit.

Vectc(¢x)

¢(T; (Uz; Vz)v ‘Pl)

1(T) +i" 2z (T)

(T (uz,v2), 1)

P (¢(T1; (u27 Uz)v 0))

Etape 2 - mouvement selon i"T Lo : on montre plus précisément en Proposition 6.3.9
Iexistence d'une fonction z € R+ (U, V,) € HF*(0,T)? et de réels s,, p > 0 tels que

-1 ls
Vz € (=p,p), 19(T; (U=, Vz), 1) — a(T) — i Z¢K(T)\\H?éf+m>+3 < Ol F5en,
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3.4. Perspectives et probléemes ouverts

Le mouvement selon i"tlyg se déduit de celui selon i"¢g. Pour cela, on utilise une astuce
introduite par Kawski dans [HH87], mise en ceuvre sur I’équation de Schrodinger dans [Bou24|
et expliquée en détail en Appendice D. Si (uq,va)q est la famille de controles associée au ca-
ractere approximativement continiment atteignable en temps petit du vecteur :"¢ g, on montre

I'existence de C' > 0 tel que, pour («, ) € R?, assez petits,

N W Ly,
VBT (a5, v0,5)s 1) = 1 (BT) = " (BT + ) e (BT) | agyimysn < Clle B3,
(0)

avec Uq g = Ua#0)0 77 ug €t Vo3 = va#0p ) #vs. Alnsi, pour T' € (0, ﬁ) et z € (—p, p), en

prenant [ = =

ST et a= —[ cos(2wT), on obtient 'estimation souhaitée.

Etape 3 - application du Théoréme 3.3./ : on montre que I'équation (3.1.1) vérifie les

hypotheses du Théoreme 3.3.4 avec X = H(Q()(§9+m)+3(0, 1) et Ep = HF*(0,T)%. On obtient alors

le résultat : (3.1.1) est Hy*-STLC dans H (20(50 tm)+3 (0,1) autour de I’état fondamental souhaité.

3.4 Perspectives et problemes ouverts

3.4.1 Raffiner ’hypothése du Théoréme 3.2.2

Reprenons le Théoreme 3.2.2. Cet énoncé donne une condition suffisante de STLC pour des
systemes affines. Il requiert la compensation de tous les « mauvais » crochets « courts » par des

crochets de By — voir (3.2.5). On pourrait se demander si ’on peut relaxer cette hypothése en
pour tout b € By paq tel que [b| < L,  f,(0) € Si(f)(0) 4+ B2 gooa(f)(0).

Contre-exemple 3.4.1. La réponse est non. En effet, considérons le systéeme suivant :

3
rh = a3+ 223+ 2 %122

On a les égalités suivantes S1(f)(0) = Vect(ey, e2), fc, (0) = 3es, fo(O) = 2e3 et fW12(0) = 4des.
Ainsi, la LARC (3.2.4) est vérifiée. De plus, {b € Bapaa, |b] < |C1|} = {Wi, Wi}, Ces crochets
sont compensés dans Ba good car fo(O) = 3fc,(0) et fW12(0) = 2 fc,(0). Néanmoins, puisque

3 \? 23
Th = (:vl + 4562) + Ex% >0, ce systéme n’est pas L*°-STLC.
Comme on le verra dans le chapitre suivant, si I’on souhait raffiner ce résultat, il ne faut non

plus seulement s’intéresser a la direction des vecteurs, mais également & leur amplitude. De

maniere plus générale, on suppose que la LARC suivante est vérifiée :

VeCt(fbl (O)a o 7fbr (0)7 fbr+1 (O)a fbd(o)) = Rda (341)
avec by, -+ ,bp € Bi, byy1,...,b04 € Bagood €t L := max |b;]. En utilisant (3.4.1), pour tout
’ i€[r+1,d]
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d
b € Bypaq vérifiant [b] < L, il existe b, -+ ,al € R tels que f,(0) = Zaffbi(()). Soit P la
i=1

projection sur S1(f)(0) parallelement & Vect (fy,(0));ef41,45- On &

d
PZy(T; f, (w,0))(0) = > (oo (T, (w0))+ > admp(T, (u,0)) | f,(0)
i=r+1 bEB2 pad, [b|<L
+ > (T, (w,0) fo(0)+ D> mu(T, (u,v)) f5(0).
bEB3, good,|bISL, beEBy, |b|>L

b¢{bry1, ,ba}

La derniére somme ne pose pas de probléme grace a I'information sur la longueur du crochet —
voir Proposition 6.1.3. Si 'on souhaite mimer la preuve de [Ghe25b], il faut réussir a résoudre

le probléme de moments suivants : soit j € [r 4+ 1,d], il existe u,v € C°(0,1) tels que

Vier+1,d, m,(1,(a,0))+ Z oy (1, (a,0)) =0,

beB2 paa, [b|<L

Vb e B2,good \ {b’r‘-‘r17 T 7bd} tel que ’b’ < L7 nb(la (I_L?Q_))) = 0.

Le terme en ocre est génant. On aimerait I'interpréter comme une perturbation de n, (1, (u, v)),

ce qui n’est pas le cas en général. Le cas ou ozf = 0 est traité en Proposition 6.1.1.

3.4.2 Adapter cette stratégie a d’autres équations

Beauchard et Marbach démontrent dans [BM20] des obstructions quadratiques a la H2"+2-
STLC pour I'équation de la chaleur mono-contrélée, avec une non linéarité particuliere. Ils
utilisent le développement quadratique de la solution et montrent que ce dernier induit une
dérive quantifiée en norme H ~" du controle. Leur approche repose sur une adaptation aux EDP
d’un résultat d’obstruction bien connu pour les EDO, basé sur 1’étude des crochets de Lie. Dans
I’esprit de leur travail et de celui présenté dans ce chapitre, il est naturel de se demander si une
extension similaire pourrait étre envisagée pour une équation de la chaleur non linéaire avec

plusieurs controles.

3.4.3 Récupérer une infinité de directions perdues au linéaire

Pour des systémes de réaction-diffusion ou pour ’équation de KdV, une infinité de directions
sont perdues au linéaire dans certains régimes. Dans 'objectif d’obtenir un résultat positif de
controlabilité, il faudrait étre en mesure de généraliser le Théoreme 3.3.4 introduit par Bour-
nissou. En effet, ’hypothese (A4) est restrictive, puisqu’elle exige que 1’ensemble des directions
perdues au niveau linéaire soit de codimension finie. Dans la démonstration, cette limitation se
manifeste par 'utilisation du Théoréeme de point fixe de Brouwer. Peut-on généraliser le Théo-

reme 3.3.4 lorsque I'espace des cibles atteignables au linéaire n’est pas de codimension finie 7
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CHAPITRE 4

OBSTRUCTIONS QUADRATIQUES A LA STLC DES SYSTEMES
AFFINES A DEUX CONTROLES

RESUME. Le but de ce chapitre est de présenter le résultat principal de [Ghe24],

ainsi que des heuristiques de preuve.

4.1 Etude de systemes JOUEtS . « « v v v v v v vt e e e e 66
4.2 Résultat principal de [Ghe24] . . ... ... ... ... ... 67
4.2.1 Quelques exemples et contre-exemples . . . . . .. ... oL 67
4.2.2 Une généralisation . . . . . ... ... L o o 69
4.3 Stratégiede preuve . . . . . ¢ v v i it e e e e e e e e e 70
4.3.1 Notion de dérive . . . . . . . . .. e 70
4.3.2 Lien entre les conditions de crochets et la dérive . . . . ... ... ... 70
4.3.3 Stratégie pour montrer une dérive . . . ... .. oL oL 72
4.3.4 Comparaison avec la littérature . . . . . .. .. .. o000 74
4.4 Perspectives et problémes ouverts . . . . ... ... .. 00000, 74
4.4.1 Une généralisation du théoréme de Stéfani . . . . . . . . ... ... ... 74
4.4.2  Améliorer l'estimation d’erreur dans la formule de Magnus . . . . . .. 75

L’étude des obstructions a la contrélabilité locale en temps petit des systémes affines (1.1.1)
en dimension finie est riche dans la littérature dans le cas des systémes mono-controlés, i.e. véri-
fiant r = 1. La plupart de ces résultats reposent sur une inégalité de coercivité. Nous renvoyons
le lecteur intéressé au Chapitre 1 pour la présentation de quelques-uns de ces énoncés et des
définitions algébriques liées a I'étude des systémes affines. Dans ce chapitre, on se focalise sur le
cas des systemes affines (3.0.1) a deux controles — r = 2 — et on propose une nouvelle condition
nécessaire de STLC. Une généralisation du résultat principal de ce chapitre au cas des systemes

a r controles est donnée en Appendice F.
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Partie II, Chapitre 4 — Obstructions quadratiques a la STLC des systémes affines a deux contriles

4.1 Etude de systémes jouets

Le but de cette premiere section est d’étudier deux exemples de systémes affines a deux
controles. Ce sont des prototypes qui contiennent 1’essence des théorémes principaux de ce
chapitre. Ils serviront ensuite de modele pour I’étude générale des obstructions a la STLC de

(3.0.1) qui sera menée dans les sections suivantes.

Exemple 4.1.1. On revient sur le Contre-exemple 3.2.6. Rappelons que S1(f)(0) = Vect(eq, e2),
fw: 0) = fw2 (0) = 2e3 et fc,(0) = aes. La troisiéme coordonnée est donc associée & une
compétition entre différents crochets : Wi, W2 et Cy. On identifie alors deuz « mauvais »
crochets (Wi, W2 € Bapaq) et un « bon » crochet (C1 € Bagooa). Le but étant d’obtenir un
résultat négatif de STLC, on définit alors un cadre dans lequel les « mauvais crochets gagnent
sur le bon crochet ». Remarquons premiérement que, si |a| < 2, i.e. si les « mauvais » crochets

ont une amplitude assez forte, on obtient
2 2o 2—|ol /o 2
Vxi,z9 € R, ] +azxize + 25 > — (3:1 + x2> > 0.

Ainsi, ¥y > 0 et le systeme (3.2.6) n’est pas L°°-STLC puisque toute cible de {x € R®; x3 < 0}
n’est pas atteignable. A contrario, on peut montrer que si |a| > 2, i.e. sile « bon » crochet C1 a
une amplitude assez forte, le systéme est Wy "*-STLC, quel que soit m € N. En effet, on peut
considérer u : s € (0,t) = ¢'(3) et v :s € (0,t) = ¢ (3) avec ¢,¢ € C°((0,1),R). Sip =0,

I’état du systeme « bouge » selon +e3. Si o = —5, l'état du systéme « bouge » selon —e3,

2
o) = -2 _4753/011/)2.

puisque

4

Contrairement a [’étude menée dans les Chapitres 3 et 6, on ne s’intéresse désormais plus

seulement d la direction des crochets mais également d leur amplitude.

Exemple 4.1.2. On considére maintenant le systeme suivant

331 — u
/
ZEQ - LEl
;o (4.1.1)
T3 = v
xy = (a:% + sa123 + 21:%) — 2ury — 23 — va?
Soit T > 0. Remarquons que, pour tous x,y € R%, pour tous u,v € L'(0,T),
1 3 7 3
2 2 2 2 2 2
x +§xy+2y sz —|—Zy Zi(x —i—y), (4.1.2)
T t 2 T ) T2 )
L () at| < [ et < 5l (4.1.3)
T
2 2
| o] < oo Nl < I Ollmor N ol (414)

En utilisant (4.1.2), (4.1.3) et (4.1.4), une intégration explicite de la solution issue de 0
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amene a

T 2 ]. 2 2 T t 2 T 9
a:4(T):/O <u1+2u1v1+2v1>—v1(T) —/0 (/0 u1> dt_/o vu?

2
> (2 ) o ) o) oy — 0 (T)?
= A 92 ) (0,7) ’ L2(0,T)

> Cll(ur,v1) 720,17y — v1(T),

pour tout C' € (0, %), pour des temps T petits et des controles petits dans L. A premiére vue, le
terme —v1(T)? peut étre génant : il empéche d’obtenir une quantité signée et n'est pas négligeable
devant ||(uy, Ul)”%Q(O’T) en général. Néanmoins, il faut se rappeler que c’est un terme qui est issu
de la dynamique; en effet x3(T) = v1(T). Par conséquent, toute cible de {x € R*; x4+ 23 < 0}
n’est pas atteignable, donc le systéme (4.1.1) n’est pas L>-STLC.

4.2 Résultat principal de [Ghe24)]

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de ce chapitre.

Théoreme 4.2.1. Soient fo, f1, fo des champs de vecteurs analytiques sur un voisinage de 0
dans R? tels que fo(0) = 0. Soient k,m € N*. On définit Uentier

w(k,m) =1+ Bﬂ , (4.2.1)

et l’ensemble
len = S[[l,ﬂ'(k,m)]]\{Q}(X) U {Cj,l; J € [[07 2k — 2]]7l € N} U {le,la Wj%l; J € [[17 k— 1]]7l S N}7

ot le dernier ensemble du membre de droite est vide si k = 1. Soient o : RT — RY/N™(f)(0) la
surjection canonique, €1 1= o (fWkl(O)), €r:=0 (fo? (O)) et €3 :=0 (f02k71(0)>. Si le systéme
(3.0.1) est W™L.STLC, alors, une des conditions suivantes est vérifiée :

e ¢1=0oue; =0,
o (€1,62) est une famille libre et €3 = aéy + béy avec ab > i,
e ¢ € R €,
e 6y =361, €3 =€ avec B< A% et BA0.!
Remarque 4.2.2. Le parameétre k est associé a 'ordre de la dérive — voir Définition 4.3.1 — et

m a la régularité des controles.

Remarque 4.2.3. Pour tous m € N*, p € [1,+00], t € (0,1) et w € W™P(0,t), on a |[ul|jymi <
|ullyyrm.p- Nous avons donc plus généralement établi une condition nécessaire de W™P-STLC.
4.2.1 Quelques exemples et contre-exemples

Exemple 4.2.4. Dans un premier temps, reprenons l’étude de I’Exemple /.1.1 via 'utilisation

du Théoréme J.2.1. Rappelons qu’il s’agit d’un systéme de contréle affine de la forme (3.0.1) qui

1. Ce théoreme est généralisé au cas de r > 2 controles scalaires en Appendice F, Théoréme F.0.1.
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satisfait N7 (f)(0) = Vect(e1, e2) pour tout m € N*, Jw1(0) = fi2(0) = 2e3 et fc,(0) = aes.
Soient o : R® — R3/NT(£)(0) la surjection canonique, €1 := o (fwll (O)), €2 =0 (fwlz(O)> et
€3 := 0 (fc,(0)). Ainsi, €1 = é3 = 2 et €3 = . Les trois premiers points du Théoréme /.2.1 ne
sont pas satisfaits. Le dernier point n’est pas vérifié si et seulement si |a| < 2. Dans ce cas, la

contraposée du Théoréme J.2.1 prouve que, pour tout m € N*, (3.2.6) n’est pas W™1-STLC.

Remarque 4.2.5. L’utilisation des crochets de Lie formalise le fait qu’un sous-systéeme de la

forme (3.2.6) est caché, dans un certain sens, dans le systéme (3.0.1).
Contre-exemple 4.2.6. On fize k = 1. Considérons le systéeme

xl = U

8
I\
Il

v
rh = x1v+ 113422 + 487623

1l vérifie fyn (0) = 2268, fw2 (0) = 9752 et fc,(0) = 1. Il rentre dans le cadre d’étude du
Chapitre 3. Le Théoréme 5.2.2 assure que ce systéme est W °—STLC, pour tout m € N. Le
« mauvais » crochet Wi n’empéche pas la contrélabilité du systéme, c’est le « bon » crochet Cy
qui, malgré une amplitude plus faible, conclut a la Wy —STLC. Cet exemple accentue le fait

qu’il est nécessaire de mettre Cy dans l’ensemble N{"*. Considérons d présent le systéme suivant

o= wu
rh = v

¥y = zw , (4.2.2)
¥y = w3

rf = sai+ il 4y

On a S1(f)(0) = Vect(e1,e2), fc,(0) = es, fC’o,l(O) = ey et fCO’Q(O) = e5. Nous fixons m € N.
Le but est de montrer que (4.2.2) est W)"*°-STLC.

- Premiérement, S1(f)(0)® Vect( fc,(0), fCo,l(O), fco.(0)) = R?, avec Cy, Co,1,Co,2 € B2, go0d-
Ainsi, la LARC (3.2.4) est vérifiée.

- De plus, {b € Bapaa, |b] < |Col} = 0 donc (3.3.1) est vérifiée. Par la Remarque 3.5.5,

fc, (0) est W™ —approximativement contindment atteignable en temps petit.

- Puisque fc,,(0) = [fcy, fo](0), on applique la Proposition D.0.1 pour en déduire que

fco.(0) est W% —approzimativement continiment atteignable en temps petit.

- De la méme fagon, on déduit que fc,,(0) = [fcy., fol(0) est Wi —approxzimativement

continument atteignable en temps petit.

On peut désormais appliquer le Théoréme 3.3./ pour en déduire que le systéme (1.2.2) est W™ -
STLC. Cet exemple assure qu’il est nécessaire de mettre non seulement le crochet Cy mais bien

tous les crochets Cy, dans l’ensemble NJ".

Contre-exemple 4.2.7. La condition nécessaire de STLC donnée par le Théoréme /.2.1 n’est

pas suffisante, i.e. il existe des systémes qui ne sont pas W™'-STLC, mais qui vérifient au
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moins un des quatre points, pour un entier fixé m € N*. Considérons e.g. le systéme suivant

:L‘l == u
rh = w . (4.2.3)
vy = a4

Pour tout k € N*, fWk1(0) = 0. Ainsi, pour tout m € N*, le systéme satisfait le premier point
du Théoréme J.2.1. Cependant, pour tout m € N*, ce systéme n’est pas W™'-STLC puisque
x> 0. Le Théoréme J.2.1 ne permet pas de conclure sur cet exemple puisque l'obstruction a la

controlabilité est créée par des termes quartiques et non des termes quadratiques.

4.2.2 Une généralisation

Contre-exemple 4.2.8. Un autre contre-exemple est donné par le systéeme suivant

.’L‘l = u
/
X = I
; (4.2.4)
.’L'3 = v
vy = 2%+ 13

On a fo(O) = 0 et pour tout k € N>a, fw,f (0) = 0. Par conséquent, pour tous k,m € N*, le
premier point du Théoréme 4.2.1 est vérifié. Néanmoins, pour tout m € N*, le systéme n’est
pas W™L-STLC puisque x)y > 0. Ici, l’obstacle d la controlabilité est créé par les crochets Wi
et W2. En effet, le Théoréme 4.2.1 est modelé pour étudier des compétitions entre des crochets
quadratiques associés a des contréoles de la méme homogénéité en temps. Pour cette raison, nous

prouvons une généralisation du Théoréme 4.2.1 qui permet de s’intéresser a ce type de systéme.

Théoreme 4.2.9. Soient fo, f1, fo des champs de vecteurs analytiques sur un voisinage de 0
dans R tels que fo(0) = 0. Soient k,k',m,m’ € N* tels que k' < k. On rappelle que lentier T
est précisé en (4.2.1). On définit

N = Spreamyvg2y (X) 0 Sgo,xkm)lL[0,7 (ke m)] (X)

U{Cjis j € [0,k + K —2],1 € NyU{Wh, W2 (i) € [k —1] x [1L,K = 1],1 €N},

ot le dernier ensemble du membre de droite est vide si k = 1 ou k' = 1. Soient o : R* —

RY/ ,;"k’q/"/(f)(()) la surjection canonique et les vecteurs €1 := o (fWkl(O>), €:=0 (fwz (O)) et
I k!

€3 :=0 (fck+k,71(0)). Si le systéme (3.0.1) is W™ x W™ 1.STLC, alors, une des conditions

sutvantes est vérifiée :
e 61 =0 ouey =0,
o (€1,62) est une famille libre et €3 = aéy + béy avec ab > i,
e & € R" ¢,
e 6y = 361, €3 = €1 avec B <% et B#0.

Remarque 4.2.10. Plus généralement, comme observé en Remarque 4.2.3, ce théoréme donne

une condition nécessaire de W™ x W™ _STLC, pour tous p,p’ € [1,400].
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Remarque 4.2.11. Le cas ou k < k' peut étre établi similairement. Avec k = k', on retrouve le
Théoréeme 4.2.1.

Remarque 4.2.12. Le Théoréme 4.2.9 peut étre utilisé pour étudier la STLC du systéeme asy-
métrique (4.2.4) avec k =2, k' =1, m,m’ € N*. En effet, on a ,Zlk’fn,(f)(O) = Span(ey, ez, e3),
fw} 0) = fo(O) = 2ey et fc,(0) = 0. Ainsi, les quatre conditions données par le Théoréme
4.2.9 ne sont pas vérifiées. Par contraposée, le systéme (4.2.4) n'est pas W™ x wim' _STLC.

4.3 Stratégie de preuve

4.3.1 Notion de dérive

Afin d’exposer la stratégie de démonstration des Théorémes 4.2.1 et 4.2.9 adoptée dans

[Ghe24], nous avons besoin de définir la notion de dérive.

Définition 4.3.1 (Dérive). Soient e € R?, N C R? un sous-espace vectoriel, m,m’ € N¥,
p,p €[1,+00], a €R et A: L'((0,1),R)? — RT. On dit que le systéme (3.0.1) admet une dérive
selon e parallélement a N avec force A lorsque (t,to‘ Il (w, v)HWm,,,me/,p/) — 0 sl existe C > 0,
B>1¢et0<p<1 tels que, pour tous t € (0,p) et (u,v) € W™P((0,t),R) x W™ ((0,t),R)

avec t* || (w, V)llyym.pwpym < Ps
Pa(t; (u,v)) > CA(u, v) = C [l(t; (u,v))]|, (4.3.1)
ot P est une forme linéaire satisfaisant P(e) > 0 et Py = 0.

Lemme 4.3.2. Avec les notations introduites en Définition 4.3.1, si le systéme (3.0.1) a une
dérive selon e parallélement a N avec force A lorsque (t,to‘ H(U’U)HWM,PmeCP’) — 0, alors, le
systéme (3.0.1) n'est pas W™ x WP _STLC.

Démonstration. La solution x(t; (u,v)) ne peut pas atteindre des cibles de la forme z;y = —ae

avec a > 0 petit puisque ceci entrainerait 'inégalité suivante
—aP(e) > u,v) — Cllzs||” > =Cle||” a”,
P(e) > CA Cllzs)? = =C || o®

ce qui est impossible pour a assez petit, car § > 1 et P(e) > 0. O

4.3.2 Lien entre les conditions de crochets et la dérive

Le but de cette sous-section est de mieux comprendre les hypothéses des Théoremes 4.2.1 et

4.2.9. Pour cela, nous avons besoin d’introduire la définition suivante.

Définition 4.3.3 (BC). Soient ey, ea, e3 € R? trois vecteurs et N C R? un sous-espace vectoriel.
On dit que eq, ez, e3, N satisfont (BC) s’il existe une forme linéaire P : R? — R telle que Py =0
et P(€3)2 < P(el)P(eg).

Remarque 4.3.4. Le nom (BC) est une abréviation et fait référence a « bracket condition ».
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Remarque 4.3.5. L’hypothése P(e3)? < P(e1)P(e2) assure que P(e1) et P(ey) ont le méme
signe. Quitte a remplacer P par —P, on peut supposer que P(e1) > 0 et P(ea) > 0. Ce sera

implicitement le cas dans la suite lorsque 'on fera référence a la condition (BC).

Lemme 4.3.6. Soient o, 3,7 €R et q: (a1,a2) € R? %aa% + %ﬁa% +~aias € RY. Alors, q est

une forme quadratique définie positive ssi o > 0 et v2 < af.

Démonstration. Si q est définie positive, alors ¢(1,0) = § > 0. De plus, ¢(-,1) est un polynéme
du second degré & valeurs strictement positives. Il vérifie donc A = y2—af < 0. Réciproquement,

le résultat découle directement de 1’égalité suivante : pour tous ai,as € R,

1 2 af—~2
q(ar,a2) = 504 <<a1 + 2@) + Bercé) .

[0

O]

Corollaire 4.3.7. Soient e1, e, e3 € R? trois vecteurs et N C R% un sous-espace vectoriel. Soient
o :RY = RY/N la surjection canonique et q : (ay,az) € R? — %a%el + %a%eg + ajages € RY. Les

propositions suivantes sont équivalentes :
a) e, ez, e3, N satisfont (BC),
b) il eviste une forme linéaire P : R? — R telle que N C ker(P) et (a1,a2) € R?
P(g(a1,a2)) € R est une forme quadratique définie positive,

¢) il existe une forme linéaire P : RY/N — R telle que (a1,az) € R? = P(o (q(a1,a2))) € R

est une forme quadratique définie positive.

Démonstration. a) = b) Par le Lemme 4.3.6, la forme linéaire P donnée par (BC) convient.
b) = ¢) Soit P la forme linéaire donnée par b). Par le lemme de factorisation des applications
linéaires, il existe une unique forme linéaire P : R% /N — R telle que P = Poo. Celle-ci convient.
¢) = a) Soit P la forme linéaire donnée par ¢). Alors, par le Lemme 4.3.6, la forme linéaire
P := P oo vérifie (BC). O

La proposition suivante fait le lien entre la condition (BC) et les hypotheses des Théorémes
4.2.1 et 4.2.9 et est démontrée en Section 7.4.1. Dans cette section, on donne également des
caractérisations équivalentes sur les vecteurs ej, eq, e3 (géométrie affine) et non plus sur leur

image dans le quotient R%/N.

Proposition 4.3.8. Soient ey, e, e3 € R? trois vecteurs et N C R? un sous-espace vectoriel.
Soient 0 : R* — RY/N la surjection canonique et é; := o(e;) pouri € [1,3]. Alors, ey, ez, e3, N

ne satisfont pas (BC) ssi une des conditions suivantes est satisfaite
e ¢1 =0 ouey =0,
e (€1,6) est une famille libre et €3 = aéy + béy avec ab > L,
e & € R" ¢,

€ = Bé1, €3 = €1 avec B <% et B #0.
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4.3.3 Stratégie pour montrer une dérive

Nous démontrons les Théoremes 4.2.1 et 4.2.9 par contraposée : on suppose que les quatre

points du Théoréme 4.2.1 ne sont pas vérifiés. Par la Proposition 4.3.8,

fwg(O), fW,f(O)’ foue (0),  N*(f)(0) satisfont (BC). (4.3.2)

On montre que le systéeme (3.0.1) n’est pas WP x W™ ?_STLC. Le but est de démontrer le

Théoréeme 4.2.1, comme conséquence de I’énoncé plus précis suivant.

Théoréme 4.3.9. Soient k,m € N* et p € [1,+00]. Supposons que (4.3.2) est vérifiée. Alors, le
systéme (3.0.1) admet une dérive selon fy;1(0)+ fyy2(0) parallélement a N (f)(0) avec force A

t
(u,v) € L'((0,1),R)2 > /0 (uf +o}) € R* quand (¢, ¢ [|(u, v) [ yyms) — 0 0 @ = ZHm=2E,

Remarque 4.3.10. Par exemple, si k € N* et m =1, a = i > 0. Ainsi, les controles u,v

n’ont besoin que d’étre bornés dans WP,
Remarque 4.3.11. Les hypothéses ne dépendent pas de p € [1,+00].

Si le Théoreme 4.3.9 est prouvé, on obtient le Théoréme 4.2.1 au moyen du Lemme 4.3.2.
Une méthode générale pour montrer des dérives a été développée par Beauchard et Marbach
dans [BM24] pour les systémes mono-controlés. Elle repose sur la formule de représentation de
I’état de type Magnus rappelée en Corollaire 1.6.18. Cette stratégie leur a notamment permis
d’obtenir le Théoreme 1.5.10 d’obstructions quadratiques a la STLC. Nous présentons ici une
adaptation de cette méthode au cas des systémes multi-controlés : fixons m € N* et p € [1, +00].
Soit M € N>o, by = Wkl, by = W,? et by := Cy_1, les crochets qui interviennent dans la

compétition quadratique. On détermine 1'ensemble N C By arp \ {b1, ba, b3} comme suit :
Vb € By \ {b1,b2,b3}, (Vi € [1,3], & # o(&,) lorsque (¢, [[(u,v)|lyym.p) — 0) = b € NG

Etape 1 - extraction de la partie dominante de Zy(t; f, (u,v))(0) :le Corollaire 1.6.18
donne une formule de représentation de I’état donc la partie principale est Zys(t; f, (u,v))(0). Le
but de cette étape est d’en extraire les termes dominants. Les éléments de N} sont les crochets
dont les fonctionnelles de second type ne sont pas négligeables en comparaison a celles de by, bs
et bs. Puisqu’elles sont a priori « grandes », on décide de mettre ces éléments de coté. L’égalité
P"/\/’Ign(f)(o) = 0, vérifiée par définition de (BC), répond & cette fonction. Dans le Lemme 7.2.1,

on montre la relation suivante :

3 k
2

P2 (km) (t; £, (w,0))(0) =D P (fo,(0)) &, (¢, (u,v)) + O<t gy )72 + D Jus ()] + \vi(t)lz)

r=1 =1
(4.3.3)
Pour ce faire, on utilise des estimations analytiques et on contrdle la série génératrice associée
aux termes dits de « pollution », i.e. les (n, — gb)begul,Mu\N;Z"' Nous y parvenons au moyen
des Propositions 7.1.8 et 7.1.9. Cette étape est réalisée sur le systéme jouet (4.1.1) & travers

I’équation (4.1.3).
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Etape 2 - coercivité de la forme quadratique : on s’intéresse au premier terme du
membre de droite de 1’équation (4.3.3). On veut assurer sa coercivité. En utilisant les expressions

des coordonnées de type pseudo-premier données par (1.6.15) et (1.6.16), on a

A -y P ~ [(te 2, 1p TP
WWM—E¥MtWWD(m®D—A<2Lm@»w+2(ﬁNMW+ oy (@) i)

En utilisant (BC) et le Corollaire 4.3.7, on obtient la propriété de coercivité puisque la forme
quadratique est définie positive. Cette étape est réalisée sur I’exemple du systéme (4.1.1) par
I'estimation (4.1.2).

Etape 3 - estimation des termes de bord |(ui,--- ,uy,vi, - ,v)(t)[> : on utilise le
fait que ces termes sont issus de la dynamique pour les estimer. Rappelons que par (1.6.14), ce
sont les coordonnées de second type associées aux crochets M]’f, jefo,k—1], i€ {1,2}. On
utilise alors & nouveau la formule de représentation de I’état de type Magnus avec M’ € N* bien
choisi pour les estimer un & un apres avoir montré leur indépendance linéaire. Cette étape
constitue un passage technique bien que central dans ’adaptation de la stratégie de Beauchard
et Marbach au cas de deux controles. On renvoie le lecteur intéressé aux Lemmes 7.2.2, 7.2.3,
7.2.4 et 7.2.5. On obtient finalement

[ (e on, o) (OF = O (¢l o)l + 1 o[ 4 (e o)) . (43.4)

Pour le systéme (4.1.3), cette étape est implémentée en utilisant le fait que v1(T)? = x3(T)2.

FEtape 4 - estimation du terme d’erreur et conclusion : par la formule de représen-

tation de 'état de type Magnus, (4.3.3) et (4.3.4), on a, pour ||(u,v)|/;1 — 0,
M 1
P (2(t; (u,0))) = Al v) + O (£ ]| (g, 00 172 + |, 0) |15 + (s (w, 0)) 7).

Pour cela, on a choisi M’ tel que 2M’ + 2 > M + 1. Il nous reste a relier le terme d’er-
reur O (H(u, v)H%H) a la dérive initiée par A(u,v) et a linformation donnée par le régime
(t, || (u, v)||yyym.p) — 0 au moyen des inégalités d’interpolation de Gagliardo-Nirenberg pour ob-
tenir

M+1 2
1, )73 < C I, 0) [y | ey ) 172

pour a,C > 0. C’est lors de cette étape que 'indice de coupure M est fixé en fonction de k, m,
b1, ba et bs afin d’obtenir I'inégalité souhaitée. Elle est effectuée dans le systéme jouet (4.1.3)

au moyen de 'estimation (4.1.4). On obtient finalement

P ((t; (1,0))) = A, 0) + O (¢4 1ty ) ) | s )32+ (8 (07571

Puisque le deuxieme terme est négligeable devant A(u,v) lorsque (¢, [|(w, v)||jymp) — 0 et que le
dernier terme fait partie de la définition de dérive — voir Définition 4.3.1 — on obtient I'inégalité
(4.3.1) attendue.
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Dans le cas asymétrique — Théoreme 4.2.9 — on utilise la méme stratégie, avec une autre

troncature dans la formule de représentation de ’état de type Magnus — voir Proposition 7.3.1.

4.3.4 Comparaison avec la littérature

La classe de systemes a laquelle on s’intéresse est différente de celle des Théoremes 1.5.14
et 1.5.15 puisque nos hypothéses impliquent en particulier f2(0) # 0 — voir le Lemme 7.2.4. De
plus, leur dérive n’est pas composée des deux crochets fW11 (0) et fo (0) — puisque dans leur cas,
fw2 (0) = 0 — comme c’est le cas pour notre obstruction.

La structure du Théoréme 1.5.15 est similaire & celle de notre théoréme. En effet, on «
cache » dans le sous-espace vectoriel NJ"(f)(0) les crochets a priori non négligeables, comme
Giraldi, Lissy, Moreau et Pomet le font avec S1n(f)(0) (puisque leur forme linéaire ¢ s’annule
sur S1 n(f)(0), ces termes disparaissent). Dans le Théoréme 1.5.15, les termes dominants extraits
de la dynamique sont ceux qui composent une forme quadratique définie positive, comme dans
notre théoreme — voir Corollaire 4.3.7. Les jeux d’hypotheses sont donc de méme nature.

Finalement, ’énoncé du Théoreme 1.5.16 possede la méme structure que celui établi dans
[Ghe24]. 11 fait également intervenir une compétition entre les trois mémes crochets quadratiques
que ceux qui centrent notre étude. A noter les subtilités suivantes : dans [HL02], les auteurs se
concentrent sur le cas k = 1, tandis que nous traitons le cas ou k € N*. Ils démontrent plus
généralement une condition nécessaire de L°°-STLC sans aucune hypothese de petitesse sur les
contréles. Dans [Ghe24], nous nions la W™P-STLC, avec m € N*. Lewis et Hirschorn exigent
la compensation de tous les éléments de Vect{f;(0); b € L(X1,X2)}, tandis que nous pouvons
utiliser la petitesse des contrdles pour en négliger une partie. Cependant, dans notre régime de
faible régularité k¥ = m = 1, nous exigeons la compensation de tous les crochets de S3(f)(0),
ce qui n’est pas le cas dans le Théoréme 1.5.16. Eclairé par [HLO02], il est peut-étre possible de

raffiner notre résultat.

4.4 Perspectives et problemes ouverts

4.4.1 Une généralisation du théoréme de Stéfani

Le Théoreme 1.5.12 de Stéfani donne une condition nécessaire de L°°-STLC qui étudie les
crochets dominants d’ordre pair. On aimerait généraliser ce résultat au cas des systemes avec
deux contrdles, quitte a travailler dans des espaces plus réguliers — voir Section 4.4.2. Notons
que le cas ou [ = 1 est traité par le Théoreme 4.2.1 avec k = 1. On propose de s’intéresser au
cas ou [ = 2 des dérives quartiques. Ceci permettrait d’inclure I’Exemple 4.2.7. On étudie alors
une compétition entre les 5 crochets b; := adk, (ad‘)l(_li(Xo)) ou i € [0,4]. Les fonctionnelles de

second type associées a ces crochets sont

WAL ot (00) = oty [l o).

On choisit N, un ensemble de crochets, de sorte que les termes dominants de Z4 soient constitués

des crochets (b;);c[o,4]- On obtient alors
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4 b,
PZ4(t; f, (u,v))(0) =~ Z M/() uj i (s)vi(s)ds, (4.4.1)

ou e;11 := fp,(0) pour i € [0,4] et P est une forme linéaire vérifiant P|x(s) ) = 0. En utilisant
I'inégalité de Young dans (4.4.1), on a

P2i(t: £ 0, )(0) 2 (o) — Bl Bl g, Po) [
+ <P;Z5) _ |P(8€4)| _ |Péi12)|> HU1HL[1/47

Ainsi, la condition (BC) peut étre adaptée dans ce cas comme suit : soient ey, eg, €3, €4, e5 € R?
cing vecteurs et N C R? un sous-espace vectoriel. On dit que ey, e, €3, e4, €5, N vérifient (BC)

s'il existe P : R? — R une forme linéaire telle que :
3|P(e2)| + [P(es)| <Pler),  [P(e2)[ +3[P(es)] <P(es),  P(es) >0,  Pin=0.

Avec cette condition et un bon choix de N, on prouve que (f1(0), f2(0)) est une famille libre.
Ainsi, les closed-loop estimates décrites en Etape 3 s’adaptent & ce cadre. De plus, le terme de
reste dans la formule de représentation de type Magnus peut étre estimé similairement (via les
inégalités d’interpolation de Gagliardo—Nirenberg). La difficulté majeure réside dans l’extraction
de la partie dominante de Z4(¢; f, (u, v))(0). Pour ce faire, il faut pouvoir estimer les coordonnées
de second type. Cependant, cela est tres fastidieux : By est constitué de 3 familles, B3 de 8
familles et B4 est constitué de 36 familles différentes! Ainsi, I'extension de la Proposition 7.1.3
au cas de By semble compromise (du moins trés pénible & mettre en ceuvre). Afin de contourner
cette difficulté, on pourrait essayer de généraliser [BM24, Proposition 3.9] au cas des systémes

multi-controlés apres exclusion d’une famille — a déterminer — de crochets.

4.4.2 Améliorer ’estimation d’erreur dans la formule de Magnus

Dans [BLBM23], Beauchard et Marbach établissent une formule de représentation de I’état
de type Magnus de la solution de (1.1.1). Cette derniere est rappelée dans les Théoreme 1.6.17
et Corollaire 1.6.18. En particulier, si I'on développe la solution jusqu’a 'ordre M € N*, le terme
de reste est quantifié en O <||u||%+1) Dans le cas des systémes mono-controlés — i.e. lorsque
r = 1 — ils montrent a 'aide d’un systéme auxiliaire que ce reste peut étre en fait quantifié en
norme O <||u1HJLWJ+11) dans [BLBM23, Proposition 161, item 3]. Ils utilisent cette formule dans
[BM24] pour étendre des conditions nécessaires de L>°-STLC & la notion plus faible de W ~1°°-
STLC. Cette méthode a d’ailleurs été mise en ceuvre dans [Bou23b; Bou24| sur I’équation de
Schrodinger bilinéaire mono-controélée afin d’obtenir une estimation de reste similaire. Beauchard
et Marbach démontrent également dans [BLBM23] que, dans le cas multi-contrdlé, la formule
ne peut étre vérifiée avec un reste quantifié en O (||u1|]%vﬂ11> En effet, en [BLBM23, Section

7.5] ils proposent le contre-exemple suivant

¥y = w
xh = wrg
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1
On considére u™(t) := ncos(n’t) et v™(t) := nsin(n’t) pour n € N*. Alors, uf(t) = — sin(n’t)
n

1
et vI(t) = — (1 - cos(n2t)) . Pour tout p € [1, +o0],
n

2
o+ el < = — 0.

Néanmoins,

T T T
xo(T) :/0 o™ (t)ul (t)dt :/0 sin?(n?t)dt W T3

La recherche d’une formule optimale pour quantifier le reste est un probléme ouvert. On conjec-

ture que celui-ci pourrait étre de la forme : O <||uH]\1LI4+11 > . Une estimation de cette nature
2

permettrait de diminuer I'indice de coupe 7(k,m) et de lever la limitation m € N* et d’obtenir

des résultats pour m = 0.
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CHAPITRE b

OBSTRUCTIONS QUADRATIQUES A LA STLC DE L’EQUATION

DE SCHRODINGER BILINEAIRE MULTI-CONTROLEE

RESUME. Le but de ce chapitre est de présenter le résultat principal de [Ghe25a],

ainsi que des heuristiques de preuve. Nous insisterons également sur son lien fort

avec le Chapitre 4.

5.1 Résultat principal de [Ghe25a] . ... ... ... .. .......... 77
5.2 Comparaison avec la dimension finie et heuristique . . . . . .. ... 79
5.2.1 Interprétation des hypotheses en termes de crochet de Lie . . . . . . .. 79
5.2.2 Lien avec le Théoreme F.O.1 . . . . . .. ... ... ... .. ... 80
5.2.3 Heuristique de preuve . . . . . . ... Lo o 81
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5.3.1 Caractere bien posé de I’équation de Schrodinger bilinéaire (2.1.1) . . . 81
5.3.2 Développements linéaire et quadratique de la solution . . ... ... .. 81
5.3.3 Coercivité de la forme quadratique et conclusion . . . . ... ... ... 82
5.4 Perspectives et problemes ouverts . .. ... ... ... 0000 84

Dans ce chapitre, on travaille avec un nombre r € N* arbitraire de controles scalaires. Nous

alertons le lecteur sur le fait que certaines hypotheses introduites dans les Chapitres 3 et 5

portent le méme nom bien qu’elles soient différentes. Les hypotheses définies dans le Chapitre 3

permettent d’obtenir un résultat positif de STLC dont la preuve complete est écrite en Chapitre

6. Les hypotheses formulées ci-aprés donnent naissance a un résultat négatif de STLC dont la

preuve est détaillée en Chapitre 8.

5.1 Résultat principal de [Ghe25a]

Soit r € N*. Commengons par donner les hypotheses sur les moments dipolaires py permet-

tant d’obtenir I’obstruction quadratique a la controlabilité. Afin d’assurer le caractére bien posé
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multi-controlée

de (2.1.1) dans H(?’O)(O, 1) — voir Théoréme 2.3.1 — on suppose que
(H)reg : 1€ H*((0,1),R)".

Nous nous intéressons au cas ou le systeme linéarisé autour de I’état fondamental — voir

(5.3.1) — n’est pas contrélable. Soit K € N* un entier. On suppose que

(Hiin : (1, 0x) =0, 1<e<r.

Dans ce cas, le systeme linéarisé autour de I’état fondamental perd une direction complexe
(W(t;u, ¢1), pr) € C. Pour démontrer une obstruction quadratique & la STLC, on utilise une «
power series expansion » a l'ordre 2, i.e. le terme d’ordre 2 du développement de Taylor en 0 de
lapplication u — (Y(t;u, p1), k). Afin de formuler les hypotheses liées a ce développement, on

considere k € N* et on introduit les quantités suivantes.

Définition 5.1.1. Pour 1 < {,L < r, on définit les suites

LL . (4L —
= () L, = eor, 93) (naen 00)) o -

0.0

On notera "' = ¢* et cﬁ’é = c? pour j > 1.

Ces notations sont sensiblement différentes de celles adoptées en Chapitre 3. Les hypotheses

quadratiques font intervenir des séries. Pour assurer leur convergence, on suppose

o0
(H)eonv : Y \cﬁ’L\j‘*’“ <400, 1<OL<r.
j=1

Remarque 5.1.2. Soient p € N et g, p, € H*#*3((0,1),R) t.q. ugzkﬂ) 01 = ufkﬂ) 01 = 0

pour 0 < k < p—1etl <L <r. Avec des intégrations par parties, on obtient pour tous
7,q € N*, distincts,

4(=1)P(p+1)g g (2p+1) (2p+1) 1
(Hepq, pj) = N ((—1)]+qﬂg ) - (0)) +. 9. <]2p+3) , &e{l,L}.

Ainsi, sip >k —1, ce comportement asymptotique assure que b satisfait I'hypothése (H)cony -

C’est en particulier le cas si g, pr, € C2°(0,1).

Définition 5.1.3 (Crochets quadratiques). Supposons que (H)cony est vérifiée. Ceci permet
d’assurer la convergence des séries suivantes, pour 0 <p<2k—1,1<{(<L<r
+00

1 1
=30 (O = A0y = A B — (ke = Ay = Al ).
j=1

Lorsque £ = L, on notera *yg = *yg’g. Sir =2, on note 7y, au lieu de 7;’2.

Nous sommes maintenant en mesure de donner les hypotheses concernant les termes qua-
dratiques :
(Hpun: VI<I<L<r 0<p<2k-—2, ,th;,L:O’
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r 2

a

(H)pos: ¢g:a€R — E V1= + E ’yg’kilagaL € R est une forme quadratique
=1 1<t<L<r

définie (positive ou négative) sur R".

Remarque 5.1.4. Si (H)pos est vérifiée, sgn(va,_1)q est une forme quadratique définie positive

sur R".

Remarque 5.1.5. Dans le cas ot 7 = 2, (H)pos © (Y2p-1)° < Ve 1731 On retrouve la

condition exhibée dans I’Exemple 4.1.1 en dimension finie.
Le résultat principal du chapitre est le suivant.

Théoréme 5.1.6. Soient k, K, € N*, puq,-- -, p, vérifiant (H)reg, (H)tin, (H)conv, (H)nun et
(H)pos- Si k > 2 (resp. si k = 1), I’équation de Schrédinger bilinéaire (2.1.1) n'est pas H* 3-
STLC (resp. W—1®°_STLC) autour de l’état fondamental. Plus précisément, il existe C,T* > 0
tels que, pour tout T € (0,T*), il existe n > 0 tel que, pour tout u € H?**73((0,T),R)" (resp.
u € L*((0,T),R)") avec ||l you—s < n (resp. ||[ullyy-1.0 < 1), la solution (- u,¢1) de (2.1.1)

satisfait

(—D)F* L sgn(y31)S (U(Tsu, 1), e ™) > C lluglF2 = C (T u, 1) = 91 (T)][ 72+ (5.1.1)
Des idées de preuve de l'existence de fonctions pq, - - - , p, vérifiant ces hypotheses sont don-
nées en Section 8.2.1.

Remarque 5.1.7. L’estimation (5.1.1) montre ’existence de 0 < R < 1 tel que les cibles

suivantes ne sont pas atteignables par la solution de (2.1.1)
W e (0,R), = (VI- %1 +i(—1) sgn(rdi_1)dpr ) e

En effet, s’il existe u € H**=3(0,T)" (resp. u € L*(0,T)") tel que ¢¥(T;u, 1) = g, Uéquation
(5.1.1) meéne a
—6 > K |Jug||32 — 2K(1 — V1 - §2) > —2K4°.

Ceci est impossible lorsque § — 0.

Remarque 5.1.8. Lorsque r = 1, 'hypothése (H)pos est équivalente a 'y%k_l % 0. On retrouve
le résultat principal de [Bou23b, Théoréme 1.3].

5.2 Comparaison avec la dimension finie et heuristique

5.2.1 Interprétation des hypotheses en termes de crochet de Lie

A premiére vue, les hypothéses formulées dans la section précédente semblent un peu mys-
térieuses et techniques. Néanmoins, elles peuvent étre interprétées en termes de crochet de Lie.
Sous des hypotheses appropriées pour la compatibilité des domaines (I’annulation au bord d'un

nombre fini de dérivées d’ordre impair des fonctions py), on a ’égalité suivante :

pt1

WO<p<2k—1, 1<L<L<r, ~Abk=(-1)p <[adf4 =1 (B,), ad" (BL)]sol,soK> . (5.2.1)
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ot A est défini en (2.3.1) et By est I'opérateur de multiplication par p, dans L?(0,1) — voir
Définition 3.2.1. On renvoie le lecteur intéressé aux Propositions B.1.2, B.1.3, B.2.2 et B.2.3 en
Appendice B pour une preuve précise.

Pour ¢ < L, les crochets de Lie 'yf;’L sont spécifiques a I’équation de Schrodinger bilinéaire a
plusieurs controles scalaires (2.1.1), i.e. lorsque r > 1. Ils peuvent étre utilisés pour récupérer une
direction complexe perdue au linéaire — voir Chapitres 3, 6. Ils peuvent étre considérés comme «
bons » d’un point de vue de la STLC. A contrario, les crochets de Lie 7,‘; sont connus pour étre des
obstructions potentielles a la STLC pour I’équation bilinéaire de Schrédinger mono-contrélée,
dans un cadre fonctionnel approprié — voir [Bou23b] et peuvent étre pergus comme « mauvais
». Notre but est d’étendre ce résultat d’obstruction dans le cas de I’équation multi-contrélée

(2.1.1), malgré la présence des 7£7L .

5.2.2 Lien avec le Théoréme F.0.1

Interprétons a présent le Théoreme 5.1.6 comme une extension a la dimension infinie du
Théoréeme F.0.1, généralisation a r > 2 du Théoreme 4.2.1, résultat principal de [Ghe24] présenté
en Chapitre 4. Nous renvoyons le lecteur au Chapitre 1 pour les notations et définitions liées a

I’étude de la STLC des systémes affines qui sont utilisées dans cette section.

Supposons pi1, -+, py € C°(0,1) (ceci nous permet d’assurer la compatibilité des domaines
des opérateurs mis en jeu). On peut penser a (2.1.1) comme un systéme affine de la forme
(1.1.1) avec fy = A, ou 'opérateur A est défini en (2.3.1) et fy = By pour £ € [1,r], ou By est
I'opérateur de multiplication par p, dans L?(0,1). L’équilibre du systéme n’est plus 0 mais la
trajectoire libre 1(+;0, ¢1). Dans cette situation, la forme linéaire est donnée par P := (-, pk).

Les hypotheses des Théorémes 5.1.6 et F.0.1 (avec m = 2k) sont heuristiquement les mémes.
- Légalité (5.2.1), le Lemme B.2.1 et les hypotheses (H)jn et (H)pun assurent que
V(¢,p) € [1,7] x N,

P (ad’) (Be)g1) = (ad’) (Br)e1, o) = (A1 — A )P (o1, o) = 0,
YVl p,1)e1,r] x [1,k—1] x N,
P (ad) (lad’ " (Be),ads (Bo)]) 1) = 200 = Ax)'y5p-1 = 0,

V(¢,L) € [1,7]? tels que £ < L, V(p,1) € [0,2k — 2] x N,

123)

P (adl (fad ™ (Badf (B ) 1) = 0 = ) (-1 = 0

C’est un équivalent de la condition P|x, (1)) = 0.
- L’égalité (5.2.1) et (H)pos assurent que les hypotheses sur les formes quadratiques sont

les mémes.

Remarque 5.2.1. Le cadre fonctionnel est différent. Dans le Théoréeme F.0.1, nous réfutons
la H**-STLC, tandis que dans le Théoréme 5.1.6, nous nions la H**3-STLC. Pour (2.1.1),
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5.8. Stratégie de preuve

un argument supplémentaire intervient : nous utilisons un systéme auxiliaire, qui fournit une
estimation plus précise du terme d’erreur dans le développement quadratique de la solution —
voir étape 5 de la Section 5.3.3. Une telle estimation de Uerreur est fausse en général pour les
EDO - voir Contre-exemple /./.2. Déterminer la norme optimale pour estimer le terme de reste
cubique dans les systéemes da entrées multiples est déja une question difficile en dimension finie.
L’idée clef est que, pour (2.1.1), les opérateurs By commutent. Nous exploitons ainsi la structure

de équation pour appliquer cette méthode.

5.2.3 Heuristique de preuve

Comme dans le Chapitre 3, on peut extraire les termes dominants de la formule de repré-
sentation de I’état de Magnus et obtenir heuristiquement le développement quadratique dans la

direction perdue ¢ suivant

2%-1
ZZlQp 1’Y2p 1/ () / UL J+1(t) prJ(t)dt.

(=1p=1 1<b<L<r p=1 2

L’hypothese d’annulation (H)y,y réduit cette expression a

i(— ’f“Zv _1/T i (1) R N T DL N 1/ uf (t)uk (t)dt, (5.2.2)

1<U<L<r
et 'hypothese (H)pos permet de tirer profit du caractere défini positif de la forme quadratique

sgn(va,_1)g puisque (5.2.2) et (H)ji, meénent a

. T
(—1)"sgn(vg_1)S <¢(T; u, 1), SOKE_WT> ~ Sgn(’mlk—l)/o q(ug(t))dt > 0.

5.3 Stratégie de preuve

Le but de cette section est de présenter une esquisse de la preuve du Théoréme 5.1.6. La

preuve complete se trouve dans le Chapitre 8.

5.3.1 Caractére bien posé de ’équation de Schrédinger bilinéaire (2.1.1)

Si p vérifie (H)reg, le caractere bien posé de I’équation (2.1.1) est connu — voir Théoreme
2.3.1. Le cadre fonctionnel est : u € L?(0,T)", v € H(?’O) (0,1) et ¢ € CO ([0, T], H( )(O 1))

5.3.2 Développements linéaire et quadratique de la solution

La stratégie repose sur l'utilisation d’une « power series expansion » d’ordre 2, i.e. un
développement de Taylor a lordre 2 en 0 de lapplication u +— ¥ (T;u,1). On rappelle les

expressions des termes du développement exposés en Chapitre 3. Soit v € L2(0,7T)".

- Le terme du premier ordre ¥ € C° ([O, T|,H ?0)(07 1)) est la solution du systeme linéarisé
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de 'équation (2.1.1) autour de la trajectoire libre (¢1,u = 0), i.e

10,V (t, ) = —02W(t,x) — u(t) - p(x)Yi(t,x), te (0,T),z¢€(0,1),
U(t,0)=¥(t1) =0, t e (0,7), (5.3.1)
U (0,z) =0, x € (0,1).
En utilisant la formule de Duhamel, la solution est donnée par : Vt € [0, 7],
T +00 t )
=i (o) [ wl(s)eids) vy ) (5:32)
{=1j=1

L’hypothese (H)yp affirme que (¥(7), k) = 0.

- Le terme d’ordre 2, noté ¢ € C° ([0, T, H(SO) (0, 1)), est la solution du systéme suivant

i0i£(t, w) = —02¢(t, ) — u(t) - p(x)¥(t,z), t€ (0,T),x € (0,1),
£(t,0) =¢&(t, 1) =0, t e (0,7),
£(0,2) = 0, z € (0,1).

Heuristiquement, on peut penser que ¥(t;u, 1) ~ 1¥1(t) + U(t) + £(t). Rappelons que dans
le Chapitre 3, on on a présenté une formule d’erreur — voir (3.3.4) et Lemme 6.2.7 — qui fait
intervenir la norme L? des controles scalaires. Dans ce chapitre, on montrera une formule d’erreur

plus fine : elle fera intervenir la norme L? de u;.

5.3.3 Coercivité de la forme quadratique et conclusion

La stratégie est développée en six étapes.

Etape 1 - expression du développement quadratique : I'utilisation de la formule de

Duhamel (5.3.2) permet de développer le terme quadratique sous la forme

<§(T),<,0Ke*")‘1T> = i]—iﬁ’%u%%— Z (]:ZL(’U, u )—i—]—"LZ(uL ug)) (5.3.3)
(=1

1<U<L<r

Fel(f,9) ::/ (/ Hyp(t,7)g )dT) dt,  f,ge€ L*((0,T),R), ¢ Le[1,r],

ou Hy 1, sont des noyaux explicites, définis sous forme de séries. Leur convergence est assurée

par ’hypothese (H)cony-

E‘tape 2 - manipulation des expressions de ffiL : Thypothese (H)conv induit des
propriétés de régularité sur les noyaux Hy 1, lesquelles permettent de faire des intégrations par
parties. Bournissou démontre ainsi dans [Bou23b] la coercivité des termes .7-'7{’[. On effectue des

. . e e . . 0, L
manipulations similaires sur les termes extra-diagonaux, i.e. sur les /"~ avec £ # L. On montre
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ainsi l’estimation suivante — voir Proposition 8.1.6 — pour 7' > 0, f,g € L?((0,T),R),

FEL0) + FE (000 = X0 [ fona(®) (457 000) + 0800 0) e Ta
p=0
k ) ) ) 2
+O | 3 (P +19o(D1) + T 1 felF200) + Tllgel720.m | -
p=1

C’est au cours de cette étape qu’on extrait les termes dominants de la formule de représentation

de I'état de type Magnus.

Etape 3 - utilisation des hypothéses sur les crochets quadratiques : I'’hypothese

(H)nun permet de simplifier cette expression et on obtient finalement par (5.3.3)

. 2
%<5(T),¢K6—M1T> =0 ( >y \uf;(T)\ +TIIUkIIi2(o,T))
pe[L,k] L€(1,r] (5_3_4)
¢

T r U 2
-kt [ (szk_l LD vé;flufxwué(t)) coslio(t ~ Tk
(=1

1<l<L<r

Le travail effectué durant ces trois premieres étapes correspond a ’étape 1 de la stratégie

introduite en Section 4.3.3 pour 1’établissement du résultat similaire en dimension finie.

Etape 4 - estimation des termes de bord : on montre maintenant que les termes de
bord uf,(T) peuvent étre négligés devant la dérive [Juy H%Q(O’T). Pour cela, on adapte en dimension
infinie la stratégie mise en place pour les EDOs dans le Chapitre 7, mais avec des formules

d’erreur plus précises. On obtient ainsi

>3 g™ =0 (lwlfem + VT gl oo + 19(T5w, 01) = 61D 20 ) -
p€E[1,k] €[1,r]
(5.3.5)

Cette étape correspond a I’étape 3 de la stratégie décrite dans le Chapitre 4.

Etape 5 - raffinement de Uestimation du terme d’erreur : on souhaite obtenir une
formule d’erreur plus fine dans le développement de la solution de (2.1.1). Dans [BM14], Beau-
chard et Morancey ont utilisé un systeme auxiliaire dans cette optique dans le cas ou r = 1.
Cette méthode a ensuite été généralisée par Bournissou dans [Bou23b; Bou24|, toujours dans
le cas de I’équation & entrée unique. On adapte cette méthode au cas de I’équation (2.1.1). On
introduit alors I'état suivant ¥ (¢, z) := ¥(t, z)e 1 1) Cette fonction est solution faible de

I'EDP suivante

100 = =02 — i [ur (1) - 1" () + 2 (wr (1) - 1 () 0] & + (wa(8) - ! ()" o,

w(tv 0) - 1/J(t7 1) =0,

$(0,2) = p1(z).
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En introduisant ¥ (resp. E), le terme d’ordre 1 (resp. d’ordre 2) dans le développement de ¥, on

montre comme dans [Bou23b] I'estimation suivante pour tout p € N*, lorsque ||u/|y;-1,00 — 0,
' (7 T 3
<6w1(T) : (1/1(';%@1) —th =V - é) (1), <Pp> =0 (HU1HL2(0,T)> :

En utilisant le lien entre IZ et 1, on prouve la formule d’erreur suivante pour tout p € N*, lorsque

[ullyp—1.00 = 0,

(5w 01) = 1 = =€) (1), 0p) = O (w320, + (D)) -

Les termes de bord (ul(T),--- ,u}(T)) sont gérés grace a I'estimation (5.3.5). On obtient donc

finalement, lorsque |||y -1.00 — O,

(5 01) = 1 = ¥ =€) (T), 05 = O (JhurllF20r) ) - (5.3.6)

C’est cette estimation raffinée qui sera utilisée dans la suite pour légitimer le développement

P(t) = 1 (1) + W (E) +£(1).

Etape 6 - conclusion : on combine les égalités (5.3.4), (5.3.5) et l'estimation de reste

(5.3.6) pour finalement obtenir

. T
(=D sgn(v3_1)S ($(Tiu, 1), prce™ ) = sgn(rd_y) /0 g(u(t))dt

+0 (HUIHiZ’(oj) +T ||Uk||%2(o,T) + (T u, 1) — ¢1(T)”%2(071)) :

On utilise les inégalités d’interpolation de Gagliardo—Nirenberg pour faire un lien entre la

taille du terme de reste O (Hul\ﬁz(oj)) et la taille de la dérive H'LLk”%Q(O’T). On obtient

. T
(=1 sgn(v3_1)S ($(Tiu, 1), prce™ ) = sgn(rd_y) /0 g(u(t))dt

+O (T + (14 T2 |ful| yares ) lullF 20,y + 19(T50,01) = 01 (D)2, -

Le temps et les controles étant petits dans H?*~3 et comme le terme ||4(T'; u, 1) — @ZJl(T)HiQ(O 1
fait partie de I'inégalité (5.1.1) souhaitée, on obtient le résultat grace a I'hypothese (H)pos sur la
forme quadratique ¢g. Cette derniére étape est a mettre en parallele avec I’étape 4 de la stratégie

présentée dans le Chapitre 4 pour 'obtention du Théoréeme 4.2.1.

5.4 Perspectives et problemes ouverts

Une question intéressante serait de généraliser cette méthode a d’autres équations, comme

expliqué dans le Chapitre 3.
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CHAPTER O

STLC OF THE SCHRODINGER EQUATION THANKS TO A
QUADRATIC TERM

SUMMARY. The purpose of this chapter is to give the complete proofs of Theorems
3.1.4 and 3.2.2, introduced in Chapter 3. This result is proved in [Ghe25b]. The
chapter is organized in the following way: in Section 6.1, we present a proof of
Theorem 3.2.2 of STLC thanks to quadratic terms for control-affine system in the
finite-dimensional case, as a toy-model for the bilinear Schrédinger equation. In
Section 6.2, we present classical properties about the bilinear Schrédinger equation.
Finally, in Section 6.3, we give the proof of Theorem 3.1.4. Some elements of proof

are developed in Section 6.4.
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Partie III, Chapter 6 — STLC of the Schrodinger equation thanks to a quadratic term

6.1 The finite-dimensional case

6.1.1 A quadratic moment problem

To prove Theorem 3.2.2, we solve quadratic moment problems.

Proposition 6.1.1 (Moment problems). Let B be a finite subset of Bi U Ba gooq and by €
BN B3 good- There exist u,v € C°((0,1),R) such that,

for every b € B, (1, (u,v)) = d.py- (6.1.1)

Proof. One may assume that B = {M,}, M2, C,,, (p,v) € [0,u*] x [0,0*]}. Let N := p* +
v*+1. We are looking for v and v in the form of u = ¢(¥) and v = (™), with ¢, ¢ € €°((0,1),R).
One recalls that for b € By, n, = &. Then, for every p € [0, u*], 77M;(1> (u,v)) = up41(1) =0
and nME(l, (u,v)) = vu41(1) = 0, using (1.6.14). Thus, (6.1.1) is verified for b € BN By.
Thanks to the choice of N, (1.6.16) and (1.6.9) give: for all (u,v) € [0, u*] x [0, v*],

(-1
e (1, (0,0) = €6, (L () = [ S (B0 (Bt
Using integrations by parts, one has
piy [l 1— .y u (N—[#5])
6 (1 (1) = (V15 [ (B0 te0) (1.

1
Using the Leibniz formula, one gets: n¢, , (1, (u,v)) = / Y(t) fun(t)dt, with
0

min(N—[ 452 ] ,0) _utl
: (N - I.TJ) (_1)k+N I"HQ J (1 _ t)”_qu(QN_l_”_k)(t).

fuw it €(0,1) > 5 W=

k=0

Step 1: There exists ¢ € C°((0,1),R) s.t. the family F := (fuv)o<u<y* @5 linearly independent
(274

on (0,1). Let m > v* + 2 and x € C°((0,1),R) such that y =1 on (%, 3). One defines ¢ : t —
e x(t) € C°((0,1),R). By induction, one can prove that: for all I € N, there exists P, € R[X]
with deg(P;) = I(m — 1) such that, for all ¢ € (3, 3), ¢()(¢) = '™ P(t). Then,

Y, v) € [0,1°] < [0.7°],  deg (fiuu(t)e

<%7%>) —v+(m—-1)2N-1—pn). (6.1.2)

Thanks to the choice of m, all the degrees (6.1.2) are different. Then, (t — f,.(t)e " )o<u<pr
o<v<v*
is linearly independent on (0, 1). Consequently, one obtains the result for F.

Step 2: Construction of u and v. One chooses u := ¢(V), with the function ¢ obtained at
step 1. By construction of ¢, there exists ¢ € C2°((0,1),R), solution to the following moment

problems

1
for every (u,v) € [0, u*] x [0, "], /0 Y(t) fun(t)dt = 0C00 b0

We conclude with v := (V). O
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6.1. The finite-dimensional case

6.1.2 Tangent vector

Let m > 0. The purpose of this section is to prove the following proposition.

Proposition 6.1.2. Let j € [r +1,d]. Assume that (3.2.4) and (3.3.1) hold. The vector fy.(0)
is a small-time W —continuously approzimately reachable vector associated with vector vari-

ations ez fv,(0).

Taking into account the assumption (3.2.4), we can consider P, the linear projection on
Span(fp,(0))r+1<i<a parallel to S1(f)(0). The proof is divided in two steps. In the first one, we

prove that the system can move in the direction lost at the linear order f;,(0), in projection.

Proposition 6.1.3. Let j € [r+1,d]. Assume that (3.2.4) and (3.3.1) hold. Let q; := {%J,
5j 1= W, aj = % + W and 0 := o, + (q; +2)sj. For all Th > 0, there exist C,p > 0
and a continuous map z € R (uy,v,) € W (0,T1)? such that

Vz € (—p,p), HP (@(T; (uz, 02),0,0)) — 2 fi, (O)H < Olz|\F. (6.1.3)

The size of the controls is given by: for all k > 0, for all r € [1,+00], there exists C > 0, such
that
Vze(=p.p),  luzllr s oslynr < Claf® (0, (6.1.4)

Finally, for all z € (—p, p),
|2 (Ty; (us,v.),0,0)|| < Clz]%. (6.1.5)

Note that §; > %

1

Proof. Let 71 > 0 and p = Tlsij. One defines the brackets set
_ 12
B= {M] 7Mj7 J €& [[O> Qj]]} U {b € BZ,gooda |b| < |b]|} .

Thanks to Proposition 6.1.1, we consider u,v € C°(0,1) such that n,(1, (u,v)) = &pp,, for all
b € B. We define, for z € R*,

Uz, vs 1 t € [0,T1] = sgn(2)|2|% <|Z|”1+> At (M> _

2% |2

For all z € (—p, p), one has

Supp ((112)g;11) +Supp ((v:),41) C (T1 = [2]%, T1) € (0,T1). (6.1.6)

For all k£ > 0, r € [1, +00[, using the Poincaré’s inequality, the support condition (6.1.6) and a
change of variables, we get for all z € (—p, p) \ {0},

k) "

1
||UzH1{/Vkr < C/O “z|ajfks]'ﬂ(k)(o_)‘r |Z|sjd0' < C‘Z|(ajfk:5j)7"+3j L

The inequality with » = 400 is proved in the same way and we get (6.1.4).

91
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We prove (6.1.5); we estimate the linear term. Note that, for all z € (—p, p), for all i € {1, 2},
for all k& € N, the homogeneity property (1.6.3) gives

Mg (11, (uz,v2)) = 1y (IZIS% (Sgn(z)‘z|aja (Iz!) =% (\zl))) (6.1.7)

= sgn(z)" 2] (1 (3, 0).

Consequently, the definition of (u,v) and (6.1.7) gives: for all z € (—p, p), for all i € {1,2}, for
all k € [0, ¢;], i (T, (uy,v,)) = 0. Using (1.6.4) and (6.1.4) with r =1,
2 +oo
BT 0 ) O = 3 magg (T, (s, 02)) gy (0) = O (2704255 . (6.1.8)

i=1 k=q;+1

The Magnus formula (1.6.7) with M = 1 leads to
(T (uz,0:),0,0) = Z1(T13 f, (uz,v:))(0) + O (|| (i, 02) 71 + (T (uz, 02),0,0) 7).
Using the size of the controls given by (6.1.4) with (k,r) = (0,1) and (6.1.8), one has
2(T3; (12,:),0,0) = O ([2]7 + 22542 4 [la(T3; (uz,v2), 0, 0)|)
As 3 < 6; < 20 + 25, one gets (6.1.5).

Now, we prove (6.1.3). By definition,

Z5(T3; £, (12,02)) (0) = Z1(T43 £, (uz,02))(0) + D mo(Th, (2, v:))£o(0) = O (J21) , (6.1.9)
beBs

using (6.1.8), the estimates (1.6.4) and (6.1.4) with (k,7) = (0,1). Then, using the map P,
the hypothesis (3.3.1) on the short brackets of Bg pqq and the homogeneity property (1.6.3), we

obtain

P (22(T1; fa (Uza Uz))(o)) = Z Sgn(Z)nl(b) |Z|2aj+|b|5j 776(17 (a7 {}))P (fb(O)) :
be{bEBZ,goodv ‘blg‘b]‘}
u{beBz, [b]>b;[}

Using the definition of (u,v) and the fact that 2a; + |bj|s; = 1, one gets
P (25(T; £, (,0:)) (0)) = 2, (0) + O(|2]+9). (6.1.10)

Then, using the Magnus representation formula (1.6.5) with M = 2, Lemma C.0.1 and the

projection P, one has

P (:L’(Tl; (U’ZJ Uz)a 0, 0)) =P (ZQ(Tl; f7 ('LLZ,'UZ))(O))

(6.1.11)
0 (122(T1: £, (2, 02)) () 1D Z2(T F. (02 + 02 [31)
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Finally, note that

DZQ(TN I (UZ7 Uz)) = Z nb(Tla (u27 UZ))be-
beB 2

Then, with the same steps than for (6.1.9), one gets
IDZ2(T4; £, (2, 0:)) [0 = © (J217) . (6.1.12)

Finally, using (6.1.9), (6.1.10), (6.1.12) and (6.1.4) with (k,r) = (0,1) in (6.1.11), one obtains
(6.1.3), as 1+ 55 < 20; < 3a; + 3s;. ]

One defines Hy = D fy(0). In the second step of the proof, we correct the linear part of the

solution.

Proposition 6.1.4. Let j € [r + 1,d]]. Assume that (3.2.4) and (3.3.1) hold. For all 0 < T} <
T < Ty +1, there exist C,p > 0 and a continuous map z — (U,, V) € W;"°(0,T)? such that

Ve (=pp), [T (U:12),0,0) = ze T fy (0)] < i, (6.1.13)
with the following estimate on the family of controls
1
1Tz llym.co s [Vallyrmeo < Clz]7. (6.1.14)

Proof. Let 0 <Th < T < T+ 1, one defines U, V, := u.ljg 1) + @17, 77, 021107 + 0217, 7
for z € R, where u,v, € W;"°(0,T1) are the controls defined in the previous proposition and
Uy, 0, € Wy"°(T1,T) are the controls that correct the linear part of the solution, i.e. that drive
the solution from z(71; (uz,v2),0,0) to Pg, (50 (ze(T*Tl)HOfbj (0)) in projection on S1(f)(0),
i.e.

Psi(n) (z(T; (2, 02), 2(T1; (usz,v2),0,0),T1)) = Psi(n)(0) (ze(T_Tl)Hofbj (0)) .

Note that Pg, (y)(0) = Id —P. Then,
(@, 8 g < © (T35 (2,02, 0,0)]| 4 [2] [ 7050y (0)[) < €21, (6.1.15)
the last estimate is given by (6.1.5). Moreover, (6.1.4) with (k,r) = (m, o) gives
(112, 02) gy < Cl2]%7%5 < Clz]7. (6.1.16)
The equations (6.1.15) and (6.1.16) give (6.1.14), as §; > 1. Furthermore, by construction,

|2(T; (U2, V2),0,0) = zeT=T00 5, (0)| =

(6.1.17)
[P (2(13(U.,2),0,0) — 2eT=T00 f, (0) .
We apply Lemma C.0.5 with p = z(T7; (us, v;),0,0) and (u,v) = (u,,0,) to obtain
z(T5 (U, V2),0,0) = 2 (T5(0,0), x(T1; (uz, v2),0,0), T1) + (T (i, 9.),0,T1) ( )
6.1.18

+0 (J[(T; (2, 02),0,0)|[ |z, :) | oo + (T (2, 0:),0,0)[*) .
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Partie III, Chapter 6 — STLC of the Schrodinger equation thanks to a quadratic term

The equations (6.1.5), (6.1.15), (6.1.17) and (6.1.18) give

(T3 (U2, 2),0,0) = 2e™=T00 £, (0)| < |IP((T; (8, 52),0,T1))|

+0 (2% . (6:1.19)

T HP (:E(T; (07 O)’ ‘T(Tl; (uza Uz)v 0, 0)7 Tl) B Ze(T_Tl)HOfbj (0)>

We designate the second term of the right-hand side of (6.1.19) by A and Lemma C.0.4 gives
with p = z(T1; (uz,v,),0,0)

A= [P (T on(T; 2, 0.),0,0) = 2e T £y, (0) )| + O (Jla( T3 1, 0:),0,0) )

For all b € By, Hofp(0) = Dfo(0)fp(0) — D f3(0)fo(0) = fp0(0), with b0 € By. Then, S1(f)(0) is
stable by e(T=T1)Ho Consequently,

T (1d —P) (2(Th; (uz, v2), 0,0)) € S1(f)(0) = ker(P),
and, with (6.1.5), we obtain

A= HP (e(Tle)HoP (x(T1; (uz,v2),0,0)) — Ze(Tle)Hofbj (O)) H Lo (!z\%ﬂ‘) |
A=0 <HP (:E(Tl; (Uz,vz),O,O)) - Zfbj(o)H + |Z|26j> .

Finally, the equation (6.1.3) gives
A=0 (o), (6.1.20)

as 14 s; < 20;. To obtain (6.1.13), we finally estimate the first term of the right-hand size of
(6.1.19), let’s say B. Using once again the Magnus formula (1.6.5) with M = 2, Lemma C.0.1

and the projection P, one has

P (x(T; (a2,02),0,T1)) = P(22(T5 f, (@2, 92))(0))

(6.1.21)
10 (I 22(T: £. (12, 5:))(0) g IDZ2(T: £, (s 02)) L. + [ (531 ).

Again, (1.6.4) and (6.1.15) gives

1P (Z(T5 £, (i, 5) oo = © (1, 8:)171) = O ([|(z, ) [Fyme ) = O (I227),
|22(T; £, (@12, 9)) | g » | DZo(T5 f, (112, 52)) | g = O (| (82, 82) [ yymice) = O (1217 -

Therefore, thanks to the estimates (6.1.21), one has
B =0 (|2 + (@, 5:)]I3: ) = O(|"*), (6.1.22)

using (6.1.15) and 1+ s; < 2§;. To conclude, the equations (6.1.19), (6.1.20) and (6.1.22) lead
to the wondered inequality (6.1.13). O

We are now in a position to write the proof of the main result of this section.

Proof of Proposition 6.1.2. One considers T' > 0 and T} := % Then, the previous proposition
gives the result. O
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6.2. Preliminaries on the Schridinger equation

6.1.3 Proof of Theorem 3.2.2

Now, we can write the proof of Theorem 3.2.2.

Proof of Theorem 3.2.2. We use Theorem 3.3.4. More precisely, we consider X = R% and Ep =
Wy">°(0,T)?. Moreover, for all T > 0,

Fr: (0, (u,v)) — z(T; (u,v),0).

We have to check all the assumptions to obtain the controllability result.
(A1) This is well-known that the end-point map is regular around the equilibrium.

(A2) The differential at (0,(0,0)) is given dF7(0,(0,0))(xo, (u,v)) = Y(T) where Y is the

solution to the linearized system

{Y’(t) = Dfo(0)Y(t) + u(t) f1(0) + v(t) f(0)
Y(O) = X

Then, for all g € R, T +— dF7(0, (0,0))(x0, (0,0)) = eTPH0) 24 is continuous on R and
dF(0, (0,0))(xo, (0,0)) = xo.

(A3) This point is linked to the semi-group property of the solution.

(A4) By hypothesis, H = Im(F7(0,0)-(0,-)) is a closed subspace (finite dimension), this is the

reachable set of the linearized system around 0. This space doesn’t depend on T and its

codimension is finite.

(A5) Finally, using (3.2.5), Proposition 6.1.2 shows that, for all j € [r + 1,d], fy,(0) is a

small-time Wy -continuously approximately reachable vector. Then, as a supplemen-
¢ f H is given b (2, (0))
ary space o is given by Span ( fv;(0) r+1<j<d>

By Theorem 3.3.4, the multi-input control-affine system (3.0.1) is Wy"**-STLC. We obtain the
desired result. O

, this condition is verified.

6.2 Preliminaries on the Schrodinger equation

In all the chapter, we will note w; := A\; — Ay and v; := Ag — A;, with 7 > 1, K > 2. For
¢ € L*(0,1), t € R, one recalls that

e Mo =" (o, or)e Mgy
k=1
and \j, ; are defined in (2.3.2). For the rest of this paper, n > 1, p,m > 0, K > 2 are fixed
integers. Let us discuss about the well-posedness of (3.1.1).
6.2.1 Well-posedness

We first recall the well-posedness result of (3.1.1), with estimates on the solution with respect

to the initial-condition. See [Bou23a, Theorem 2.1] for details about the proof.
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Theorem 6.2.1 (Well-posedness). Let T' > 0, p1, po satisfying (H)reg, u,v € HJ*((0,7T),R),
g € H(20(30+m)+3(07 1) and f € Hy" ((O,T),H2p+3ﬁH(2(§))+1(O, 1)) There exists a unique weak

solution to the following equation

WOpp = _a:%¢ - (ulul + UM2)'¢ -/ (OvT) X (07 1)7
P(-,0) =¢(-,1) =0, (0,7), (6.2.1)
¢(Oa ) = o, (07 1)7

i.e. a function ¢ € C™ ([O,T],H(Q(%+3(O, 1)) such that the following equality holds in H(2§’)+3 for
every t € [0,T]

P(t) = e Aapg + i /0 t e ) (u(s)y + v(s)p2)(s) + f(s))ds. (6.2.2)

Moreover, ¢(T) € H(Zé§0+m)+3 and the following estimates hold: for every R > 0, there exists

C =C(R, p1,p2,T) > 0 such that, if ||u|l gm ||| gm < R,

¥l (7, 0) = € (1ol + Ullnomyaes ) (623

9Dl pemoss < C (I80llgapems + 1 mgomy i) - (6:2.4

Lemma 6.2.2. Let k € N and u € W?5°°(0,1). Then, u is a bounded operator on H(%k)((), 1) iff

all the derivatives of u of odd order less than or equal to 2k — 3 vanish at the boundary.

Proof. Let u be such a function. For all ¢ € H(on)(o, 1), foralll € {0,--- ,k—1}, one has, thanks

to Leibniz formula

l -1
@) _ (21 e e | 20 ey -5
(k) ;o <2j>ﬂ 2 ;o YIID Lo

The first sum vanishes at z = 0,1 because p(2(=7)) {01} = 0. As p(2+) l{oqy =0 for 2j +1 <
2l — 1 < 2k — 3, the second sum is 0 at = 0, 1. Conversely, let £ € {0,--- ,k — 2}. Considering
@ € H(Zéf) (0,1) such that @éﬂkﬁ)*g)(()) = dj, for 0 < j <k — 2, we obtain

k—2
~ 2% — 2\ .. % — 2
0= (up) 2 (0) =" ( ) )M@J“)(O)@z = (25 N 1);&(2”1)(0)-

Using the same strategy with x = 1, we obtain the result. ]

Remark 6.2.3. Let p1 be a function satisfying (Hyeg). Then, ¢ — pyp is a continuous mapping
Jrom H?P3 N H(Qg)H to H»+3 N H?g’)ﬂ. However, p®P+1(0), u®r+1 (1) a priori don’t vanish,
so this application doesn’t preserve H(QOPSJ’_:;(O, 1). This problem is circumvented by (6.2.3) and

(6.2.4).

The following statement gives the dependency of the solution with respect to the initial

condition. This is the adaptation of Lemma C.0.5, with the Schrédinger equation.
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6.2. Preliminaries on the Schridinger equation

Proposition 6.2.4. Let T > 0, pu1, po satisfying (H)reg and v € H(Qo(i’-ﬁ-m)+3((), 1). For all R >
0, there exists C = C(T, pu, pt2, R) > 0 such that for all uw,v € HJ*(0,T) with ||u|| gm , ||| gm <

R, one has

”¢(T7 (’LL, U)v 1/}0 + 901) - ¢(Ta (’LL, U)v QOI) - w(Ta (07 0)7 wo)”H(2(§>1)+m)+3

(6.2.5)
< C[(u, )] gom ||1/10||H(20()p+m>+3 :
Proof. One defines for T' > 0,
A:te [07 T] = w(ta (U,U),I/JO + 901) - ¢(ta (U)U)a @1) - 1/’(@ (07 0))¢0)
The function A is the solution to the following bilinear Schrédinger equation
ZatA = _a;%A - (uﬂl + UMQ)A - (Uﬂl + U/'LQ),Qb(v (07 0)7 ¢0)a (07 T) X (07 1)7
A(70) :A(al) :07 (OaT)v
A(0,) =0, (0,1)
Then, the inequality (6.2.4) applied to this equation gives
\|A(T)||H(2(p+m>+3 < C[(upa + vp2)Y(+5(0,0),%0) | grm 0,1y, 2045 - (6.2.6)

0)

When m > 1, the Sobolev space H™ (0, T') has an algebra structure and one obtains the following

inequality
||A(T)HH(2(§;+m>+3 < Cll(u, v)| gm D [0 (+5 (0,0), %0) | gy ((0,17), 2043y -
Once again, we use the algebra structure of the Sobolev space H**3(0,1) to obtain

m < i 3 ) m 5 \Y, V), .
I g < C g s 1600l 1G5 0010111y e

Noticing that 1(t; (0,0),19) = ey,

143 (0,0), %o) |

<C m)+3 -
Hwn((o,T),H(Qé’)+3> = ||¢0HH(20()”+ e

This leads to the conclusion. Finally, let’s consider the case where m = 0. The following estima-
tion holds

T
(5 (0,00, %0) 132 (o.1),mro+3) = /0 [u(t)[? |12 (E: (0, 0), %h0) 37245 dit.

Using the algebra structure of H*%3(0, 1),

T
s (3 000,00y < C it s [ TP 165 0,00, )i

97



Partie III, Chapter 6 — STLC of the Schrodinger equation thanks to a quadratic term

The same estimate can be obtained with the term in pgv. Thus, the equation (6.2.6) gives

< :
IA(T )||H2p)+3 Clgﬁgﬂ\lml\fﬂma 1w ) 2 19050, 0), 90)ll <(07T)7H(2(%+3>

The inequality (6.2.3) (with m = 0) gives the conclusion. O

6.2.2 Expansion of the solution

We want to make an asymptotic development of the solution 1, with small controls. Let

u,v € HJ*(0,T) be two fixed controls. The first-order term ¥ € C™ ([O,T], Hﬁ%*f”(o, 1)) is the

solution to the linearized system of (3.1.1) around the free trajectory (¢1, (u,v) =0), i.e

10,V = —02W — (upy +vp)1, (0,T) x (0,1),
\Il(a(]) = \Ij(a 1) =0, (O,T),
w(0,-) = 0, (0,1)

Using (6.2.2), the solution is given by: V¢ € [0, T,

t

—zz(m,w ) [ ule s + g [ o)eds) 0. 62

Definition 6.2.5 (Weak norms of Sobolev spaces). For any integer k € N*, the negative
H=*(0,T) space is endowed with the norm: Yu € H=%(0,T),

lall gy 0.7 = lua (D] + lall 207 -

Proposition 6.2.6 (Weak estimates). Let T > 0, k,p € N be such that k < p, pi,u be
two functions satisfying (H)reg and u,v € HJ*(0,T). For every R > 0, there exists a constant

C = C(T, p1, p2, R) > 0 such that, if ||ullgm ,||v]|gm < R and ua(T) = -+ = up1(T) = 0,
vi(T) =+ =vp1(T) = 0, the following estimates hold: for alll = —(k+1),--- ,m,

(& (T; (u,0), 1) =91 — ‘I’)(T)HH(QS;HHB < Ol Cw, )l g M1 (s ) g - (6.2.8)
Proof. This point is proved in [Bou23a, Proposition 4.5]. O

In the framework of this work, (H)jin k1 implies (¥(T"), ¢ k) = 0, for every controls (u,v). To
determine the evolution of 9 in this direction, we refine the approximation and extend the devel-
opment of the solution to the quadratic term. The second-order term { € C™ ([0, T|,H (257)+3(O 1))
is the solution to the following system

Zat£ = —635 - (U,U1 + UﬂQ)\Pa (OaT) X (07 1)7
5(70) :S(Wl) =0, (O,T),
5(03 ) =0, (07 1)

We will sometimes note &(+; (u, v)) for more precision. The idea is that (T (u, v), 1) ~ 1 (T)+
U(T) + &(T). Thus, (O(T; (u,v),01), Y (T)) ~ 040+ ({(T),vYx(T)), the first term being 0
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6.2. Preliminaries on the Schridinger equation

thanks to orthogonality (K # 1) and the second one by hypothesis (H)jin k1. For 1 < a, 5 < 2,

one defines
—+o00

hag: (t5) € [0, T = =D (11, 05) (), nppr)esH7°, (6.2.9)
j=1

We finally use the notation, for u,v € L2((0,T),R),

F(u) / (/ hua(t, s)u )dt, F2(v) / (/ hao(t, s)o >dt

(6.2.10)

Gr(u,v) / (/ ha(t, s)v ) dt + /OTv(t) (/Ot hia(t, s)u(s)ds) dt. (6.2.11)

The formulas (6.2.2) and (6.2.7) lead to
(D), vx(T)) = Fp(u) + Gr(u,v) + F7(v). (6.2.12)

Lemma 6.2.7. Assume that pi, po satisfy (H)reg. Then, as ||(u,v)| 2 — 0,

(-3 (u, ), 1) — 1 — ¥ — fHLm((O’T)?H?&H) -0 (Huuiz(m + HvHiQ(O,T)) . (6.2.13)
Proof. First step: linear remainder. One defines A : t € [0,T] — (t; (u,v), 1) — ¥1(t). The
function A is solution to the following PDE

i A = —02A — (upy +vu) A — (upy +vp2)1, (0,T) x (0,1),
A(,O) :A(vl) =0, (OvT)>
A(0,-) =0, (0,1)

As 1 (t) € H(2(§7)+3(0, 1) and p1, po verify (H)reg, Remark 6.2.3 ensures that one has (u(t)p1 +

v(t)p2)i (t) € H#PH3N H(ZSO)H(O, 1). Then, we can use (6.2.3) with m = 0 to obtain

”AHLOQ <(0 ) H2p+3) < Cff(upm + UM2)1/11||L2((0,T),H2P+3) . (6.2.14)
’ ’ (0)
Note that
2 4 2 —init]|? 2 2
HuulleLQ((O,T),HQP‘H‘) :/0 u(t)] HM‘PIB i 2043 dt = [|p1e1 | grzp+s HUHL2(0,T)-

We can obtain the same estimate for [[vuat)1]|12((o 1), p2e+3)- Then, thanks to (6.2.14), one gets

(0)

63 () 01) = 0nll g, ey = © (lell 20y + 10l 20,1 ) -

Second step: quadratic remainder. Using the same strategy, one defines A : t € [0,T]
W(t; (u,v), 1) — P1(t) — ¥(t). The function A is solution to the following PDE

ZatA = _a:%A - (UF“ + U:U’Z) (1/)(7 (u’ U)a 901) - ¢1) ) (Oa T) X (07 1)?
A(,0) = A(,1) =0, (0,T>,
A(0,-) =0, 0,1).
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By the same way, one can use the estimate (6.2.3) with m = 0 in this equation to obtain

Al ) < €l o) (03 (000 00) = ) oy

2p+3
Lo ((o,T),H(g’)

Computing this norm and using the algebra structure of the Sobolev space H?P*3(0,1),

Jupa (P (5 (u,0), 1) — wl)HLQ((O,T),H%H—B)

< CIWC 00D 1) =l (e s il (6219
Then, using the inequality proved in the first step in (6.2.15), we obtain
I 40 00) =41 =, 1)) = © (Wl + lim).
Third step: cubic remainder. Once again, one defines
A=t €0,T] = (t; (u,v), 01) — ha(t) — W(t) — £(2).
The function A is solution to the following PDE
0N = A — (upr +vp2) (V(; (u,v), 1) =1 = ), (0,T) x (0,1),
A(-,0) = A(-,1) =0, (0,7),
A(0,-) =0, (0,1).
One uses the estimate (6.2.3) with m = 0 in this equation to obtain
||A||Loo <(O’T)’H<2£+3) < C[(upn + vpz) (5 (u,v), 01) — 1 — \IJ)HL2((O,T)7H2P+3) .
Using the algebra structure of the Sobolev space H?P*3(0, 1),
s (905 (0, ), 01) = 1 = Ol ooy s
< Ol (w0), 1) — 1 — ¥ il games Nl 7y (6210
Loo ((O,T),H(Qg’)”) H L2(0,T)
Then, using the inequality proved in the second step in (6.2.16), we obtain
nmxmwwn—m—m_au%wm%?ﬁ:oowmmﬂ+mﬁmm)
O

6.2.3 Control in projection

The following result is adapted from a result proved by Bournissou in [Bou23a]. This theorem
gives the controllability in projection on H, defined in (3.2.7). More precisely, the statement is
the following.
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Theorem 6.2.8. Let p,m,k > 0, K > 2, such that k < p, pi, p2 functions satisfying (H)reg

and (H)jin k2. Then, the bilinear Schrédinger equation (3.1.1) is Hy*—STLC' in projection on

‘H around the ground state in H(Qo()p+m)+3. More precisely, for any Th < T, there exist §,C > 0

and a C* map I'ror: Vo xVr — H(Th,T), R)2, where

Vr, = {1/)0 esSn H(20(§“+m)+3(0, 1), |vo— ¢1(T1)‘|H(20()p+m)+3 < 5}

Vr = {¢f eHN H(20()p+m)+3(07 1), ||’¢Jf — 1/11(T)||H<20(§;+m)+3 < 5}
such that, I'p, 7 (Y1 (T1),¥1(T)) = (0,0) and for every vo,vs € Vr, x Vr , the solution to (3.1.1)

on (T1,T) with initial data 1o in t =T and controls u,v := Iy, 7(vo, 1) satisfies

Py (O(T: Ty 7 (0, v5),%0)) = ¥y,

with the following boundary conditions
w(l)==up1(T)=0 and vo(T) - =vp1(T) =

Finally, for alll € {—(k+1),--- ,m},

Jull < C (o = 01T a7 = 61Dl oenes) . (627)

Moreover, if (u1p1,01) # 0, one can ensure vi(T) = 0.

Remark 6.2.9. The hypothesis (101, 01) # 0 allows us to solve the moment problems (given

by the linear test) in the direction @1 with the control u. Indeed, since w; =0,

(U(T), 1 (T)) = i(paspr, er)ur(T) + i(paspr, e1)vi (T).

Thus, one can impose the border condition vi(T) = 0. This property is also verified by the

nonlinear system thanks to the iteration on the Banach fized-point theorem.

6.3 Proof of the main theorem

The proof of the main theorem is divided in the following steps.

1. In the first step, we use the quadratic expansion of the solution in the direction g (1)

(given by Proposition 6.3.1) to move along the real direction lost i"pg.

2. In the second step, we correct linearly the system in the other directions #H, thanks to
Theorem 6.2.8. Then, we examine the impact of this second step on the correction made
in the first one. A priori, the second step can destroy the work of the first and we use

weak estimates to prove that this is not the case.

3. We use a trick introduced by Kawski in [HK87], executed by Bournissou in [Bou24] and

explained in Appendix D to move along the other real direction lost "l

4. We apply Theorem 3.3.4 (based on the Brouwer fixed-point theorem) to obtain STLC.
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In order to extract the leading terms of the dynamic of the system (as in the finite-dimensional
case, with the Magnus-type representation formula), we manipulate the expression given by

(6.2.12). This is the purpose of the following subsection.

6.3.1 Asymptotic estimates on the quadratic term of the solution

Notation. For T >0, j > 1 and u,v € L*(0,T), we use the notation

I%(u,v) = /OT u(t)est (/Ot v(s)ewﬂ'sds> dt, Ir(u,v) = /OT u(t)v(t)extde.

We define ¢ := |5 ]. This notation will be used throughout the rest of the chapter. As a
remainder, the sequence (¢;);>1 is defined in Section 3.1 as ¢; = (11, ¢;) (H19j, ¢k ). The goal

of this subsection is to prove the following proposition.

Proposition 6.3.1. Let u,v € L?((0,T),R) be such that u;(T) = v;(T) =0 for 1 <i < q+ 1.

Furthermore, assume that (H)reg, (H)quad K1, (H)quad k2 and (H)quad k,3 hold. Then,

T . T .
(€(T), v (T)) = =idgy 0 u§+1(t)ewtdt+in%/o Ug1 ()vp—q(t)e’ " dt
0 T, . T . o (6.3.1)
—i Ay . Vgr1(t)e wrtdt + RE (w) + p7 (u,v) + RES (v).

with
1 = 41, g+1 44
+
Rg“,l (u) == (=1) Z Cjw? V;‘z I%(U(H-l? Uq—f—l),
j=1
1 1 1
Rq+ = Z CJ q+ q+ IJ (UQ+17 Uqul)v

+oo +oo
+1 - —q. q+17j 5 g+l n—qqj
P?F (u,v) := (—i)" ! (Z djw? q”;‘l [%(“q-i-lavn—q) + Zdjw? V;‘l qj%(”n—muq-&-l)) .
j=1 j=1

The proof is divided into several lemmas. The first one, strongly inspired by [Bou23b, Propo-

sition 5.1], focuses on the first term on the right-hand side of the decomposition given in (6.2.12).

Lemma 6.3.2. Let T >0, 0 <[ < q and assume that u € L?*((0,T),R) such that u;(T) = 0 for
2 <i<Il+41. If (H)reg holds, then

T .
Fi(u) = —uy (T Z cjeiT (/ (s)e“jsds> u1 et Z G

S . (6.3.2)
—1 Z A} / up (t)e™Ktdt + RZH( ).

Proof. We prove the statement by a finite induction on [ € [0, ¢]. If the formula is true for a
fixed [ < ¢ —1, then, for all u € L?((0,1),R) such that u;(T) = 0 for 2 < i < [+2, an integration

by parts gives
(—1)'R{ () = A+ B, (6.3.3)
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6.3. Proof of the main theorem

with
+o0 +o0
_ I+1 142 71j — I+1, 141
A=—i g cjw; v Ip (U2, wg), B:=— E cjw; VT I (g2, ).
i=1 j=1

Then, with one integration by parts, we obtain

+00 T )
A= =iy jultiye? / W o (£)e R tdt + (—1) R (u). (6.3.4)
=1 0

WK ll l 1 2 1
72_: 1 /0 2,58ttt (6.3.5)

Using (6.3.3), (6.3.4), (6.3.5) and the induction hypothesis, we conclude. The initialization is
proved by the same manipulations, but there are boundary terms. The starting point is the
equality given by (6.2.9) and (6.2.10),

+oo
= — Z cil(u,u
j=1
All series converge thanks to the hypothesis | 5] < p — see Remark 3.1.2. O

One recalls that, for any integer k € N*, the negative H*(0,T) space is endowed with the
norm: Yu € H~*(0,T), lull r=r o,y = lur(T)| + [[ukll 207y - Using the expression of Lemma

6.3.2, one can obtain the following estimate.

Corollary 6.3.3. Let T > 0 and assume that u € L*((0,T),R) such that u;(T) =0 for 2 <i <
q+ 1. If (H)reg and (H)quad,k,1 hold, then

[P = 0 (I (@) + lugsal32) = O (Jullfr-wen ) - (6.3.6)

Proof. Using Lemma 6.3.2 with | = ¢, we obtain

T 2 +00
1 _ v iw;s U1<T) iwg T
Fr(u) = —ug (T Zce i (/0 u(s)e st)—l—Qe K JZ::lcj
r 1
—iALy [ up (et dt + RE (u).
0

Note that Aé +1 = 0 when n is odd, but not necessarily when n is even. We can manipulate the

first term: using integrations by parts,

400 ) T .
Z ;e / u(s)e™i*ds Z c;jeil (T)e™iT + (—iw;) T /
j=1 0 0

T

uq+1(s)ei“jsds> .
Finally, the term R%Tll (u) is estimated by ||u|3;—(+1) because, for all j > 1,

j 2
B (ugin, ugan)| < gl
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This formula leads to the result. O

Now, we can follow the same approach with the crossed terms. More precisely, we focus on

the second term on the right-hand side of the decomposition given by (6.2.12).

Lemma 6.3.4. Let T > 0 and assume that u,v € L*((0,T),R) such that u;(T) = 0 for 2 <i <
g+ 1andvi(T) =0 for 1 <i<q+1. If (H)reg holds, then

q n—g—1

Gr(u,v) = (=1 vauZr(uest,ve) +i Y (1) v2r1Tr (ups1, vpt1)
k=1 k=0

I 4 T .
—uy (7T) Z dje™iT </0 v(s)e’szds> + quH(u, v).
j=1

(6.3.7)

Proof. We deal with the case where n is odd. Thanks to (6.2.9) and (6.2.11), we obtain Gr(u,v) =
—(A+ B) with

~+00 ) too
A=>"d;iI}(u,v), B=> d;I}(v,u).
j=1 j=1

First, we prove by a (finite) induction on 0 < I < ¢ that: for all u,v € L?((0,T),R) such that
wi(T)=0for2<i<l+1,

= T i e
T) Z d;eiT (/0 v(s)ewisds> + (=)t Z djwj+ll/j+11—%(u1+]_, Vi41)

j—l
l l (6.3.8)

Z 1)k+1 Zd w;v; IT (Ug+1, k) —i—iz k“ Zd w vj ML T (g1, V1 )-
k=0 k=0

For [ = 0, with an integration by parts on A, we get

+00 ) T
T) Zdje“’dT (/ v( Wﬁds) Zd Zr(uy,v de v, I, ul,
=1 0

Another integration on v by parts gives

+00 ) T
T)> dje™™ (/ v ’wﬂsds> Z djwjv; Tp(ur,v1)
=1 0
[e’¢) +o0o
— Z diZr(ui,v) —i Z d;viIr(ui,vr).
— =
For the induction step, it suffices to do two integrations by parts in the formula given by the
induction hypothesis. Similarly, we prove that for 0 < < ¢, for all u,v € L?((0,T),R) such that
v;(T)=0for1 <i<Il+1,

l 400
Z Z d; w] VT (g1, o) + Z(—l)k Z djwfﬂl/fIT(ukH, Vg+1)
k=0 k=0 j=1 (6 3 9)

l+1 Z dy W l+1[] 7 (Vi1 1)
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Using Gr(u,v) = —(A + B), (6.3.8) and (6.3.9) with | = ¢, we conclude. To obtain the result
in the even case, we manipulate the expression in the same way, with v, instead of v441. Once

again, all the series converge thanks to the hypothesis [§] < p — see Remark 3.1.2. O
Using the expression given by Lemma 6.3.4, we get the following estimate.

Corollary 6.3.5. Let T > 0, u,v € L?>((0,T),R) be such that, u;(T) = 0 for 2 < i < q+1,
vi(T) =0 for 1 <i<q+1. If (H)reg and (H)quaa k3 hold,

|Gr(u, )] = O (lull g-@+v [0l g-0-a) - (6.3.10)

Proof. We deal with the case where n is odd, so n = 2¢ + 1. First, using Lemma 6.3.4 and

(H)quad’Kyg, we obtain

I , T .
Gr(u,v) = —uy (T) Z dje™i T (—iw;) T </ vq+1(s)eszds> + qu+1(u,v)
=1 0

+i(=1)"mZr (ug+1, vg+1)-

This equality leads to the result, by definition of the norm in a negative Sobolev space, as

1
’PQTJr (u, U)’ < Cllullg-@sv vl g-@in s | Zr(uger, va+1)] < Cllull g-@en [Vl -t -
We can prove this statement in the same way when n is even. O

With the two Lemmas 6.3.2 and 6.3.4, we are now able to prove the main result of this

subsection.

Proof of Proposition 6.3.1. Once again, we deal with the case where n is odd. Then, using the

hypothesis (H)quad,k,1, Lemma 6.3.2 with | = ¢ gives
Fi(u) = R (u). (6.3.11)
Similarly, the hypothesis (H)quad k2 leads to
Fi(v) = RIS (v). (6.3.12)
Using Lemma 6.3.4 and (H)quad K,3, one has
4 wict +1
Gr(u,v) = i(—l)q’yn/o Ug1 (B)vg41 () e’k dt + ph™ (u, v). (6.3.13)
Using the equations (6.2.12), (6.3.11), (6.3.12) and (6.3.13), we obtain (6.3.1). O

6.3.2 A concatenation lemma

For all the rest of the chapter, we assume that (H)reg, (H)iink,1, (H)iink,2, (H)quad K 1,
(H)quad K2, (H)quad k.3 and (H)quad k4 hold. The goal of the following lemma is to examine

the interaction between the first and the second step.
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Lemma 6.3.6 (A composition lemma). Assume that (ui1p1,01) # 0. Let 0 < Ty < T, u,v €
L?(0,T1) be two functions such that u;(Ty) = v;(Ty) = 0 for 1 < i < g+ 1. Let (4,0) =
Cpy r(W(Ths (w,v), 1), 1 (T')), where I' is defined in Theorem 6.2.8. Finally, one defines U =
ulomr) +ulir ) and V = vl + 01y ). Then,

€T (U, V), v (1)) — (§(Th; (u, ), ¥ (T1)) = O( 1@, 9) 17y

(6.3.14)
1w, V) || = o) (18 D) || gr—car vy + 18] - a1y 10| gr—cn-a) )

Proof. Using the formula (6.2.12), we get

<£(T7 (U? V))7 wK(T» - <£(T1, (U, U))v wK(Tl» = <£(T7 (’[L, ’5))’ ¢K(T)> + GT1,T (Ua V) ) (6315)

where G, 7 is the bilinear form given by

T Ty Ty
G, r(UYV)= / u(t) ( hi(t, s)u(s)ds + haa(t, s)v(s)ds) dt
y ’ ’ (6.3.16)
T Ty Ty
+ [ o(t) ( hi2(t, s)u(s)ds + haa(t, s)v(s)ds> dt.
T 0 0

Each term of (6.3.16) can be written as a sum of product of two integrals, e.g.

T h = r ~ 1wt h w;s
/Tl a(t) ( ; hia(t, s)u(s)ds) dt = —]z:lcj </Tl u(t)e dt) (/0 u(s)e ds) .

Using integrations par parts, one can write the expression as

I . T ) T '
_ ch 711(T)erT 4 (—il/j)q+1 / ﬂq+1(t)ewjtdt (_iwj)qul / Uq+1(8)6szd8.
j=1 T 0

1

By Cauchy—Schwarz’s inequality,

T Ty
/ a@)(o h171(t,s)u(s)ds> dt

Th

<C ”(U’U)”H—(Q-H) H(ﬂu@)HH—(qH) .

We obtain the same estimation with the other terms of (6.3.16). Thus,

Gry, (U, V) = O ([[(w, 0)]| - @+ (@ 0) || o) - (6.3.17)

Moreover,

(€(T: (a,0)), ¥ (T)) = Fp(@) + F7(0) + Gr(a, ). (6.3.18)

Using (6.3.15), (6.3.17), (6.3.18), (6.3.6) and (6.3.10) (thanks to the boundary conditions given
by the STLC in projection Theorem 6.2.8), we obtain the result. The assumption | ] < p gives

the convergence of all the series written — see Remark 3.1.2. O
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6.3. Proof of the main theorem

6.3.3 Motion along ¢x and ipg
The next proposition implements step 1 of the proof strategy explained on Section 6.3.
and o, =

Proposition 6.3.7. We denote s, := m % + m For all Ty > 0, there

exist C,p > 0 and a continuous map z v (u,,v,) from R to HJ*(0,T1)? such that

Vz € (=p,p),  KO(Th;(uz,v2), 1), ¥k (Th)) — iz < Clz 5. (6.3.19)

The size of the controls is given by: for all k € Z>_(q41), for allr € [1,+00], there exists C > 0
such that
V2 e (=p,p)s  Nusllynr ol < ClzfontsnG=R), (6.3.20)

Finally, for all € € (0, %) , there exists C > 0 so that for all z € (—p, p),

19T (wz, 02, 00) = 1Tl apenes < Claf™, - T==(g+1),---m, (6.3.21)

with 1 := an + Sy (% —€— l) > i. Note that T_(q+1) > % ife < i.

1
Proof. Let Ty > 0 and p = Ty . Thanks to (H)quad K4, We considers 4,7 € C°(R,R)? such

1
that Supp(u), Supp(v) C (0,1) and / pl2ati= ”)( t)dt = —. Then, we define for z € R*,
Tn

Uz, v, t € [0,Th] = sgn(2)]z|% a0t ( t ) | z|omplatD) < t ) .

EE EE
For all z € (—p, p), one has
Supp ((uz)qﬂ) , Supp ((vz)qH) C (0,|z]°™) € (0,T1). (6.3.22)
By definition,
for all z € (—p,p), forallie [1,q+1], (uz),(Th) = (vz),;(T1) =0. (6.3.23)

Then, we can compute the norm of the controls. For all k € Z>_ 441y, 7 € [1, +00], using, the

notation u®) = u_y, if k < 0 and the Poincaré’s inequality, we get for all z € (—p, p) \ {0},

—C/ |2]n—ksn g (a+1+k) (Msn)

< Ofsf(on bt

dt

[

The inequality with r = +o0 is similarly proved. We prove the inequality for v, in the same way
to get (6.3.20). Then, the mapping can be extended to 0. The continuity is given by the previous
inequality. We use the expansion (6.3.1), the support condition (6.3.22) and (6.3.23) to obtain,

o
(ST Ur (1) = % [ () (0) (02),y (D01t + i 02) 4+ RE S (02)

A - el |
+1 a1 9 )
+R%1,2 (Uz) - ZAq+1 0 (uz)q_H (t) 61wktdt ZAqul i (Uz)q+1 (t) e“"’tht'
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Partie III, Chapter 6 — STLC of the Schrodinger equation thanks to a quadratic term

Note that, for all & € [0,q + 1], one has (u,), = sgn(z)|z|@Fksnglat1=F) (|Z"Sn) and (v;), =
’Z|an+ksn@(q+1—k) (

IZ\S")' Then, with the change of variables ¢t = |z|*"0, one has

1 y Sno—
(E(T1), br(TL)) = i"ynsn(z)] 2| 22n T (7 H2)sn / (o)) () rlZ T dg 4 pTH (0, 0,

1 , .
+Rq+1(uz)+Rq+1( )—i|z|2a”+(2q+3)8"/ (A(}Jrlu( )’ + A2 0(o )2> elwrlz* o g,
0
(6.3.24)
Note that, if n is even then n = 2q. Else, n is odd, then, (H)quad,k,1 and (H)quad k2 gives

Aé+l = AZH = 0. In all the cases, we obtain

1 . sn
o[22 )3 (Aéﬂﬂ(a)erAzH@(U)z) gzl adg‘ :0(\z12an+(”+3>8n). (6.3.25)
0

By definition of B3/}, [R ] (u

Z ’c] ]qﬂ q+1’ ‘I% ( Uz)gin s (uz)q+1>‘. Then, using the

explicit formulation of I%l and (6.3.20) w1th (k,r)=(—(¢+1),1),

’Rq—l-l (1)

< Cllusy-—ara < Clafent2aton = 0 (|opent o) (6:3.26)

Similarly,
‘Rgfié(%) =0

(Jz[onten). (6.3.27)
Finally, one obtains with the same arguments

Q+1

’p Uzvvz) <C Huz”W—(q-&-l),l ”vzHW—(n—q),l =0 (‘Z|2an+(n+3)sn> . (6328)

Using (6.3.25), (6.3.26), (6.3.27) and (6.3.28) in (6.3.24), noticing that 2a,, + (n + 2)s, = 1 and

using the expansion ¢x11™7 =1 4 O(|z|*"), one has

(E(T), 6 (T) = "0 | ()8 () o + O (|2f) = 02 4 0 (j2] ).

0

by definition of %, v. Thus, using the error estimates (6.2.13) and the hypothesis (H)jin k1, we

obtain

| (6T (uz, 02), 1), 0k (T1) = 2] = O (|7 + | (ua, 2) 132

Using (6.3.20) with (k,r) = (0,2), we obtain (6.3.19), as 1 + s, < 3ay + 3sp.

For the estimate (6.3.21), we use (6.2.8) with k = ¢ and (6.3.20) with (k,r) € {(,2), (m,2)}
to obtain the existence of C' > 0 such that, for all | = —(¢ + 1),--- ,m,

[(T1; (uzy v2), 1) — 1 (Th) — \IJ(TI)HH%)P-H)H < Czfontontizm=h), (6.3.29)

Then, we estimate the linear term in weak norms. For all j > 2, for all £ > —(¢+1), integrations
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6.3. Proof of the main theorem

by parts give (the same notation as previously is used for k < 0) gives

Ty ) T .
/0 u (1) =T qg| = wj_k/o ulP) (t)ei =T qe| < Ckwj_k\z|“"+3"(1*k), (6.3.30)

thanks the inequality (6.3.20), with (k,r) = (k, 1). This inequality is true with j = 1 because
the left-hand size is zero. Let k € [—(¢ + 1),m] and r € [k, k + 1]. There exists § € [0, 1] such
that r = k + 0. Then, using (6.3.30)

1-6 [4

T1 R Ty ) T ‘
/ . (t)e™ (t=T1) q¢ / u, (t)ezwj(tfﬁ)dt / u, (t)ezwj(thl)dt
0 0 0

IN

1-6 _ %
(Ckw;k‘z|an+sn(lfk)) (Ck+1°~)]’ (k+1) ‘Z|an+5n(17(k+1))>

< max  (max(1,C) max(1,Cri1)) wj—?"’z‘an-i-sn(l_r)'

ke[—(g+1),m]
Then, the inequality (6.3.30) is true for k real; there exists C' > 0, uniform in k, such that, for
every j € N*and k € [—(¢+1),m + 1],

Ty o _ oo (1—
/0 u(t)e T t| < Cup|z|nton=h), (6.3.31)

This inequality is also true with v,. We want to apply this inequality with k& = [. Nev-
ertheless, the series diverges; we introduce a non-integer perturbation: let ¢ € (0,3/4) and
le{-(¢g+1),---,m}. Withk=e+1+ %, one obtains

o 2
||‘1’(T1)||H(2(§§a+z>+3 <c|> T 2|, (6.3.32)
=1

thanks to Remark 3.1.2 and the estimate (6.3.31). Using the equation (6.3.29) and (6.3.32), we
obtain the desired inequality, because 7; < 2a, + s,,(1 — m —1). ]

The following statement represents step 2 of the proof strategy explained at the beginning
of Section 6.3.

Proposition 6.3.8. Assume that (11, ¢1) # 0. Then, the vector i"px is a small-time H{"-
continuously approximately reachable vector associated with vector variations i1 (T). More
precisely, for all T > 0, there exist C, p >0 and a continuous map z € R+ (U,,V,) € Hy*(0,T)?
such that

) lg
Vz € (—p,p), (T (U2, V2), 1) — 1(T) —i sz(T)HH(zéiﬁmHs < Clz|*5%, (6.3.33)
with the following size estimate on the family of controls
1
[Tz gy NVl g < Cl2]7. (6.3.34)

Proof. Let 0 < T7 < T, one defines controls that allow to move along ¢"¢x and correcting the
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Partie III, Chapter 6 — STLC of the Schrodinger equation thanks to a quadratic term

linear part, thanks to hypothesis (H)jin k2. More precisely, for z € R,
U:, Ve =g + i 1), 02101 + 02117y 795

where u,, v, are the controls defined by the previous proposition and ., ¥, are the controls given

by the control in projection Theorem 6.2.8 with k = g, i.e.

ﬁza 'Dz — FTl,T(¢(T1; (uZ7 Uz)a (pl)a ¢1(T))

Then, for all z € (—p,p) (with p = min(p;, 1), where p; is given by the previous proposition
with Tl),
U= s IVall g < W (uzy 02) o 4 [ (G2, @) | o -

The first term is estimated by (6.3.20) with (k,r) = (m,2). For the second one, we use the
simultaneous estimates (6.2.17) and (6.3.21) to obtain, for all I € [—(¢ + 1), m],

(@2, 02) || g < C[U(Th5 (uz, v2), 1) — ¢1(T1)HH(20<§1+U+3 < Clz|™. (6.3.35)

Noticing that 7, > % and oy, + sn(% —m) > i, one has (6.3.34). For the motion along i"¢, by

construction
P (o (T;5 (Ux, Vz), 1)) = ¥i(T) = Py (41(T) + i" 2k (T)),

where H is defined in (3.2.7). Thus, we just estimate | (¢(T; (U, V), ¢1), ¥ (T)) — i"z|. Using

the triangular inequality,

| O(T5 Uz, Vz), 1), O (T)) — i 2] < [ ((Th; (uz, v2), 1), Yic (Th)) — 172

(6.3.36)
+ (W(T; (U=, V2), 1), ¥ (T)) — ((Th; (uz, v2), 01), ¥ (T1)) |-

The first term is estimated by (6.3.19). To study the second one, we use the equations (6.3.14)
and (6.2.13). Then, we get

[ (T5 (Uz, Va), 1), ¥ (1) — ((T1; (uz, v2), 1), ¥ (Th)) | = O (H(ﬂz;@z)\@r(ﬁn

o ) . 5 (6.3.37)
+ H(uz;vz)HH—(qH) H(UZaUZ)HH—(qul) + ||UZHH—(q+1) HUZHH—("—Q) + ||(U27V»Z)”L2> .

We choose 0 < ¢ < %. We estimate these terms.

1. The error term: using (6.3.20) with (k,r) = (0,2) and (6.3.35) with [ = 0 and because

1 1
gsn S 16

(U=, V2132 < ClaPontasn 4 ClefP™ < Claf 5% + O w6+ (532) o

< O] H59n 4 Oz 65 73) < O 45 + Oz < 155,

2. Using (6.3.35) with [ = —(¢ + 1), H(ﬂz,ﬁz)\\%,(qﬂ) < C|z|*™ (a1, We obtain the result

because

. - 1 _ 1 1
a. if n is odd, 27'_(q+1) = 20y, + sp <n+2—|—§ —25) =14s, (5 —25) > 1+ ssp.
b. if n is even, 27 (41 1) = 2, + sn (n +243 - 25) > 1+ L,
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6.3. Proof of the main theorem

3. Once again, using (6.3.20) with (k,7) = (—(¢+1),2) and (6.3.35) with | = —(q¢ + 1),
_ 1 -
1tz 02) | o) (@, 02 )| -y < Clef o GFAFDIT (@i,

With the same arguments, we obtain the result.

4. If n is even, there is a last term: using (6.3.35) with [ = —g and [ = —(¢ + 1),
2] o) 102 - < Ol2[T @070,

Furthermore, T_(q+1) T T—q = 200, + Sy, (n + 24+ % — 26) =1+ s, (% — 25) >1+ %sn.
Finally, the continuity of z € R — (u,,v,) € H{*(0,T1)? is given by the previous proposition
and the continuity of z € R — (u,,7,) € Hg”(Tl,T)2 results from the regularity of I'r, 7 and

the regularity of the Schrédinger equation, with respect to the controls. O

Now, we have to show that it is possible to move in the direction i"*1px: this is the step 3

of the proof strategy explained at the beginning of Section 6.3.

Proposition 6.3.9. Assume that (u1p1,¢1) # 0. The vector i"lypk is a small-time HY'-
continuously approzimately reachable vector associated with vector variations i" 14 (T). More
precisely, there exists T* > 0, such that, for allT € (0,T*), there exist C,p >0 and a continuous
map z + (U,,V,) from R to HJ*(0,T)? such that,

. 1
Vz € (_P’ p)v H¢(T» (UZ7 ‘/Z)a 901) - 1/}1 (T) - Zn+lsz(T)HH2(p+m)+3 S C|Z’1+5sn7
(0)
with the following size estimate on the family of controls
1
U= g 5 Vel g < Clz]3.

Proof. We consider (u,,v,),ecr the family of controls associated with i" g in Proposition 6.3.8.
First, we show that there exists C' > 0 such that for all (a, 3) € R?, small enough,

[#37: (w090, 00) = 1 BT) =" (BT +0) Y BTy sa < Clls BIE,
v (6.3.38)
with ug g = ua#0)0 rj#us and va g = va#0)o 7j#vs. Indeed, by Proposition 6.3.8, there exist
C, p > 0 such that, for all « € (—p, p),

=70 ls
[9(T; (v, va), 1) = 1 (T) — i a¢K(T)||H(2(§)p+m)+3 < Claf'Fsen, (6.3.39)

1
1(ta, vl m < Clafi. (6.3.40)

In the interval [T, 277, the evolution of the system is free ((u,v) = 0). Consequently, the solution
is given by ¥(2T) = e ACT-TIy(T). Using that e A7 is an isometry from Hyl ™™ to

(0)
H(Z()()I’+m)+3, we obtain

N ls
Hw(QT; (ua#0)0,17, Va#0p0,17), 1) — ¥1(2T) — i 04¢K(2T)HH2@+m)+3 < Cla|'T5%n. (6.3.41)
©
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Partie III, Chapter 6 — STLC of the Schrodinger equation thanks to a quadratic term

Let A€ C, 9g € H(2()()p+m)+3(0, 1) and u,v € H*((0,7T),R). Using the uniqueness of the solution

to (6.2.1) (with f = 0), one has: ¥ (-; (u,v), AMpg) = Mp(+; (u,v), 1p). This property, applied with

X = e?MT and the semi-group property of the bilinear Schrodinger equation lead to

V(3T (tap, Vap), p1)e* T =1 (T; (ug; vg), ¥ (2T (ua# 00,17, vaF#0j0,77), 901)62M1T) :
Then, the estimate (6.2.5) with g = (27" (ua#0(0,17, va#0j0,17) ©1)eXMT — ) gives

V(3T (a5, V), 1) ™ T = (T (us, vg), 1) = (T3 (0,0), )|

2(p+m)+3
Hg)

< C (g, v8)ll g (2T (uatO0 17, Va0 1), 1) — 1.(2T)|

g
Using the estimation (6.3.40) with o = 3 and (6.3.41), one gets

< C|B|1]al. (6.3.42)

2(p+m)+3 —
Hg)

VBT (a5, V), 1) T = (T (ug, vg), 1) — =T (t)|

Using (6.3.41) in (6.3.42), we obtain

[V B3T; (a5, V), 1) = (T (g, 05), p1)e 2T — 7T (iMagpye (2)))|

2(p+m)+3
H(0

1 1 (6.3.43)
< C (|Bl5]al + |af'*3).

Finally, as e T (i"ayx(2T)) = "ok (3T), using (6.3.39) with § instead of «, we obtain
(6.3.38). Thus, for T € (O, ﬁ) and z € (—p, p), taking 5 = m and o = —f cos(2wiT),

we conclude. O

6.3.4 Conclusion

Now, we can easily write the proof of the main theorem; this is the last step of the proof

strategy explained at the beginning of Section 6.3.

Proof of Theorem 3.1./. We use Theorem 3.3.4. More precisely, we define X = H(Qo(ermHg(O, 1)
and Ep = H{(0,T)2. Moreover, for all T > 0,

I (Yo, (u, ) = (T (u, v), %o).

We have to check all the assumptions of Theorem 3.3.4 to obtain the controllability result.

(A1) This is known that the end-point map is regular around the equilibrium (¢1, (0,0)) — see
[Bou23a, Proposition 4.2] for C!.

(A2) This point is given by [Bou23a, Proposition 4.2].

Asz) Using the uniqueness of the solution to (6.2.1), one can prove the following semi-grou

( g q p g group
property: for all T1,T» > 0, ¢y € H(QO(ermH?’(O, 1), u,v € HJ*((0,71),R) and u,v €
Hy*((0,1%),R),

w(Tl + TZ; (’U,#ﬂ, 'U#f})a 7vbO) = 1/’(T2; (ﬂ, 6)7 1/’(T1; (U, 1)), %))
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6.4. Postponed proofs

(A4) By hypothesis (H)jin k2 and by Theorem 6.2.8, H = H is a closed subspace, this is the
reachable set of the linearized system around the ground state. This space doesn’t depend

on T and its real codimension in L?(0, 1) is equal to 2.

(As) Finally, as (u1p1, 1) # 0, Propositions 6.3.8 and 6.3.9 show that ¢ and i@k are small-
time H{'-continuously approximately reachable vectors. Then, as a supplementary space

of H is given by Spang(yk,ipK), this condition is verified.

By Theorem 3.3.4, the multi-input bilinear Schrédinger equation (3.1.1) is H{"-Small-Time

Locally Controllable around the ground state in H (20%’ +m)+3(07 1). O

6.4 Postponed proofs

6.4.1 Existence of y,, py verifying the hypotheses

This section is inspired by [Bou24; Bou23b]. We recall that the operator A is defined in
(2.3.1).

Lemma 6.4.1. Let pn € C°(0,1). For alln € N, for all f € C*([0,1]),
ad(u)f =Y appur=h f), (6.4.1)
k=0

where (QZ)keﬂo,n] are defined by induction as, o) := 1 and,

Vk € [1,n], o}ttt =20}, +af, af ™= af, ol = 2al.
n n
Moreover, Z o (=1)F = (=1)" and Z kaR(—1)% = 2n(-1)".
k=0 k=0
This lemma is proved by induction in [Bou23b, Proposition A.3, Step 1].
Lemma 6.4.2. For all n € N, there exist a constant C' > 0 and a quadratic form Q, such that,
for every p1, p2 € C°(0,1),

1. The odd good quadratic brackets are estimated as

vonp1 = —([ady ! (1), ad’s ()1, prc) = 2(=1)" ("™ par, oic) + Qs p2),

with |@Qn(pr, p2)| < [lpall gransa [lp2ll 2 -
2. The even good quadratic brackets are estimated as

Yon = ([ad’s (1), adh ()] p1, @1) = An(=1)" ("™, Phore — Piepr) + Qulpn, pa),

with |Qn(p1, p2)| < N1l gan—s (|2l g1 -

Proof. The equalities between the brackets and the series defined by ~; are proved in Proposition
B.2.3. Let p1,ua € €°(0,1). We start with the odd case: for all f € C*([0,1]), n > 0, using

113



Partie III, Chapter 6 — STLC of the Schrodinger equation thanks to a quadratic term

(6.4.1), one has

n+l n 4 '
[ad’} (u2), adAJrl ()] f = ZZZ <> n+1 ol §2(n+1)+1 k—1) anfz)f(k_H)

k=0 1i=0 =0

n n+l 1@ . . .
— Z Z Z ( )akan+1ué2n+7,—k‘—l)MSQ(n-l—l)—z)f(k.H).

k=0 =0 [=0

(6.4.2)

Moreover, for all a,b € N, for all f € C*>(]0,1]), there exists C' > 0, such that

(21, 1] < Nl oo a2l o -

Thus, thanks to (6.4.2), one obtains

([ad’s (12), ad’y (1)1, 0 —ao“za 2D B0 o)

+ag Y O‘?ng (D=0, 8 o1 o) < 1 || gansn lpall 2. (6.4.3)

Moreover, using integrations by parts, we get for all i € [0,n],

2 1)+i 2 ; ; 4An—+2
(=T 01 ore) — () P popr, 01| < il ganss ol e (6:44)

Using (6.4.3) and (6.4.4), one has

n n+1

; ; An+2

Yon+1 — <a8+1 2204?(—1)z —af Z a?“(—l)l) <,U§ m )N2<P17 YK)
i=0 i=0

< lpall granea 2l -

Finally, as Za "= (—=1)™ and af} = 1, one obtains the result. Let us extract the leading

=0
term of the even good brackets. With same manipulations, one obtains for all n > 1,

Yon — O Z oy <( (2n—1) anH) - uéQ”_i)u§2"+i)) ©1, <PK> -
oy ZW ((u S = pPr Y o) —

2n—i 2n+i—1 2n—1 2n+i—1
o Y ap (s Y = @O )| < il gran-s Nl -

Hence, using similar estimates, we obtain the simpler expression

Yon + 200 (Z m?(—l)i> <M§4n_2)//27 (p19K))

1=0

< Nl gran=s llp2ll o -

n - . on i n = n 4dn—2
- (2% Zlai (—=1)" + 20] Z%’( 1) ) <M§ ),UJ/2790/1<PK>

114



6.4. Postponed proofs

By induction, we obtain o} = 2n. The sums calculated in Lemma 6.4.1 lead to the result. [J

Lemma 6.4.3. Let K € N, K > 2. There exist uf, uy € C2°(0,1) such that

(w1, oK) = (p3e1, pr) = 1 (pf, py) = - = m-1(pf, py) = 0,

and

(s pg) = 1.
Remark 6.4.4. Choosing u} = —u, one has vy, (U}, u3) = —1.

The proof of this lemma is the same as the proof of [Bou23b, Theorem A.4], using Lemma
6.4.2 instead of [Bou23b, Proposition A.3].

The proof of the following theorem is mainly the same given by Bournissou in [Bou24,
Theorem A.2].

Theorem 6.4.5. Letn>1, K > 2, p,m > 0, such that n < p+ 1. There exist u1, o satisfying

(H)reg; (H)lin,K,lf (H)lin7K,2; (H)quad,KJ; (H)quad,K,27 (H)quad,K,S and (H)quad,KA'

In order to prove this theorem, we reformulate some hypotheses. More precisely, we will note

Supp(1), Supp(pz) C [0,1), (6.4.5)
Vie N*\{K}, (up1,e))(u2er,¢;) #0, (6.4.6)
uE Y 0)u$ Y (0) £ 0. (6.4.7)

Note that, if p1, po € H2@+m+3 0 ng“((o, 1),R) are two functions, one has
(6.4.5), (6.4.6), (6.4.7) = (H)reg, (H)1in K 2.

Consequently, we prove the existence of y1, jo € H2(p+m)+3ﬂng+1 ((0,1),R) verifying (H)jin K1,
(H)quad,K,la (H)quad,K,% (H)quad,K,37 (H)quad,KAv (645)a (646) and (647)

Idea of proof. Let K € N, K > 2 and z € (0,1) such that ¢x(Z) = 0. As ¢1 > 0 on (0,1)
and ¢ (Z) > 0, one may assume the existence of ¢ > 0 such that p1px > 0 on (z,z + J) and
1 <0on ( —6,z). Let n € (0,7 — §) be such that 190k # 0 on (0,7).

Step 1: We prove the existence of functions pi,ps € H2P+m+3 ng+1((0, 1),R) satisfying
(H)tink,1, (H)quad k4, (6.4.5), (6.4.6) and (6.4.7). We use the same method than Bournissou

in [Bou24]; we consider
&= {Nla U2 € H2(p+m)+3(07 1)7 H1 = p2 = 0 on [gv 1]) satisfying (H)lin,K,l} N ng+1(07 1)7

U:={p1,p2 €E, pa,pp satisfy (H)quad k4, (6.4.6) and (6.4.7)} .

The set £ is not empty. The purpose of the step is to prove that U is not empty. For that, we

use the Baire theorem to prove that U/ is dense in £.
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Step 2: We prove the existence of functions pi, s € H2@+m+3n ngﬂ(((),l),R) satisfying
(Hiin k.1, H)quad k.3 (H)quad k4, (6.4.5), (6.4.6) and (6.4.7). We divide the support of p;
and pg, in two intervals: Supp(p1) = TUI; and Supp(ug) = TU Iz, with I; N Is = (). We considers
two functions 1, o as given in the previous step. If (H)quad’K73 is not true, we construct, as
in [Bou24], a perturbation, supported on I, satisfying (H)quad K 3, Without any consequence on

the other properties.

Step 3: Conclusion we prove the theorem: we need to take into account the hypotheses (H)quad, k1
and (H)quad K,2- For example, if (H)quad k1 is not true, we construct, as in [Bou24], a perturba-
tion, supported on Iy, satisfying (H)quad K 1, Without any consequence on the other properties
(in particular, the properties (H)quad k,3 and (H)quad k4 are not affected, because p2 = 0 on
I (and p; =0 on Iy)). O

6.4.2 A proof of Theorem 3.2.2 via Sussmann’s S(f)-condition

In this section, we present a proof of Theorem 3.2.2 relying on Sussmann’s S(6)-sufficient

condition — see [Sus87, Theorem 7.3] — recalled in Theorem 1.5.5 — see [Cor07, Theorem 3.29].

Proof of Theorem 3.2.2 thanks to Theorem 1.5.5 with r = 2. We prove by induction on m € N
that for every d € N*, the assumptions of Theorem 3.2.2 imply W™ *>°-STLC.

Initialization (m = 0): we prove L*°-STLC by applying Theorem 1.5.5. First (3.2.4) gives
the Lie algebra rank condition Span(fy, (0),--- fs,(0)) = R4, with by,--- ,b. € By such that
Span( fy, (0),- -+ fp,(0)) = S1(f)(0) and b41,- -+ ,bg € B2 gooq- One considers

0<f< .
max |b;|
1€[1,d]

Let L = ﬁnaxdﬂ|bi|. Let b € Br(X) be such that ng(b) is odd and both n;(b) and na(b) are
i€r+1,
even. Then,
1. either n(b) > 4 and then (3.2.4) gives the compensation because, for all i € [1, d],

n(b;) + Ono(b;) <2+46 ('Hﬁ?);ﬂ|bi| - 1) <3 <4+ 60ng(b) <n(b)+ Onp(b),
e,

2. or n(b) =2 i.e. (n1(b),n2(b)) € {(2,0),(0,2)} i.e. o(b) € Span{Ba peq}. Thus
a. if [b] < L, (3.2.5) gives, for all i € [1, 7],

n(bz) + Ong(b,) =1+ ano(bl) <2< n(b) + ano(b),

b. if [b| > L, the LARC (3.2.4) gives once again the compensation because,

n(b;) + O0no(b;)) <1+ 0(|b;] —1) < 24 Ong(b) = n(b) 4+ One(b), fori e [1,7],
n(b;) +0no(b;)) <240(L—2) <2+ 60(L—1) <n(b)+0ng(b), foric[r+1,d].

Theses points prove (1.5.2). The system =’ = fo(z) + ufi(x) + vfa(z) is L°—STLC.
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Heredity: we assume that the result is proved up to some m € N. We consider the extended
system
&= fo(z) +ufi(z) +vfa(x)
U=w ,

VvV =w

with state Y = (z,u,v) € R¥2 and control (w,w), i.e. Y' = Fo(Y) +wF(Y) + wF(Y) with

fo(z) +ufi(z) +vfa(z) 0 0
Fy(x,u,v) = 0 , Fi(zyu,v)=11|, Folz,u,v)=10
0 0 1

Then, for every ¢ € [1,2],

Fyp(Y) =[F, Rl(Y)=| 0
0

Thus, when computing F): for j > 2, the derivatives with respect to v and v never come into
J

play and we obtain

i—1
adl ! (@)
Vie[L,2], Vj21, Fy(Y)= 0
J
0

Thus, for every i € [1,2] and [ € N, leil =0 and for every i € [1,2], 7 > 2,1l €N,

1 j—2 —1
@foJruflJrvfz [ﬂgco-i-wﬁ-i-vfz (fi); @;o-&-ufl-&-vfz (f)l()
FW]?J(Y) = 0
0

Moreover, for every | € N, Fe,,, = Fo, , = 0 and, for every j > 2, € N,

o NI
(=1 A fotufi+uf, affo+uf1+vf2(f1)’affo+uf1+vf2(f2) ()
ch,l (Y) = 0
0
Fui (0)
In particular, for every i € [1,2], j > 1, Fy:(0) = 0
J
0
Moreover, for every j > 2,1 € N,
fwi , (0) fe;_,,(0)
FW;Z(O) = 0 > FCj,z(O) = 0
0 0

Thus, the extended system satisfies the assumptions of Theorem 3.2.2 with dimension d + 2.

117



Partie III, Chapter 6 — STLC of the Schrodinger equation thanks to a quadratic term

By the induction hypothesis, the extended system is W"»*°-STLC. By choosing trajectories of
the extended system starting and finishing at u,v = 0, one concludes that the initial system
7' = fo(x) +ufi(z) +vfa(z) is WmHLe_STLC. O
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CHAPTER [

QUADRATIC OBSTRUCTIONS TO STLC FOR MULTI-INPUT
SYSTEMS

SUMMARY. The purpose of this chapter is to give the complete proof of Theorems
4.2.1 and 4.2.9, introduced in Chapter 4. This result is proved in [Ghe24]. The
chapter is organized in the following way: in Section 7.1, we present some tools and
properties that will be used in the next sections. In Section 7.2, we give the proof of
the main theorem of Chapter 4 by contraposition. Finally, in Section 7.3, we prove
a generalization of this result in the asymmetrical case. Some elements of proof are

developed in Section 7.4.
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7.4.1.2 Necessary and sufficient condition in the affine space . . . . . . 135
7.4.2 A bracket expansion in the symmetrical case . . .. .. ... ... ... 138
7.4.3 A bracket expansion in the asymmetrical case . . . . . . ... ... ... 139
7.4.4 Relation between Sussmann’s S(6)-condition and Theorem 4.2.1 . . . . 142

7.1 Requirements for the proof

7.1.1 Expression of the coordinates of the second kind

Lemma 7.1.1. Let j,I,N € N, t > 0 and u,v € L'((0,t),R). Then,

N (t . _)l (m)
£Cj,l(t7 (u7v)) = Z(_l)uuL%J+#+2(t) <ULJ"2'1J l') (t)+

=0 (7.1.1)
N1 t dN+1 (t _ S)l
(~1) /0 U (8) o <UL%(S> - ) ds.
Proof. We prove the lemma by induction on N, using an integration by parts. O
7.1.2 Estimates on the coordinates of the second kind
Lemma 7.1.2. For every p € [1,+00], j > jo >1,t >0 and u € L'((0,t),R),
ti—Jo
lujll e < G=jo) llwjoll 1o - (7.1.2)
Proof. This lemma is proved in [BM24, Lemma A.6]. O

Proposition 7.1.3. The following inequalities hold.

1. Let p € [1,400] and jo € N*. There exists ¢ > 0 such that, for every j > jo, t > 0,
u,v € L'((0,t),R),

(Ct)‘Mjll ~(jo+r1),1-1
[€an (¢, (u,0)| < ot T ol (7.1.3)
T
2
()™ iyt
[€arz (8, (w,0))| < 2t T il (7.1.4)
7

2. Letp € [1,+00] and jo € N*. There exists ¢ > 0 such that, for every j > jo, l € N, t > 0,
u,v € L((0,1),R),

‘E L (t, (u U))‘ < Mfﬂjwl)tl*% | Hz (7.1.5)
o < T ol .
2
(ct)"5! —(2jo+1),1-1 2
< Jo+1) : . 1.
6wz, (¢ (w.0))] < ! N (7.1.6)
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3. Let p,q € [1,4+00] such that % —|—% <1 and k, k" € N* with k¥ < k. There exists ¢ > 0
such that, for every j > k+k —1,1 €N, 0<t <1, u,v € L'((0,t),R),

(Ct)‘cj*l‘ _ N 1— lJrl
eyt (e < St O el ol
Jstle

" (7.1.7)
2
+ll§k727L%JK (Z un () +1 ”Uk/||L2) )
p=1

where K only depends on k.

Proof. The first two points are proved in [BM24, Proposition 3.10]. We prove the last one: let
j>k+k —1,1€N,t>0,uve LY(0,t),R). First, assume that L%j + 1>k (this is always
the case when k = k’). Using (1.6.16) and Holder’s inequality, we obtain

€, (8 (u,0))| < Zt

1,1
(7+7) H ‘ ‘
P 4q U, j U, 4 .
[$]+1 p nglJ La

Notice that L%j > Lk‘*'Tk/J > L%k/j = k. Using two times Lemma 7.1.2 with jo = k and with
jo =K', we get
HiH1—k—k

1— l+l)
< : - t (10 q U Vi .
l‘(L%J"‘l_k)'(L%J —k’)! H kHLP H kHLq

We obtain the result because, for all j > k+ k' — 1,1 € N,

1 21l (ke + K +1)!
- - <
N+ 1=k -k - I+ +2)!

Now, we assume that |1] < k — 2. We use Lemma 7.1.1 with N = k — 2 — || > 0 to obtain
;. (t, (u,v) = A+ B with A the boundary terms and B the integral part. Using Leibniz formula,

one gets
0 if <l

N\ (1)
V) 41 M (t) = i ! . .
50 ; (-1) ULMJJrl—u(t) otherwise
2

Consequently, the following inequality holds

N
7
4] < Licw Zl (g) ‘“L%J+u+2<t>vt%J+l—u(t)"
u:

Then, using Young’s and Cauchy—Schwarz’s inequality,

k
N-1 2 )
Al < Li<n2 (El [up(OF + max ey

2
2]’

as 1 < L%J +pu+2 <k, for u € [1, N]. Note that L%J +1—p—1> K. Finally, applying Lemma

121



Partie III, Chapter 7 — Quadratic obstructions to STLC for multi-input systems

7.1.2 with p = 2 and jo = &/, we obtain the following estimate

k
4] < Lien2h? (Z (D] + ¢ uwuiz) . (7.1.8)

pn=1

We finally estimate B. Using Leibniz formula and Hélder’s inequality, one gets

min(N+1,0) (N i 1) d—n tlf 11
(1

D D N Tl T e oy
p=0 '

Using Lemma 7.1.2 with p = ¢ and jo = K/, one has

2N+2t |Cj1l
@Vl

no1— (14t
Tt OO gy ol o (7.1.9)

|B| <

Finally, for all [ > 0, for all j € [0,2k — 3],

' (i —1) . — 1)NIC5.l
1 '(y +2)! [j+1+2 < (gk; 1)! Q2 < (2(2.I<: NI (7.1.10)
N G+i+2)! l (G+1+2) (F+1+2)
Thus, equations (7.1.8), (7.1.9) and (7.1.10) lead to the desired inequality. O

7.1.3 Analytic norms

The following paragraph is inspired by [BM24, Section 4.1]. We introduce some basic notions
about analytic vector fields and norms of analytic vector fields. These will be useful for ensuring

the convergence of the series that we will consider in the following sections.
Definition 7.1.4 (Length and factorial of a multi-index, partial derivative). Let d € N* be a
positive integer and o = (a1, - - -, aq) € N? be a multi-index. We define

1. the length of o as: |a| == a1 + -+ + ayg,

2. the factorial of a as: ol := 1! X -+ X ag!,

3. the partial derivative: 0o = Oy - - - 0g4.
Definition 7.1.5 (Analytic vector fields, analytic norms). Let § > 0 and Bs be the closed ball
of radius 8, centered at 0 € R, For r > 0, we define C¥" (Eg; Rd> as the subspace of analytic

vector fields on an open neighborhood of Bs, for which the following norm is finite

d |af
r (63
7l =32 32 = 10 il ey
i=1 aeNd
7.1.4 A black-box estimate

Here are a few definitions and notations.

Definition 7.1.6 (Support). Let a € L(X). For b € B, we denote by (a,b) the coefficient of
E(b) in the expansion of a on the basis E(B). We define

supp(a) == {b € B, (a,b) # 0}.
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If A C Br(X), we let supp(A) := Ugea supp(a).

With this definition, one has, for a € £(X), a = Z (a,b)E(D).
besupp(a)
Definition 7.1.7 (F). Given ¢ > 2 and by,--- ,b; € Br(X), we define F(bi,---,bqy) as the

subset of Br(X) of brackets of by, --- ,by involving each of these elements exactly once.

To put the strategy (described in Section 4.3.3) into practice i.e. to extract the dominant
terms from Z(¢; f, (u,v))(0), we will use the following propositions. They guarantee the con-
vergence of the series involved and legitimize the heuristic. This part of the document is based
on [BM24, Section 4.4].

Proposition 7.1.8 (Estimate of main terms). Let M,L € N*. Let & C By . Assume that
there exist ¢ > 0 and a functional Z : RY X L} (RT)2 — Rt such that the following holds: for all

loc

b € &, there exists an exponent o < min(L, |b|), such that, for allt > 0 and u,v € L'((0,t),R),

(ct)'b‘

(1 (w0 <

2 (t, (u,v)). (7.1.11)

Let 6,7 > 0 and fo, f1, fo € C¥T (Eg, Rd) be analytic vector fields. Then, for any v’ € [r/e,r),
as (,[|(u, )|l 1) = 0,

5™ lgstts (w0 ol = O Gt (0, 0)-

be&
Proposition 7.1.9 (Estimate of cross terms). Let M,L € LN*. Let £ C Byi,arp- Assume that
there exist ¢ > 0 and a functional Z : R% x L} (RT)? = R™ with Z(t, (u,v)) = O(1) such that

loc
the following holds: for all ¢ > 2, by > --- > by € B\ {Xo} such that suppF (b1, --- ,bg) NE # 0,
there exist oq,--- ,04 < L with o; < |b;| and (oq, - ,aq) € [0,1]7 with oy + -+ + ag > 1 such

that, for allt >0 and u,v € L'((0,t),R),

(Ct)‘bi‘
|bi!

6t (w,0))] < ST (2t (w,0))) (7.1.12)
Let 6,7 > 0 and fo, f1, fo € CT (E(;, Rd) be analytic vector fields. Then, for any v’ € [r/e,r),
as (t, [|(u, v)[[g1) = 0,

> = &) (& (w,0) folllor = O (B, (u, v))) -

be&
The two previous propositions are proved in [BM24, Appendix A.5]. The following corollary

is a direct consequence of (1.6.6) and the two previous propositions. This clarifies several steps
of the heuristic (Section 4.3.3).

Corollary 7.1.10. Let M,L,r € N*. Let by,--- b, € By pq and N C Bpiarp- Assume that
there exist ¢ > 0 and a functional = : R%. x L}, (RT)? = R" with Z(t, (u,v)) = O(1) such that

loc

1. the assumptions of Proposition 7.1.8 hold for € = By pp \ N U {b1,---,b.},
2. the assumptions of Proposition 7.1.9 hold for € = B ar \WV.
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Let fo, f1, f2 be analytic vector fields over R%. If P is linear form such that Pinvo) =0, as
(&, [I(w, 0)[[ 1) = 0,

PZar(t: £, (1, 0))(0) = 3 o, (1, (w,0))P (f6,(0)) + O (B, (u,0))). (7.1.13)

=1

7.1.5 Interpolation inequalities

We recall the Gagliardo—Nirenberg interpolation inequalities used in this study and proved
in [Gagh9; Nir59).

Proposition 7.1.11 (Gagliardo—Nirenberg inequalities). Let P, q,r,s € [1,+00], j <1 € N and
a € (0,1) such that

—.

1 _ 1 11—«
<a and —=j+|-—-1]a+ .
P r q

There exists C > 0 such that, for everyt >0 and ¢ € C*([0,t],R),

[D7¢],, < c[De]l;, Ielliz™ + ctF = . (7114

7.2 Necessary conditions for STLC in the symmetrical case

7.2.1 Dominant part of the logarithm

We use Corollary 7.1.10 to extract the main terms from the dynamics. This is the goal of

the following statement.

Lemma 7.2.1. Let k,m € N*. Let P be a linear form satisfying P\/\/’,;"(f)(o) = 0. Then, as
(&, [I(w, 0)[[ 1) = 0,

P Z (i) (8 £ (1,0))(0) = P (2 (0)) € (¢, (w,0)) + P (fiyr2(0)) &y (8, (1, 0)

(7.2.1)
+P (fem 1 (0)) Eeme, (t (,0)) + O (# ][ v 72 + [(w, -+ s w w1, v (D).

Proof. We apply Corollary 7.1.10 with M = w(k,m), N =N, L=2k+2,r =3, 0 = 2k + 2,
bl = Wkl, 52 = Wg and bg = Cgk_l.

1. Estimates on the main terms: let b € By x(km)) be such that b ¢ N U{by, ba, bz}. Then,
n(b) = 2 and

(a) If b € Bapad, b = le’l or b = ng,z with j > k or (j = k and [ > 1). Consequently,
|b| > 2k + 2 and the estimates (7.1.5) and (7.1.6) with p = 1 and jo = k give (7.1.11)
with E(t, (u,0)) = t|(uk, o) [ 7.

(b) If b € B good, then b = C;; with j > 2k —1 or (j =2k —1 and [ > 1). Similarly,
|b| > 2k + 2 and the estimate (7.1.7) with p = ¢ = 2 and ¥’ = k gives (7.1.11) with
2(t, (u,v)) = t||(up, vg) |72 as k— 2 — [1] < 0.

2. Estimates of cross terms: let by > --- > by, € B\ {Xo} be such that n(b;) + - - +n(bg) <
7(k,m) and suppF (b1, - ,by) ¢ NJ*. For i € [1,4],
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(a) if b; = M} or M? with j € [0,k — 1], then by (1.6.14),

[€6: (L, (w, 0))] < ()1, 0541) (2)].

Then, the estimate (7.1.12) is verified with o; = j + 1, a; = 3 and E(t, (u,v)) =
[(u, - g, v, o) (82

(b) If b; = Mj1 or Mj?, with j > k, |b;| > k + 1 and the estimates (7.1.3) and (7.1.4) with
jo =k and p = 2 give

(ct)lbil
|b4|!

(ct)lbil
|bs|!

=

0083 | (g, op) || 2 =

16 (L, (u,0))] <

0D (¢ (g, v 72 )

We obtain (7.1.12) with 0; = k + 1 and o; = 3.

Since suppF (b, - -+ ,by) ¢ N*, one has ¢ = 2 and by, by € By. Then, as a; + ag = 1, we
can apply Corollary 7.1.10 and we obtain the desired equality.

7.2.2 Vectorial relations

The purpose of this section is to prove that the condition (BC) implies algebraic properties on
the Lie brackets. Using this fact, we will be able to estimate one by one — in the next paragraph

— the terms |(uy,- - ,ug,v1,- -+ ,vk)(t)| which appear in the previous proposition.

Lemma 7.2.2 (A bracket relation). Let k,m € N*. For alll € [0,k — 1], for all (a;1)jefo,) €
R, (aj2)jeo € R*1 one considers the bracket

l l
- 1 2
B = E Oéj}le + E Oéj}QMj .
=0 =0

Then, the following expansion holds
[B()k_l_l, BOk_l] € al%kal + oz1272W,§ + 205100209, —1 + N
This lemma is proved in Section 7.4.2.

Lemma 7.2.3. Let e1, e2,e3 € R be three vectors and N C R a vector subspace. If e1, e, e,
N satisfy (BO), then, there doesn’t exist (a,b) € R%\ {(0,0)} such that

a’ey + b*ey + 2abes € N. (7.2.2)

Proof. By contradiction, assume that there exists (a,b) € R%\ {(0,0)} satisfying (7.2.2). If a = 0,
then (7.2.2) gives b%es € N. As, b # 0, one obtains e; € N. This is a contradiction with (BC).
Thus, a # 0. Similarly, b # 0. Hence, using P given by (BC), one has

a?P (e1) + b*P (eg) £ 2abP (e3) = 0. (7.2.3)
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Nevertheless, by hypothesis (BC) and Young’s inequality,

|2abP(e3)| < 2|ab| /P (e1) P (e2) < a?P (e1) + b*P (e3) .

This is a contradiction with (7.2.3). O

Lemma 7.2.4. Let k,m € N* and v(k,m) := {@J Assume that (4.3.2) is verified. Then,

1. the family (fM&(O),--~fM%7
2. ifv(k,m) > 2,

(0), fMg(O), e ’fM;f,l(O)) is linearly independent.

1

Span (fM& (0)’ T 7fM,171 (0)7 fMg (0)7 T fM,?71 (0)) N Sﬂ2,u(k,m)]] (f)(O) = {0} :
In particular, f1(0) # 0 and f2(0) # 0.

Proof. We prove the second point: assume by contradiction that there exist (1), (aj2) € Rk
not all zero and B € S| ,(k,m)](X) such that fp, (0) = 0, with

Let K = max{j € [0,k —1]; (oj1,0j2) # (0,0)}. As fp(0) =0, fB,(0) =0, with
By = [B0" 1R Bi0M K] € a1 Wi + ad oW+ 20k 10 2Cok—1 + NI+ S 20 (X)),

the expansion is given by Lemma 7.2.2 with | = K. As w(k,m) > 2v(k,m) and v(k,m) > 2, one
has S(3 20 (k,m)] (X) € Spt,m(km 23 (X) € N Thus,

01 Furs (0) + 0% a2 (0) + 20 12 o, (0) € N (£)(0):

We use Lemma 7.2.3 with e; = fWkl(O)’ ey = fW;f(O)’ e3s = fcy, ,(0) and N = N*(f)(0) to

obtain a contradiction. We obtain the first point in the same way, taking B = 0. O

7.2.3 Closed-loop estimate

Using the algebraic properties proved in the previous section, we can now estimate the terms
|(ug, -+, ug, vy, ,vg)(t)], using the representation formula of the state of Magnus-type — see
Corollary 1.6.18.

Lemma 7.2.5. Let k,m € N* and v(k,m) = V(kz’m)J. Assume that (4.3.2) holds. Then, as
(&, [[(w, v) || 1) =0,

[, gy vr, o) (8)] = O (82 [y o) 2 + 1, )75+ (s (w, o)1) (7:24)

Proof. Let i € [0,k—1], By Lemma 7.2.4, one can consider a linear form P such that P(f,,1(0)) =
L and P|n(f)0) = 0, with N := Bpa p(4,m)) U MR, MY ME - MR 3\ {M}}. Now, we
use Corollary 7.1.10 with M = v(k,m), L=k+1,r =1 and by = M}.
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Indeed, for all b € By, (k,m)] such that b ¢ N'U {b;}, necessarily, n(b) = 1 and b = Mjl for j > k
and [ € {1,2}. Thus, estimates (7.1.3) and (7.1.4), with jo = k and p = 2 give

)bl B 1
%$twﬂwmmwwmm)

[€b(t; (u, 0))] <

Then, (7.1.11) holds with =Z(¢, (u,v)) = t3 |(ug,vi)|| 2 and ¢ = k + 1. Moreover, there is no
cross terms. Then, Corollary 7.1.10 leads to the equality

1
P2y ey (5 1, (,0))(0) = wia (1) + O (13 || (g, v 1.2 ) -
Using the Magnus formula given by Corollary 1.6.18 with M = v(k, m), we finally get

vik.m .
Palts (u:0)) = wa(t) + O (¢ s )l -+ o) [ + (s a0 F 08 ).

We obtain the result. We can obtain the same estimate for |v;y1(t)], i € [0,k — 1]. O

7.2.4 Interpolation inequality

The representation formula of the state — see Corollary 1.6.18 — with M = m(k, m) makes
a strong link between x(; (u,v)) and Z ) (% f, (v, v))(0). Lemma 7.2.1 gives an expansion
of P (Zw(k:,m) (t; f, (u, v))(O)) Furthermore, the edge terms |(ug,- - ,ug,v1,- - ,v)(t)| are esti-
mated by Lemma 7.2.5. However, there is an error term in the Magnus-type formula shaped as
(@] (||(u, v)||7£(1k’m)+1). We then relate this quantity to the size of the drift ||(ug, vx) H%Q, thanks to

the Gagliardo—Nirenberg interpolation inequalities. This is the purpose of the following lemma.

Lemma 7.2.6. Let k,m € N* and p € [1,+00]. There exists C > 0 such that, for every t > 0
and uw € W™P((0,t),R)

k - k,m)—
Hqu(l M+ crpr(hm) zkHu”er[gwﬂ}) g2 - (7.2.5)

Proof. For simplicity, we write 7 instead of m(k, m). We use the Gagliardo—Nirenberg interpo-

lation inequalities (7.1.14) with P = 22(?_;219, g=2,r=p,s=2,j=k,l=m+k a= ]H_Lm

and ¢ = ug and we obtain
(m) || l-a B (k+3)
lull e < Cul™ | llull 2 + Ct7 =642 g2 (7.2.6)
Moreover, using Holder’s inequality,
_1
lull e < 77 [full p (7.2.7)
Using (7.2.6) and (7.2.7), we obtain

lul Tt < ot D) (Huw)‘

a(r+1)
Lt p

(1) | 4+ 1) (F—(k+3)) Tr;H)

1_
[y g

127



Partie III, Chapter 7 — Quadratic obstructions to STLC for multi-input systems

Thus, if we define B := 1+ 2% then, (1 — a)(1+ ) = 2. We get
a(m —a)(mr— T 1_ 1 —
lul 7 < 002 (ufg5mh ful G 4 DG =) g 721 g7 . (7:2.8)

Moreover,
1 1
lurllpe < 47 Jull oo < O J[ull s (7.2.9)

Using (7.2.9) in (7.2.8), we obtain

Hu||ﬂ'+1 < Ct(ﬂ'-‘rl)(l—f) (H ‘|W7T+1)+(1704)(7T*/8) t(k‘+%)(1*a)(ﬂ'*ﬁ)

(D (F = (et 5))+r—1) (k+ )HUHWWP) luellz2

Asa(mr+1)+ (1 —a)(m — ) =7 — 1, one obtains

™ T _1 1 —a)(m _ m+1
lull 71 < CtmtD(=p) (D=0 )=@het) =@ 720 |72
Finally,
1 2k+1)m _ 1
k+=)(1—a)="21 0> —
< +2>( )= Sm) =P
Thus,

[ulTH < CHmDO=5) 55 R0 |y 7Ly 2.

7.2.5 Proof of the drift

We can now use the Magnus-type representation formula given by Corollary 1.6.18, the
expansion of PZ . .,y(¢, f, (u,v))(0) given by Lemma 7.2.1, the estimate of Lemma 7.2.5 and

the interpolation inequality given by Lemma 7.2.6 to prove Theorem 4.3.9.

Proof of Theorem /.3.9. Let k,m € N* and p € [1,+00]. We will write 7 instead of w(k, m). Let
e = fWk1(0)7 ey 1= fW;f(O) and e3 := fc,, ,(0). Let P be a linear form given by (BC). The
Magnus-type expansion formula given by Corollary 1.6.18 with M = m, the equalities (1.6.15)
and (1.6.16) and (7.2.1) give, as (¢, [|(u,v)| ;1) = 0,

t uf vk i
Pt (u,0) = | <P(el>2 +Plea)y + P<€3)”’“”’“> + O (¢l o0l (7.2.10)

e on, o) (O + sl + e (,0))[7)

The closed-loop estimates (7.2.4) gives, with v := |J],

(- v, o) O = O (¢ (v llZ2 + 11 0) [772 4+ et (w o)) . (7.2.10)

By definition of v, one has 2(v 4+ 1) > 7 + 1. In particular, as ||(u,v)|/ ;1 — 0,

I, )24 = O (Il 0)IEE)
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Using (7.2.11) in (7.2.10) and the interpolation inequality (7.2.5), one gets

t w2 2
Px(t; (u,v)) = /0 (P(el); + P(€2>?k + P(€3)Ukvk>
O (46772 (w,0) [Tk ) lusk, 00) 22 + (s ()17

We prove that the system (3.0.1) has a drift in the regime (¢,t* ||(u, v)|yymp) — 0, with a =
T2k 2’“ : by definition, there exist C, p > 0 such that, for every ¢ € (0, p), there exists n > 0 s.t. for
every u,v € W™P((0,1),R) with ||(u, v)|lyym» <,

t U2 U2
Px(t; (u,v)) — / P(e1)—£ + P(eg) £ + P(e3)ugvy
0 2 2 (7.2.12)
< + (s 0) [Tpmn ) 1 s vi) 172 + (s (w, )| :
Let v := % < 1, by hypothesis (BC). Using Young’s inequality, one obtains
e1)P(ea
t uf v2 Yoo
/ P(el)? + P(ez)? + P(eg)ugvg | > K/ (uk + Uk> , (7.2.13)
0 0
1 K
- i K m,p i
with K := 5 (I — ) min (P(e1),P(e2)). For all t € (O,mln (p, 40)), u,v € W™P((0,t),R), with

))-
I|(w, v) || ymp < min (77, t% 4 K ) the equalities (7.2.12) and (7.2.13) lead to

A(u,v) = C [l (t; (u, 0)) |7,

K
Px(t; (u,v)) > 5

t

with A : (u,v) € L*((0,1),R)? — / (u% + vi) € RT. Then, the system (3.0.1) has a drift along
0

e1 + ey parallel to NVJ"(f)(0) with strength A as (¢,t*||(u,v)|lyymp) — 0. This concludes the

proof of Theorem 4.3.9. ]

7.3 Necessary conditions for STLC in the asymmetrical case

7.3.1 A new truncation in the Magnus-type representation formula

In order to prove Theorem 4.2.9, we first give an asymmetrical Magnus-type representation

formula. This is the purpose of the following statement.

Proposition 7.3.1 (Asymmetrical Magnus expansion). Let M, N € N* with N < M, let §,T >
0 and fo, f1, fo : B(0,28) — R? be analytic vector fields with fo(0) = 0 and T'||fol|,, < 6. For
w,v € LH(0,T),R), as [[(u,0) 11 — O,

2t (u,0)) = Zarv (£, (,0))(0) + O (Jlull iy + 013550 + 2 (w o)), (73.1)
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where Zy N is defined as

ZM,N(t; fa (U,U)) = Z nb(tv (U,U))fb. (732)

beB[[l,M]]
na(b)<N
Proof. By definition
Zu(t £, (u,0))(0) = Zun (s £ (w,0))0) + Y me(t, (w,0)) f(0).
beB1, M,

na(b)>N+1

We use analytic estimates, as for Propositions 7.1.8 and 7.1.9 and the estimates on the coordi-

nates of pseudo-first kind given by [BLBM23, Proposition 52] to obtain, as ||(u,v)|[;1 — 0,

S et o) el = O (0l )

bEB[[l,M]]:
n2(b)>N+1

for a given 7' > 0. The Magnus-type representation formula (1.6.7) leads to the conclusion. [J

We are now in a position to prove Theorem 4.2.9. We adopt the approach presented in

Section 4.3.2. Let k, k', m, m' € N*. We reason by contraposition and we assume that

Fw ), s, (), fo (0), NTET(F)0)  satisty (BO). (7.3.3)
We prove Theorem 4.2.9 as a consequence of the following more precise statement.

Theorem 7.3.2. Let k,k';m,m' € N* and p,p’ € [1,+00]. Assume that (7.3.3) holds, then,
system (3.0.1) has a drift along fw (0) + fi2 (0) parallel to lznk’fn/(f)(O) with strength A :
1’ ’

t
(u,v) € LY((0,1),R)? /0 (ui—f—vg,) € R" as (t, (ta||u||Wm,p,t°‘ HvHWm/’p/» — 0, where

_ 7(k;m)—2k w (k' ,m’)—2k’

/! _—
o= m(k,m)—1 and o' = w(k’,m’)—1 *

Thus, we obtain Theorem 4.2.9 thanks to Lemma 4.3.2. From now on, we will sometimes

refer to 7(k,m) as 7, 7(k’,m’') as 7’ and ./\/Zn’?ll as N.

7.3.2 Dominant part of the logarithm

Lemma 7.3.3. Let k,k',m,m’ € N* be such that ¥ < k. Let P be a linear form satisfying
PInero) = 0. Then, as (¢, [|(u,v)| ;1) — 0,

PZr (s f (:0))(0) = P (fig (0)) &y (& (w,0)) + P (Firz, (0)) &z (1 (u,v))

+P (fck+k/—1(0)) £Ck-&-k’_1(t7 (U,U)) +0 (t H(ukv Uk')”%z + ‘(ula Ty Uk, U1, 7Uk’)(t)|2) :
(7.3.4)

Proof. As for Lemma 7.2.1, we fix M = w, N = j\/,:n,;,m/, r=3,b =W}, bp = W2 and
b3 = Cpqpr—1. Let N = .
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L. Estimates of the main terms: let b € £ := By - N {b € Br(X), na(b) < 7'} \ N U

{b1,b2,03} U{Cj;; I+ |3] <k —2}. Then, n(b) =2 and

(a) I b € Bapaa N {b € Br(X); ni(b) = 2}, b = W}, with j > k or (j=kandl>1).
Thus [b| > 2k + 2 and the estimate (7.1.5) with jo = k and p = 1 gives (7.1.11) with
E(t, (u,0)) = t fJugl|72-

(b) If b € Bypaa N {b € Br(X); na(b) = 2}, b= W7 with j > & or (j =k and [ > 1).
Thus |b] > 2k’ + 2 and the estimate (7.1.6) with jo = k&’ and p = 1 gives (7.1.11) with
E(t, (u,0)) = t||ow |72

(c) Else, b € By gooq and b = Cj; with j > k+k or (j >k+k —1and !> 1). Then,
|b| > k+k'+2 and the estimate (7.1.7) with p = ¢ = 2 gives (7.1.11) with Z(¢, (u,v)) :=
t | (g vp) [ 72

Thus, one can apply Proposition 7.1.8 to obtain as ||(u,v)||;1 — 0,

S 1118 (w,0)) folll = O (¢l v)l172)

bef

for a given r’ > 0. We finally need to examine the brackets b € {Cj;; I + 4] <k —2},
where the set is finite. Then, estimate (7.1.7) with p = ¢ = 2 gives, as ||(u,v)|/;1 — 0,

S et o) foyllle = O (e, vi) 172 + 1w, -+ ur) () -

I+[5]<k—2

Finally,

S et o) flll = O (¢l o) [2 + (. ) (D)

bEB ], n2(b)<7,
bg/\/—U{bl,bQ,bg}

2. FEstimates of cross terms: we apply Proposition 7.1.9 with the set £ := B - N {b €
Br(X); na(b) < n#'}\N.Let by > --- > b, € B\{Xo} be such that ny (by)+---+n1(bg) <,
na(by) + -+ + na(by) < " and suppF (b1, -+ ,by) ¢ N. For i € [1,¢],

(a) If b; = M} with j € [0,k — 1] or b; = M7 with [ € [0,k' — 1], then by (1.6.14),

[0 (£, (u, V)| < (w41, 0042) (B)]-

Then, the estimate (7.1.12) is verified with oy = j+1or oy =1+ 1, a; = % and

E(1, (u,v)) = ’(uh Ty Uk, V1, 7vl/c)(t)|2'
(b) If b; = M} with j > k, [b] > k + 1 and the estimate (7.1.3) with jo = k and p = 2
gives

ct)lbil 1 ct)lbil i
(1 (o) < Gt e o = G ()

We obtain (7.1.12) with o; =k + 1 and oy = 1.
(c) If b = M7 with I > k', |b;| > k' + 1 and the estimate (7.1.4) with jo = &’ and p = 2
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gives

‘gbi (tv (uv U))‘ <

(et)bl oy 1 (et)loil ., 0 \ 3
B! ¢~ FEE o || 2 = b1 =D (t””k’”ﬂ)2'
(AN AN

We obtain (7.1.12) with o; = k' + 1 and o; = 3.
Since suppF(by,- - ,bg) ¢ N, one has ¢ = 2 and by, by € B1. Moreover, o + ag = 1.

Thus, the definition of Z; » — see (7.3.2) — leads to the result. O

7.3.3 Vectorial relations

Lemma 7.3.4 (A bracket relation). Let k,k',m,m’ € N* be such that k' < k. For all | €
[0, k" — 1], for all (o) jeqo0,1+k—k] € Ritk—K'+1 (Bj)jefoq) € R, one considers the bracket

I+k—E l
B:i= Y aMj+Y BiM:.
7=0 j=0

Then, the following expansion holds
/ / k—Fk !
BOF _l_l, BOF S (ll2+k_k/Wkl + BZQW;?/ + 2(—1)LTJ oik—k B1Crak—1 + :fk’/m .

This lemma is proved in Section 7.4.3. This is a generalization of Lemma 7.2.2; in the

asymmetrical case.

Lemma 7.3.5. Let k,k',m,m’ € N* be such that k' <k and v := |Z|, v/ := {%/J Assume that
(7.3.3) is verified. Then,

1. the family (fM(}(O)’ e fM% (0),fM§ (0),--- ,sz (0)) 1s linearly independent.
_ /1

2. ifv>2,

1

0. 3 0+ a2 ()
N Sp2,01(£)(0) N Spo,up, 10,7 (f)(0) = {0}

Span (g (0),+++ g

k—1

Proof. We prove the result in the same way as Lemma 7.2.4, we start with the second point.
Assume by contradiction that there exist (a;),(8;), reals, not all zero and B € Spp,1(X) N
So,0],[0,/1(X) such that fp, (0) = 0, with

k—1 K1
Bi:=> a;M;+ > B;M; + B.
j=0 j=0
1. Firstly, assume that ap_p = -+ = ag_1 = fo = -+ = Bp—1 = 0. One considers K :=

max{j € [0,k — k" —1]; o; # 0}. As fo(0) = 0, one has fp,(0) = 0 with

By = [BlokflfK, Bloka] S a%(W,g + N+ S[[g’gl,ﬂ N S[[O,2u]],[[0,2z/]](X)'
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Moreover, by definition of v and v/,

Sp3,201 N S0,207,00,201(X) € Spu a1\ 23 N Spo,a],[0,77(X) SN (7.3.5)

As ag # 0, we obtain a contradiction with (7.3.3), as fy1(0) ¢ N(f)(0).

2. Else, K := max{j € [0,k —1]; (ok—w+;,0;) # (0,0)} is well defined. As fo(0) = 0,
F5,(0) = 0, with

By = [B10k/_1_K,310k/_K] € O‘%—k’—&-KWkl + 5§<Wk2’
E—k’
+2(_1)I—TJakik/+KﬁKCk+k/71 + N+ 5[3,2,,]] N S[[0,2y]]7[[0,2u’]] (X),

the expansion is given by Lemma 7.3.4 with [ = K. Using (7.3.5), one finally obtains

k—k'
af i i fwp (0) + Bic fwz (0) +2(-D 3 apwa kB fo, 0, (0) € N(£)(0).
We use Lemma 7.2.3 to obtain a contradiction. The first point is obtained with B = 0.

O]

7.3.4 Closed-loop estimate

Lemma 7.3.6. Let k,k',m,m’ € N* be such that k' <k and v := |3|, v/ := {%IJ Assume that
(7.3.3) holds. Then, as (t,||(u,v)|/ ;1) = 0,

1
[, gy v, o) (0] = O (8 ) gy o) 2 + ull

, (7.3.6)
ol + et (o)) -

Proof. We prove the estimate as Lemma 7.2.5. For that, we use the asymmetrical Magnus-type
representation formula given by Proposition 7.3.1 with M = v, N = 1/ instead of Corollary
1.6.18. O

7.3.5 Proof of the drift

Proof of Theorem 7.5.2. Let k,k';m,m’ € N* and p,p’ € [1,+00] be such that ¥ < k. Let
er = fy (0), eg := fwkg/(O) and e3 == fc,,,, ,(0). Let P be a linear form given by (BC). The
asymmetrical Magnus expansion formula given by Proposition 7.3.1 with M = 7, N = 7/, the
equalities (1.6.15) and (7.3.4) give, as (¢, ||(u, v)||;1) = 0,

t u2 'UZ/
Pa(t; (u,v)) = P(e1) £ +P(e2) £ | +P(es)écy, v, (t (u,0)) + O (75 (e, v 172
0 2 2 +
T 7! 1
e v o) OF + [l ol + ot (o)) 775)

1. If ¥ < k — 2, then, one can apply Lemma 7.1.1 with j = k+ k" — 1,1l =0 and N =
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k—2— L%/_IJ to obtain

N

t
N+1
€Ck+k/,1 (t, (u,v)) = HZ:O(1)#u|_k+k2/_1j+2+u(t)v\_k-;klj_ﬂ(t) +(-1) * /O U Uk’ -

t
2. If k" € {k — 1,k}, the equation (1.6.16) leads to &c, ,, ,(t, (u,v)) = / ugvg and the
0

writing is already convenient. In these cases, N +1 = 0.

In all cases, the following equality holds

0y (E (u,0) = (=) /Ot ugvr + O (|(u1, ) ()P 4t ||Uk/||%2) : (7.3.7)

The fact that 2(v +1) > 7+ 1, 2(v/ + 1) > 7’ + 1, the closed-loop estimates (7.3.6) and the
equality (7.3.7) give, as ||(u,v)||;1 — 0,
t U2 U2/
Px(t; (u,v)) = / P(el)?]c + F’(eg)?k + (=) TIP(e3)upvp
0

2 1 ‘41 1+1
+O (1 vs)lI72 + ull T + 1ol T2t + (s (s 0)) 1)

Finally, we use the interpolation inequality (7.2.5) to obtain

Pa(t: (u,v)) = [

0

t 2 2
<P<el>“; +P(ea) L + <—1>N+1P<es>uwk/)

—2k -1 2 2k 11 2 1+1
+O (¢4 72 ullfms ) lurlze + (¢ + 72 oll7 000 ) lowl72 + ot (w,0)7F7).

t
Let o := T=2k o/ .= =228 and A @ (u,v) € L'((0,1),R)? — / (ui —i—v,%,) € R™. We prove
0

T—17 /=1
that the system (3.0.1) has a drift along e; + eq, parallel to N'(f)(0) with strength A in regime
(t, (t“ [ Pe— ||vHWm/,p/>) — 0, as before. This concludes the proof of Theorem 7.3.2. [

7.4 Postponed proofs

7.4.1 Geometric conditions
7.4.1.1 Necessary and sufficient conditions in the quotient space

Proof of Proposition /.3.8. Assume that (BC) is not satisfied and that the points 1, 3 and 4 are
not verified. The purpose is to show that the second one is. Then, one of the three following

possibilities holds
a. (€1,€éz) is a linearly independent family,
b. é3 = Bé1 with > 0 and (€1, €3) is a linearly independent family,
c. 61 #0, é& = Bé; and é3 = €1 with v < .
If the point b. holds, then Span(e;) @ Span(es) & N. In this situation, one can define P as

P(el) = 1, P(eg) = 0, P\N =0.

134
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Then, P satisfies (BC). This is a contradiction. If the point c. holds, then Span(e;) & N. Thus,
one can define P as
P(el) = ]-a P‘N =0.

Then, P(e3)? —P(e1)P(e2) = 42 — 8 < 0 and P satisfies (BC), this is a contradiction. Necessarily,
a. holds, i.e. (€1,€2) is a linearly independent family. If dim (Span(é€y, é2,€3)) = 3, then
Span(e1) @ Span(ez) @ Span(eg) & N. Thus, one can define P as

Ple1) =1, P(e2) =1, P(e3) =0, Piy=0.

Once again, P satisfies (BC), this is a contradiction. Consequently, there exists a,b € R such

that ez = a€; + béa. Finally, assume that ab < i.

1. If a = 0, then, one can define P as
Ple1)=b*+1, P(e2)=1, Piy=0.

Then, P satisfies (BC).

2. Else, Q := a%x? + (2ab — 1)z + b? verifies A = 1 —4ab > 0. Then z* := 15355 > 0 satisfies
Q(z*) < 0. One can define P as

P(el) = {E*, P(BQ) =1, Py =0.

Then, P satisfies (BC).

This is a contradiction. Consequently, ab > %. This is the desired property.

Conversely, we reason by contraposition. Assume that (BC) holds and let P be such a linear

form.
1. If the point 1 is satisfied, e; € N and P(e;) =0 or ez € N and P(e2) = 0.
2. If the point 2 holds, a # 0 and

b1 > dab—1
P(e3)? — P(e1)P :2(P <—)P > ————P(ez)? > 0.
(e3) (e1)P(e2) = a” ( P(e1) + s (e2) ] + 102 (e2)>0
3. If the point 3 is satisfied, P(e1)P(e2) = BP(e1)? < 0.
4. If the point 4 holds, P(e3)? — P(e1)P(e2) = (72 — B)P(e1)? > 0.
All these points are in contradiction with (BC). O

7.4.1.2 Necessary and sufficient condition in the affine space

Definition 7.4.1. For z,y € R? two vectors, we define the convex cones:
Conv™ (2,y) := {Az + py, A,u >0},

Conv™(2,y) := {A\z + py, A p <0} = Conv’ (—x, —y) = —Conv* (z,y),
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and

Convt(x,y) == Conv™ (z,y) U Conv™ (z,y).

Proposition 7.4.2. [Geometric conditions in the linearly independent case] Let eq,es,e3, be

three vectors and N C R% a vector subspace. Assume that (e1,e2) are linearly independent vectors.
Then,

1. If es ¢ N + Span(eq, e2),
e1,es, es, N verify (BC) iff C’onvi(el,eg) NN ={0}.

2. If e € N + Span(eq, e2),
(a) If N N Span(e1,ez) = {0}, then there exist a unique (a,b,n) € R?> x N such that
e3 = aej + bes +n and

1
e1, ez, e3, N verify (BC) iff ab < e

(b) If dim(N N Span(e1, ez)) = 1, then N N Span(e1, ea) = Span(fi1) with fi = Ae1 + pea.
Then,

e1, 9,3, N verify (BC) iff Convt(er,es) NN = {0} and
for all decomposition e3 = aej + beg + n, one has (ap — b>\)2 < —AU.
(c) Otherwise, dim(N N Span(e1,e2)) =2 and it’s always impossible.

Remark 7.4.3. Note that, in the case 2.(b), if we write two different decompositions of es, one

has:

es = aej + bes + n, es=da'e; +bey+ 1,

with n,n’ € N. Then,
(a—a')er + (b—V)ea =n' —n € NN Span(e1, e2) = Span(fi1).

Thus, there ezists C € R such that: (a—a' —CN)e1 + (b—b —Cpu)es = 0. As (e1, ea) are linearly

independent vectors, one gets:
a=ad +CM\, b=V +Cp.

Thus,
(app —bN)? = (d'pn+ CApp — BN — CpX)? = (a'p — W'V

This quantity is independent of the decomposition. So, in practice, it’s enough to check the

condition on a particular decomposition.

Proof. 1. For the first point, assume that ey, es, eg, N satisfy (BC). Then, we consider such
a linear form P. For all z € Conv™(e1, e2) N N, there exist A, u € RT with x = \ej + pes.
So,

0=P(z) = AP(e1) + uP(e2).
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2.(a).

This is a sum of two non-negative quantities. As P(e1),P(e2) > 0 we get A = p = 0. The
same proof holds for Conv™ (e, e2) N N.
Conversely, assume that Conv™ (e1, e2) NN = {0}. Then, we consider two different cases:

- If dim(N N Span(eq, e2)) = 0, then Span(ey, e2) ® N @ Span(es). Then, we can define
a linear map P that satisfies (BC).

- Otherwise, N N Span(ey, ez) = Span(f1), with f; = Ae; + pes and Ap < 0. Then, we
complete (f1) as a basis of N, (f1, -+, fr). Thus, Span(ey,e2) ® Span(fa,---, fr) ®

Span(es). Thus, we define a linear map P with:
A .
P(el) =1, P(EQ) = _;7 Vi€ [[2;7"]]’ P(f’L) =0, P(e3) =

By construction, P answers the question.
Assume that ey, ez, e3, N satisfy (BC). If P is the linear map given by (BC),
P(es) = aP(e1) + bP(e2).

Then, if a = 0, obviously, ab < i Now, if a # 0,

2 J—
Ples)? — PlenPlen = (Plen + (2 - 51 ) Plen)) + 22 pey <o ()

Necessarily, 4ab — 1 < 0.

Conversely, assume that ab < %. One has Span(ej,e2) @ N. If a = 0, one defines P

as:
Ple;) = b* + 1, P(ey) =1, Py = 0.

Let’s assume that a # 0. We fix y > 0 and consider the polynomial function in z, Qy(x) :=

a?z? + (2ab — 1)zy + b*y*. The discriminant of @, is given by A, = y*(1 — 4ab) > 0.
Then, xzjt = (1_%?%% are the roots of @, with x:j' > 0. Consequently, @, < 0 in

(z,,x,). Then, for {(y) € (max(z,,0),z;), Qy(£(y)) < 0. Then, we construct a linear
form P with

P(e1) = &(y), P(e2) = v, Py =0,

whatever the value of y > 0. This is possible, because Span(e1,es) & N.

. Assume that ey, e, ez, N satisfy (BC). The condition Conv¥(er, ea) NN = {0} is satisfied

as before. Let P be a linear form,
A
P(f1) =0 P(e) = _;P(el)‘
Then, for all decomposition es = ae; + bes + n,

P(aey + bea +n)* < Pe1)P(e2) < (ap — bA)* < —Au.
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Conversely, if the conditions hold, we can proceed as before: we consider (fi,---, f;) a

basis of N. Then, Span(ey, ez) ® Span(fa,-- -, f-). Finally, we define a linear map P with:
A .
P(e1) =1, P(eg) = o Vie[2;r], P(f;)=0.

2.(c). The properties are incompatible. Indeed, if dim(N N Span(ey,ez)) = 2, then, e; € N and
it is impossible to ensure P(e;) > 0 and P|xy = 0.
O

Proposition 7.4.4. [Geometric conditions in the linearly dependent case] Let e1, ea, e3 be vectors

and N C R% a vector subspace. Assume that (e1,e2) are linearly dependent vectors. Then,

1. If es ¢ N + Span(ey, e2),
e1,ea,e3, N verify (BC) iff Convt(er,e2) NN = {0} and (e1,e) > 0.
2. If e € N + Span(ei,e2),
e1, ez, e3, N verify (BC) iff Conv*(e1,e2) NN = {0} and
a? ||ler||* < (e1, e2), with the unique decomposition e3 = ae1 + n.
Remark 7.4.5. When the family (e1, es) is linearly dependent, Conv™(eq, es) = Span(ey, es).

Proof. 1. The proof is quite similar than before.

2. If eq, e9, €3, N satisfy (BC), for such a linear form P, one has, with es = ae; + n,

P(e3)? — P(e1)P(es) = <a2 <€1’62>> P(er)? < 0.

B 2
lexl]
Conversely, as Span(e;) @ N, we can define such a linear form P as:
P(e;) =1, Ply=0.

Thanks to the hypotheses, one has P(e2) > 0 and P(e3)? < P(e1)P(e2).

7.4.2 A bracket expansion in the symmetrical case

Proof of Lemma 7.2.2. Let 1 € [0,k — 1], (1), (aj2) € R To prove the desired relation, we
compute in the quotient space £(X)/Span{E(b); b € Br(X), n(b) = 2, no(b) < 2k — 1}. We
note a the class of a € £(X) in this quotient. Expending the bracket, one has

ki1 pok-l] _ i i
[BO B = Y iy (Mg gy, M)
i e{1,2}
3.3'€[0,]
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We note that, for all (i,4') € {1,2}2,
¥j,5 € [0,1] such that j +j' < 21, no ([Mi 1, M) y]) <2k —1.

J J

Using this remark,

[BOF—1-1, BOF1 = Y agioq g [Mi_, M.
i,4'e{1,2}

Finally,

[Bolg—lfl’ B()k*l} = 0412?1@ + QZQ’QW + o102 (202k_1 + Cgk_gJ) .

As L(X) is a graded Lie algebra, By ox—2 := Bo N {E(b); b € Br(X), n(b) =2, no(b) < 2k — 1}
generates all the elements E(b) with n(b) = 2 and ng(b) < 2k — 1. The elements of By g,_2 are
in NVJ*. Finally, as Coi_21 € N, the desired result follows. O]

7.4.3 A bracket expansion in the asymmetrical case

The purpose of this subsection is to prove the expansion of Lemma 7.3.4. The proof of this
lemma is quite different from the case k = k’ studied in Lemma 7.2.2 and is based on the

following lemma.

Lemma 7.4.6. The following expansions hold.

1. For anyv € N and a,b € L(X),

v - v v v/ v—v'
[a,00"] = ) <V,)(—1) [a0”", b]0" ", (7.4.2)
v'=0
2. For any v € N*, there exist coefficients af € Z for 1 < 2r +1 < v such that, for every
be L(X),
[0,00") = > aX[b0", 60" 0V (7.4.3)
1<2r+1<v

3. For any v € N, there exist coefficients B; € Z for 0 < r < v such that, for everyp € N,
v
[My, M20"] =" B Copiryr- (7.4.4)
r=0
4. For any v € N, there exist coefficients v/ € Z for 0 < r < v such that, for every p € N,
(M}, M)0"] = A Copirpr. (7.4.5)
r=0

1+Lu-§1J

Moreover, v¢ = (—1)
Proof. The first two points are proved in [BM24, Lemma 4.11]. We prove the last point by
induction on v (the proof of 3. is very similar): the equality is true for v = 0 with 40 = —1. The
equality if true for v = 1 with 4} = 0 and 7{ = 1. We assume that the formula holds for v, v +1,
with v > 0. Then, for every p € N,

(M}, M)0" 2] = [M2, My0" 10 — (M2, , M, 107,
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thanks to the Jacobi’s equality (1.3.1). Using the induction hypothesis, we get

v+1 v+2
[M;, MI}OIH_Q Z 77,”/ 102p+r (v+2)— Z 77” 202p+r (v+2)—r
r=0 r=2
v+2
Thus, [M;?? MI}OV+2] = Z 771"/+2C'2p+7",1/+2—7"7 with
r=0
vre2v+1], W=y -, wE=-w wT=wth o wTP=ath
v (v+2)+1
We obtain the desired equality, as *yf,’_t% =—y = —(—1)1“?1J = (—1)HL =il O

We are now in a position to prove Lemma 7.3.4.

Proof of Lemma 7.5.4. By definition,

[BOM 171 BOY] = (1) + (1) + (IT0) + (1V), (7.4.6)
I+k—k I+k—K 1
1 1 2
M= Y aioy[Myp g, M), = > Y @BiM o M),
4,7=0 1=0 ] =0
I I+k—K
1 2
M) =3 > Big[MZ 11 M), Z BilBi Mgy 1 M3y
=0 5=0 2,7=0
Then,
k l+k—k" i—2  I+k—K —-11+k—Fk
2 1 1
Z ai-l—l—k’Wi + Z Z+ Z Z 0510{7 Z+k’ I— 1’Mj+k’—l]7 (747)
i=k'—1 =2 j=0 =0 j=it1
as the bracket is zero if 7 = i — 1. Moreover, the equation (7.4.3), applied with b = +k' ; and

v=i—j—1>1gives:forall2<i<I+k—-FK,0<j<i-2,

1 1 _ imj—11ir1
(M g1, M) = — > a T Wi i1 i j—2r—2-
1<2r 4 1<i—j—1

Asj+ K —1+r+1<k—1, we obtain
forall2<i<I+k—K,0<j<i—2, [Mly .Ml ] e N (7.4.8)
Similarly, we obtain:
forall 0<i<l+k—k 1, i+1<j<l+k—K, [Myy 1 M JeNTZ". (7.4.9)

Thus, the equations (7.4.7), (7.4.8) and (7.4.9) give
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We can manipulate the term (IV) in the same way and obtain
(IV) — BFWE e N (7.4.11)
Finally, we need to examine the cross terms (II) and (III).

() = aupn—w BilMy_y, Mi] + > Qi3 [Mf g1, M3 gy (7.4.12)
(1,5)€[0,1+k— k] X [0,]
(4,5)A(+k—FK'l)
Assume temporarily that k # k’. The equation (7.4.5), applied with p =k"andv = k—k'—1 >0

gives

k—k' —
k=K' ,
(M MR = () 0 = Y Vk M O b —1 -
r=0
As, in the sum, 2k’ +r < k + k' — 2, one obtain
k—k' ’
[Mji_y, M) = ()57 I Cppr 1 € NI (7.4.13)

Using the Jacobi’s formula, this equality is also true when k = k’. We expand on the basis the

second term of the right-hand side of (7.4.12). We split the space of subscripts as
[0,l+k—K]x[0,]]\{(l+k—-FK )} =AuBUCUDUEUF,
with
A={(i,j); 1<i<l—-1,0<j<i—1}, B={(i,j); 0<i<l—1,i<j<l—1}
C={(i,j); 1<i<l+k-kK,0<j<i-1}, D=][0,1—1]x {l},

E=[l+1,1+k—K -1 x {0}, F={{lD}

Note that the spaces E and F are empty if k = k’. For all (i,j) € A, one can apply (7.4.5) with
p=j+k'—land v=1i—j—1 to have
i—

7—1
1
(M, M3 ] Z VI Co b —) i 1=

As2(j+ kK —1)+r <k+k —4, one has
V(i,j) € A, Mgy, M7 ] € N

? J

We can do the same manipulations for (i,j) € B, C, D, E and F, thanks to the equations (7.4.4)
and (7.4.5). Using, (7.4.13) in (7.4.12), one finally gets

ki m,m’
(1) — (D)2 gy BiChr—1 € N (7.4.14)
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With the same manipulations, one has
k—k' /
(1) — (1) e BiChw 1 € N (7.4.15)
The equations (7.4.6), (7.4.10), (7.4.11), (7.4.14) and (7.4.15) lead to the conclusion. O

7.4.4 Relation between Sussmann’s S(f)-condition and Theorem 4.2.1

For b = W}, we have o(b) = W} + W2 and our necessary condition also involves the Lie
brackets Wkl and Wk2 . If m =1 and the four points of Theorem 4.2.1 are not verified, then, for
every 6 € [0,1], (1.5.2) does not hold for b = W}

Indeed, let &£ € N*, m = 1. We assume that

fI/Vk1 (0)7 fW]? (0)7 fCQk—l(O)’ Nk}(f)(o) satisty (BC)

Let us show that, for every 8 € [0,1], (1.5.2) is not verified for b := W}. We assume the
opposite: there exists § € [0,1] such that (1.5.2) holds for b = W}!. Then, no(b) = 2k — 1 is
odd, n1(b) = 2, na(b) = 0 are even and fo()(0) = fyy1(0) + fiy2(0). Let b € Br(X) be such
n(b) + Ono(b) < n(b) 4+ Ong(b) = 2+ (2k — 1)6. Then,

n(b) <2+ (2k—1)0 <2k + 1.
Moreover, if n(b) = 2, then
2+ 0ng(b) <2+0(2k—1)  so  mng(b) < 2k — 1.

Let £ := S[[l,w(k,l)]]\{2}(X) U{b € Br(X); n(b) = 2, no(b) < 2k — 1}. As w(k,1) = 2k + 1, the
previous inequalities lead to f,(5)(0) € £(f)(0). As £(f)(0) € N (f)(0), one obtains

P (fu;(0)) +P (fiwz(0)) =0,

where P is a linear form given by (BC). Thus,

0 <P (fou (0) <P (@) P (Fuz(0) = P (fua (0)) <0.

This is a contradiction. Consequently, (1.5.2) is not verified for b = W}.
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CHAPTER 8

QUADRATIC OBSTRUCTIONS TO STLC FOR THE MULTI-INPUT
BILINEAR SCHRODINGER EQUATION

SUMMARY. The purpose of this chapter is to give the complete proof of Theorem
5.1.6, introduced in Chapter 5. This result is proved in [Ghe25a]. The chapter is
organized as follows: in Section 8.1, we provide the proof of the main theorem of

Chapter 5. Some elements of proof are developed in Section 8.2.

8.1 Proof of the main theorem . . . . . ... ... ... ........... 143
8.1.1 Expansion of the solution . . . . . ... ... ... ... ... 143
8.1.2 Error estimates . . . . . . ... L Lo 144
8.1.3 A new expression for the quadratic expansion . . . . . . ... ... ... 147
8.1.4 Vectorial relations . . . . . ... oo 149
8.1.5 Closed-loop estimates . . . . . . .. ... ... . 150
8.1.6 Interpolation inequality . . . . ... .. ... .. oL 151
8.1.7 Proofof thedrift . . . . .. ... .. . L 151

8.2 Postponed proofs . . . . . .. e e e e e e e e e e e e 153
8.2.1 Existence of uq,--- , u, verifying the hypotheses . . . .. ... .. ... 153
8.2.2  Some series expansions . . . ... ... oo el e e 154

8.1 Proof of the main theorem

One recalls that \; and ¢; are defined in (2.3.2). In all the document, for j € N*, we will
note
wj=A—A  and vj:i=Ag — ;. (8.1.1)
8.1.1 Expansion of the solution

We are going to make an asymptotic expansion of the solution to (2.1.1). Let u € L?((0,T),R)"
be fixed controls. The first-order term ¥ € C° ([O, T|,H (30) (0, 1)) is the solution to the linearized
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system of (2.1.1) around the free trajectory (11,u = 0), i.e

0V (t, ) = 5V (t,x) —u(t) - plx)(t,z), te(0,T),z € (0,1),
U(t,0) =¥(t1) =0, te (0,7), (8.1.2)
U(0,2) =0, z e (0,1).

The solution is given by: Vt € [0,T],

r 400

t .
= ZZ Z ( Hep1, Pj / E( )e“’JdeT> (). (8.1.3)
¢=1j=1 0
We expand the development of the solution to the quadratic term. The second-order term
cec ([0, 7], H(Bo) (0, 1)) is the solution to the following system

10 (t, w) = —02&(t, ) — u(t) - p(x)¥(t,z), t€ (0,T),z € (0,1),
E(t,0) =£&(t,1) =0, te (0,7), (8.1.4)
{(O,:r) =0, S (0, 1).

The idea is that ¢(T;u, p1) =~ Y1 (T) + U(T) + &(T). Thus,
R <z/J(T; u, 1), goKe_i’\lT> ~0+0+S <§(T), (pKe_i)‘lT> , (8.1.5)

the first term being 0 since it is real and the second one by hypothesis (H)j,. For 1 < ¢, L <r,
400

one defines Hy 1, : (t,s) € [0, T)? s —e—iwnT Z Cﬁ,Lez(ujt+sz) cC.
j=1

iUJKT

Remark 8.1.1. The kernels introduced in this chapter differ by a phase e~ , compared with

those introduced in Chapter 6 in the case where r = 2.

We finally use the notation, for f,g € L?((0,T),R), 1 < ¢, L <r,

Fit(f.9) :=/ (/ H(t,7)g )dT> dt.

With these notations and (8.1.3),

<§(T),cpKe_i)‘1T> Z]:IU (ub,u) + Z (]-"QQL(U u )—I—]-'T (uL,ug)). (8.1.6)

1<l<L<r

8.1.2 Error estimates

We recall that the iterated primitives of a function are defined in 1.6.20. We use sharp error
estimates to prove that the remainder term of the expansion (8.1.5) can be neglected compared
to the drift |jug||?s (o,7)- A rough error estimate — see for example Lemma 6.2.13 — involves the
L?-norm of the controls. As shown in [Bou23b; Bou24] in the single-input case, one can prove
a better estimate involving the L?-norm of the primitive u; of the controls by introducing the

new state

@((t, x);u, 1) = Y((t,x);u, gpl)e*wl(t)'ﬂ(ﬂf)‘

144



8.1. Proof of the main theorem

which is the weak solution to

100 = =030 — i fur(t) - 1" () + 2 (ua(t) - 1 (2)) Ba] & + (a(8) - 1 (2)) 3,

@ZJ(@O) = i(ta 1) =0, (817)

1/1(07 $) - (Pl(x)

The well-posedness of the auxiliary system (8.1.7) is stated in [Bou23b, Proposition 4.2] in
the case where r = 1 and can be adapted, without any additionnal difficulty, to our setting. We
want to study the linear and quadratic expansions of (8.1.7) around the ground state. Linearizing
(8.1.7), the first-order term U is given by

U(t,x) = V(t,x) —iui(t) - p(z)yr(t, x), (8.1.8)
where W is the solution to (8.1.2). Thus, ¥ € C°([0,T], H> N H}(0,1)) is a weak solution to

000 = =020 — i [ur (1) - 1" () + 2 (wa(t) - /() ) b, (0, 7)) x (0, 1),
U(t,0) = V(t,1) = 0, (0,7),

v(0,z) =0, (0,1).
Doing an expansion of order 2 of (8.1.7), the second-order term € is given by

: (ua(t) - p(z))?

§(t @) = &(t x) —dur(t) - (@) ¥(t, x) — 5 Pt ), (8.1.9)

where ¢ is the solution to (8.1.4). Then, £ € C°([0,T], H3 N HL(0,1)) is a weak solution to

10, = —036 — i fur () - () + 2 (wr (1) - 1 (2)) D] ¥ + (ua(8) - 1 (2))” ¥n,

f(t, 0) = g(t, 1) =0,

£(0,z) =0.

In [Bou23b, Lemma 4.6, Propositions 4.7 and 4.8], Bournissou proved estimates for the auxiliary
system when r = 1. These results can be adapted, without any additionnal difficulty, to our case

to our case, giving the following proposition.

Proposition 8.1.2. For every T > 0, u € L?((0,7),R)", u satisfying (H)conv, (H)reg and
p € N* one has, as [[u1l (o) = 0,
. o~ ~ 5
(e T ((5u,00) = =) (T),0p) = O (Il 20,79 -
(e (0, 01) =1 = T =€) (1), 0p) = O ([ F20 ) -
From these estimates, proved for the auxiliary system, we derive the following error esti-

mates for the bilinear Schrodinger equation (2.1.1). This result can be adapted from [Bou23b,

Proposition 4.9] in the multi-input case.

Proposition 8.1.3. For every T > 0, u € L*((0,T),R)", u satisfying (H)conv, (H)reg and
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p € N*, the following error estimates hold, as ||u1| (o 1) — O,

(WG(u01) = 1 = ) (1), 0p) = O (lurFa0,r) + (D)) (8.1.10)
(W0 01) = 1 = ¥ =€) (1), ) = O ([|ual[ 20,1y + [ (D)) - (8.1.11)

The final step is to show that the boundary terms (u}(T),--- ,u}(T)) can be neglected, as
they are part of the dynamics. Unlike the previous steps, this one does not follow directly from
Bournissou’s work [Bou23b, Proposition 4.19], which was done for r = 1 ; therefore, we will

¢,L

explain the details. We recall that the sequences ¢~ are introduced in Definition 5.1.1 and the

quantities w; and v; are defined in (8.1.1).

Proposition 8.1.4. For every T > 0, u € L*((0,T),R)", u satisfying (H)conv, (H)reg, (H)nun
and (H)pos, the following error estimate holds, as [|u1l| oo ) — 0,

> [t ()] = 0 (VT llwillao,ry + (T 0 01) = 1 (D) 20,1 ) - (8.1.12)
/=1

,
Proof. Let (ay)eqi,] € R" be such that, for all j > 1, Zagmggol,gpj) = 0. Then,
=1

+00
. Lt k. k—1 LL k-1 k
E Cor = E agong (cj Wiy = wj I/j>:0—0.
£,Le(1,r] £,Le[1,r] Jj=1

For all 1 < ¢ < L <r, one has by definition,

0L
Cor = —apapyg), -

Moreover, if 1 < L < /¢ < r, using Corollary 8.2.5 with p =k — 1 and v = 1, one has

Lt Lt Lt
Co,L = BoVar oWk — BiValo1 = —Vof—15
using (H)pun. Thus, we obtain g(aq, - -+ , ;) = 0. Using (H)pos, one has (a1, - ,a,) = 0. Then,
(((Mcpl, ¢j>>1>1>ge[[1 I is a linearly independent family. Consequently, there exist ji,---,7j, €
> -
N*, pairwise distinct, such that M := ({ueep1, ijn>)(e,n)e[[1,r]}x[[1,r}] € GL,(R). Then, using the re-
mainder estimate (8.1.10), the expansion of the linearized system given by (8.1.3), an integration

by parts and Cauchy—Schwarz’s inequality, one finally gets, for all j > 1, as [[u1|| (o 1) = O,

(W(T5u,00) = (1), 56™T) =i 7 (espr, 30l (T)
e(1,r]
+0 (lurlF2 0y + lua (DF + VT il 20,1 -

Focusing on j € {j1,--+ , jkr}, we obtain

M(ui(T)) = O <||U1H%2(O,T) +[un (T + VT luill 20,1y + 10(T5 u, 01) — 1/)1(T)||L2(0,1)) :

As M is invertible and [lu1| g ) — 0, one obtains the desired result. O
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Using (8.1.12) in (8.1.10) and (8.1.11), we finally obtain the following error estimates on the

linear/quadratic expansion of the solution.

Corollary 8.1.5. For every T > 0, u € L*((0,T),R)", u satisfying (H)conv, (H)reg, (H)nuns
(H)pos Cmdp € N*7 one ha37 as HuluL‘X’(O,T) - 07

(W(su 1) =91 =) (T),0p) = O (HU1HQL2(0,T) + [T u, 1) — wl(T)H%?(o,n) , (8.1.13)

(W(5u,01) =1 =¥ =€) (T)) =0 (Hulﬂ?iz(o,T) + [9(T5u, 01) = ¢1(T)||?i2(0,1)) . (8.1.14)

8.1.3 A new expression for the quadratic expansion

The purpose of this section is to show the following proposition, which has already been

proved in [Bou23b, Proposition 5.1] for £ = L with some minor adaptations required here.

Proposition 8.1.6. Let T >0, 1 </ < L <7 and f,g € L*((0,T),R). If (H)conv and (H)nun
hold, then,

%<F7{7L(fag) +]:7g,e(g’ f)) (-1 ’““vﬁ,f 1/ Jr(t)gr(t) cos(wi (t — T))dt

k (8.1.15)
+0 (Z (’fp(T)’2 + \gp(T)|2> +T H(fm%)\%?m,ﬂ) :
p=1
We first prove the following lemma.

Lemma 8.1.7. Let n € N and H € C>*(R?,C). There exists a quadratic form S, on C3" such
that for all T > 0 and f,g € L*(0,T),

T t
10 ([ e nar)ae= =32 [ a0 o5~ e e
n_ T . t
=30 [ ha0ores i nae+ / 70 / (PR O3 H (2, 7)dr )
=170 0 0
+Sn (fl(T)a e 7fn(T)7gl(T)7 e 7gn(T)7 Cg(g)’ T T?—l(g)) )
T
where C(g) ::/ gn(T)OVOL H (T, T)dT.
0
Proof. We prove this lemma by induction on n € N. It holds for n = 0 with Sy = 0. Assume that

the result is true for n € N, fixed. Let H € C2"*D(R2,C), f,g € L'(0,T). With an integration
by parts,

/0 i fn(t) < / t gn(T)a?agH(t,T)dT) dt = fny1(T) /0 ! Gn(T)OROH (T, 7)dr
/ Tra(t < ()093 H(t,1) + / tgn(7)6?+lagH(t,r)dT> dt.
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Another integration by parts finally leads to

[ 50 ([ nmiarasace.riar) at = fus(0)Ci0) - [ fraOnrog s
- / Fort1 (0gas (OO H (2, ) + / fusa (1) ( / gn+1<7>a?“a;l+lﬂ<m>df) dr.
0 0 0

A final integration by parts finally gives CJ'(g) = gn41(T)H05H(T,T) — Cpt(g), for all p €
[0,7n]. Using the induction hypothesis, we obtain the result. O

Thanks to this lemma, we are now able to prove Proposition 8.1.6.

Proof of Proposition 8.1.6. Let T'> 0 and 1 < ¢ < L < r. Using (H)conv, one has Hy 1, Hr ¢ €
C?*(R2%,C). First, note that for all p € [1, k], for all ¢ € [0, T],

O O (Hpy — Hep) (t1) = (~1)P x|

(8.1.16)
VOB H (1, t) — O0OL Hy p (8, 1) = i(—1)Per(mTALL

Let f,g € L?>((0,T),R) and p € [1,k]. With an integration by parts,
T
| for g0 et )t = f(T)g(T)OF 0 Heo(T. )
T T
= [ g (00005 Hua(t 0t = [ f(019y(0) (K05 + 0 8) Hi et ).

Then, applying Lemma 8.1.7 with f — g, g — f, Hr ¢ — H, k — n and using the last equality,

one gets

t k
/0 o) ( /0 F(r)Hy o, T)d7> =3 /0 ! Fo(B)gp1 (DO BV (¢, t)dt
p=1
+ Z/ Fot)gp(t) YO8 H  o(t,t)dt + /OTgk(t) </Ot Fe(T)O 05 H (¢, T)d7> dt  (8.1.17)

k
+0 (Z (15D + lap(T)F) + T |rfk||%z(o,T>) -

p=1

To estimate C’I’f( f), we used the boundness of Hy , and the Cauchy-Schwarz’s inequality. Ap-
plying Lemma 8.1.7 again with Hy;, — H, k — n, using (8.1.16), (8.1.17) and the assumption
(H)pun, one gets

. T 4
(—1)k+1eleT (sziL(f’ g) + ‘/_-‘Ylj’e(g’ f)) _ i’}é}f_l /0 fk(t)gk(t)ezw;(tdt

400 T ' |
+;wﬁf/o e (C?Lfk(t) (/Ot gk(T)eijdT> + el g(t) (/Ot fk(T)eijdT)) dt
k
(Z (‘fp )|+ lgp(T)] ) +TH(fk7gk)H%2(0,T)) .
p=1

Using the Cauchy—Schwarz’s inequality and taking the imaginary part, we obtain the result. [
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8.1.4 Vectorial relations

The equations (8.1.6) and (8.1.15) give a quadratic expansion of the solution to (2.1.1).

We then estimate the boundary terms |u}(T)|? that appear. To do that, we need the following

lemma, which is an equivalent in the infinite-dimensional case of Lemma 7.2.4.

Lemma 8.1.8. Assume that the hypotheses (H)conv, (H)nun and (H)pos hold. Then, the fol-

lowing family is R-linearly independent in CN

((<”wl’ ‘Pj>(_iwj)p)j21> (p,£)€[0,k—1]x[1,7]

Proof. We use a proof technique similar to Proposition 8.1.4. By contradiction, assume that

there exist <ap:£)(p,€)€[[0,k—1]]X[[l,r]] € RF*7\ {0} s.t.

Vi > 1, oY apelpeer ) (—iwi)P = 0.
pe[0,k—1] £€]1,r]

Let lp := max{p € [0,k —1]; (ap1, - ,p,) # 0}. By hypothesis, the following quantity is zero
+o00
Z Z oy aq,L(—i)“q Z ( C]L,Kw;o—i-k—lo V]q—&-k:—lo—l . cﬁ,Lw?-i-k—lo—lV?-i-k—lo) —0.
¢,Le(1,7] p,g€[0,lo] J=1

We will denote this quantity by 3> pep ) Cr,r- Let v := (vj);>1 be a sequence of real numbers

and m,n € N. Subject to convergence, we define

+o00 400

m,1 - . m4k—=lg ntk—lp—1 m,n L  mAk—lo—1, nt+k—ly

R{""(v) == E Vjw; v; and Ry (v) = E Vjw; v; .
Jj=1 j=1

By definition of Ry and Ry, one has, forall 1 </ < L <,

lo lO
l .
Cor = Z O‘P:ZO‘ZLL(_1)p+1727(§+k—10)—1 + Z ap,fo‘q,ﬂ_l)pﬂ (R]l)’q(CL’[) - Rgp(CZ’L)) .
p=0 p,q;&
p#4q

For all p € [0,lp — 1], for all ¢ € [p+1,1p], Corollary 8.2.5 withg—p—1—vand p+k—1ly —p
gives
) N N L,L
leq(cL ) — RIP(c L) € Span (’72(p+k—l0)+r’ rel0,gq—p-— 1]]) CR.

Moreover, 2(p 4+ k — lg) +r < 2k — 2. Using (H)pun, this sum is zero. Finally, for all p € [1, o],
for all ¢ € [0,p — 1], Corollary 8.2.5 withp—g+ 1 —vand g+ k —1lyp — 1 — p gives

B ) ) 5 Z,L
R‘i’q(cL £> . Rgp(ce L) € Span (72(q+k7l071)+r7 rel0,p—q+ lﬂ) .
Similarly, 2(¢ + k —lo — 1) + 7 < 2k — 2 so this sum is zero by (H)pun. Finally,

Cor, = aggpagy,r(—1)0H 50 (8.1.18)

149



Partie III, Chapter 8 — Quadratic obstructions to STLC for the multi-input bilinear Schridinger equation

With similar computations, we prove that forall 1 < L < /¢ <,
L/t
Cor = ey, (—1) . (8.1.19)

As 3 e Cor =0, (8.1.18) and (8.1.19) lead to

r 2
«
, 0,0 0L )
Y2k—1 + Yok -1 X, L = 0, e Q(alo,l’ T valo,r) =0.
2
/=1 1<l<L<r

Using (H)pos, (O‘ZM)EE[[LT]] = 0. This is a contradiction with the choice of . We then obtain the
result. O

Remark 8.1.9. The proof of Lemma 8.1.8 may seem a little mysterious at first sight, but there
s a strict analogy with the result proved in the finite-dimensional case — see Lemma 7.2.4. Note
that, if u € C°((0,1),R)", then using Lemma B.2.1,

VI<{<r, 0<p<k-1, (<N€‘Pl»@j>(_iwj)p)j21 =’ (<@€1(/‘4)S@1a @j>)j21 :

Consequently, we proved that the family (@i(w)gpl)(pe)e[[o k1] x[1,7] is linearly independent.
This is the same family as in the finite-dimensional case. Indeed, in Chapter 7, we consider

() (p,0)e[0,k—1] x[1,7] € RFXT scalars, not all zero, such that

Bei:i= > Y apiPad(u)er =0.
pe[0,k—1] £€[1,r]

Then, we define ly := max{p € [0,k — 1]; (ap1,---,0pr) # 0}. As Bpi = 0, one has
{@Z_lo_l(B),@Z_lo(B)} w1 = 0 and we expand this term. Actually, this is exactly what we

did in the proof of Lemma 8.1.8, in a disquised way, by not assuming regqularity on py since

Y Cpp=- {@271071(3)7@240 (B)} 1.
¢, Le(1,r]

8.1.5 Closed-loop estimates

Using Lemma 8.1.8, we can now estimate the boundary terms, as stated in the following

proposition.

Proposition 8.1.10. Assume that (H)conv, (H)reg, (H)nun and (H)pos are satisfied. Then, as

lull oo 0,0y = 0,

S |ub@)] =0 (lulliem + VT lukl 2oy + 19750, 01) = 0 (D) 20 ) -

pE[Lk] Le[1,r]
Proof. By Lemma 8.1.8, there exist j1,--- , jrr € N, pairwise distinct, such that
M = (<:U’€§017 (pjn>(_iwjn)p)((p’€)7n)eﬂo,k_1ﬂXIILrpH)([l’TkH S GLIC’I’(C)

Then, using the sharp remainder estimate (8.1.13) and the expansion of the linearized system
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given by (8.1.3), one has for all j > 1, as [Ju1| e (o) = O,

. r T )
(0T 01) = (D), pje ™) =i > (e, ¢j>/ u (e t=1dt
(=1 0
+0O (IlulHiQ(o,T) + (|9 (T; u, 1) — ¢1(T)|y§2(071)) ,

Using integrations by parts and Cauchy—Schwarz’s inequality, one gets, for all j > 1,

<T/J(T§U7¢1)—¢1(T)a@j€_iA1T>:i Yoo > (e, i) (—iw g (T)

pe[0,k—1] L€[1,r]
+0 (HUIHQL2(O,T) + \/THUICHLQ(O,T) + [(T5u, 01) — 77/’1(T)”%2(0,1)) :

Focusing on j € {j1,-- -, jkr}, we finally obtain

M (up(D)) peqrag = O (Il 200y + VT llurl 2oy + 1 (T30 01) = 01(T) 20,19 -
Le(1,r]

As M is invertible, one obtains the desired result. ]

8.1.6 Interpolation inequality

In this paper, we expand the solution to the Schrodinger equation (2.1.1) to the second-order
term. The remainder term is given by (8.1.14) and is estimated as O (HUlH%Q (O,T)) . The purpose

of the following lemma is to compare this error term with the drift size ||U]€||%2(0 )"

Lemma 8.1.11. Assume that k > 2. There exists C > 0 such that, for all T > 0, f €
H?*=3((0,T),R),

1Al 200 < C (LT3 1 fllor-s oz | el 220y -

Proof. We apply the Gagliardo-Nirenberg interpolation inequalities — see [Gag59; Nir59] — with
j=k—1,1=3k-3, a—l p=qg=1r=s=2et p= f to obtain

11220 < C [ £

s eIz + CT 26 a2y -

Moreover,
k
HukHLz 01 <T HU||L2 QT) HUHH% 3(0,T) -

Thus, we obtain the desired result. O

8.1.7 Proof of the drift

We prove Theorem 5.1.6 as a consequence of the following more precise statement.

Theorem 8.1.12. Let k, K,r € N*, p be functions satisfying (H)conv: (H)reg: (H)tin, (H)nun
and (H)pos- If k > 2 (resp. k = 1), there exist C,T* > 0 such that for allT € (0,T*), there exists
n > 0 such that for all u € H?**73((0,T),R)" (resp. u € L?((0,T),R)") with lull ge-s0,m) <1
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(resp. Hu1||L°°(O,T) <n),

(=1 sgn(vd_)S (W(T5u, 1), prce™™T) > Cllugl|7z = C[9(T5 0, 1) = (D32
(8.1.20)

Remark 8.1.13. Theorem 8.1.12 shows that there exists 0 < R < 1 such that the following
targets cannot be reached by the solution to (2.1.1)

V6 e (0,R),  vyi=(VI— %01 +i(=1)Fsgn(nd_)dpx ) e ™M
Indeed, if there exist controls u such that (T u,p1) = 1y, the equation (8.1.20) leads to
—6 > K |lug| 7200y — 2K (1 — V1 - 6%) > —2K 4.

This is impossible when 6 — 0. Thus, we obtain Theorem 5.1.0.

Proof of Theorem 8.1.12. Using (H)j, and the remainder estimate (8.1.14), the quadratic ex-

pansion of the solution gives, as [|u1 /[ 7.0 (g 1) — 0,

S (U(Tiu, 1), e ™) = SET), oree™T) + O ([[ualf3z + [(T5u, 1) = G1(T)[32) -

Using (8.1.6) and Proposition 8.1.6, one gets
, T
SW(Tiusn). e ) = (D [ glun(t)) cos(un(t — T)de
0

+0 ( Yo > (P + T uslliz. + lullzzmy + 19(T5w, ¢1) —1/11(T)||?£2(o,1)> '
pelLH] eelLr]

We use Proposition 8.1.10 to estimate the boundary terms. We obtain, as ||u1HLoo(O7T) — 0,

, T
S (W(T5u,01), prce™ ™M) = (—1)’““/ q(ur(t)) cos(wr (t — T))dt

0 (8.1.21)
+0 (T lurll 720y + 1220 + 19T u, 1) — U}l(T)H%z(o,l)) :

Let T* := 22— if K # 1, T* = 400 else. Let T' € (0,7*). By (H)pos and Remark 5.1.4, there

3wk

exists Cy > 0 such that sgn(y3,_;)g(a) > 4Cs l|a||?, for every a € R". Thus,

T
sgn(13;1) /0 g(uk(t)) cos(wic (t — T))dt > 20 [|ug |20 1 - (8.1.22)
First obstruction — k = 1: using (8.1.21), we immediately obtain
i T T
S (W(Tsu 0, e ™) = [ qun(t) cos(wrc(t = 1))t
2 2
+0 (T + lwall poe o,y ) 07 20,1y + 19(T5 0 01) = 1(D)3201)) -

Then, there exist C1,T) > 0 such that, for all ' € (0,77), there exists 71 > 0 such that, for all
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u e L*((0,7),R)" satisfying [[uall oo o7y < 1,

, T
S ((Tsu 0, ome™T) = [ glur (1) cos(uone(t = Tt

<y (T + ||U1HL°°(0,T)) ”u1||%2(07T) + Oy Hw(Ta U, 901) - ¢1(T)||%2(0,1) :

We fix Ty := min (Tl,T*, %) and 7 := min(n;, 2%1) This equation together with (8.1.22)

conclude the proof.

Other obstructions —k > 2: using the interpolation inequality proved in Lemma 8.1.11 in (8.1.21),

one gets, as [|u1| oo 1) = 0,

, T
%<1/J(T;U, 901)790K67M1T> = (—1)k+1/ q(uk(t)) cos(wg (t — T'))dt
0
+0 ((T + (1 + T %3 [[ull gr2e-30,7)) ||Uk‘|?:2(o,T) + [ (T5u, 1) — 1/’1(T)H%2(0,1)) :
Then, there exist C1,71 > 0 such that, for all ' € (0,7}), there exists 71 > 0 such that, for all

u € H*3((0,T),R)" satistying u1l g o) < 1,

, T
S (T 1), pre™T) = (<15 [ gun(t) cos(wnc(t = T))at

(8.1.23)
<O ((T+ (T3 fullgran-s o) sl 3200 + [9(T5, 1) = 01(D)fF20. ) -

Let Ty := min (Tl,T*, :,%1) For all T' € (0,T%), we define n := min(1n, 3%1, 3%IT%’?’). Then,

for all w € H*3((0,T),R)" with [wll gr2s-3 0,7y < 1, the estimate (8.1.23) leads to

} T
S ((Tsu 1), e ™) = (<1 [ gun(t) cos(wrc(t = 7))t

<Gy HukH%Q(O,T) + C1{[9(T5 u, 1) — 7111(T)||%2(0,1) :

This equation together with (8.1.22) lead to the desired result. O

8.2 Postponed proofs

8.2.1 Existence of p4,-- -, u, verifying the hypotheses

Theorem 8.2.1. Let k, K,r € N*. There exist pi,--- , pr satisfying (H)reg, (H)conv, (H)iin,
(H)null and (H)pos-

We use arguments very similar to those developed in [Bou24; Bou23b; Ghe25b]. That is why

we will only give a proof skeleton for r = 2.

Ideas of proof. We prove more precisely the existence of p1, p2 € C2°(0, 1) such that the previous
assumptions are satisfied. If p1, po € C2°(0,1), (H)reg is already verified. This is also the case
for (H)conv by Remark 5.1.2. In Chapter 6, using a trick that divides function supports into two
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parts, we have explained how to guarantee the existence of functions i, pu2 € C2°(0,1) so that

the following equalities hold

(h11, oK) = (p2p1, 0K) =0, (8.2.1)
VI<p<2%k-2 VI<{<L<2 ~5t=0, (8.2.2)
Yoieq =0 (8.2.3)

As a consequence, (H)j, and (H)pyy are satisfied. Moreover using Remark 5.1.5, as ’751}2—1 =0,

the assumption (H)pes becomes

1 2
Yak—1V2k—1 > 0.

Then, we want to guarantee that (8.2.1), (8.2.2), (8.2.3), va,_; > 0 and 73,_; > 0 can be satisfied
simultaneously to conclude the proof. This is what Bournissou did in [Bou23b, Theorem A.4].

By adapting her method to our setting, we obtain the claimed result. O

8.2.2 Some series expansions

We recall that w; and v; are defined in (8.1.1).

Definition 8.2.2. Let a := (a;j)j>1,b := (bj)j>1 be sequences of real numbers and | € N s.t.
2 2 LN (I ot
(ajj )]21, (bj] )j21 € (1 (N*). We define v(a,b) :—jz_:l (ajwj v; —bjw; )

Remark 8.2.3. We recall that ’yf;’L is specified in Definition 5.1.5. If (H)conv holds,
VO<p<2k—1, 1<L<L<r, bl =g (b0 ).

Lemma 8.2.4. Let v € N. There exist coefficients (Blu)le[[o ) € Z"+! such that, for every p € N
+oo

and a = (a;j)j>1,b:= (bj)j>1 € RN" wverifying Z laj| + [bj]) 72T < oo,
j=1
+o00 v
S~ (a8 = b ) = 37 B (1) g (0, b) wi!
j=1 1=0

Proof. We prove this statement by induction on v € N. Initialisation. For v = 0, the desired

equality is true by definition with 8) = 1. For v = 1, one can notice that wy — vj = wj. Then,

+oo

Z (ajwpﬂué? WP P+1) Zaﬂ P(wi — v)) Z b w P(wi — wj)

Jj=1

= wKsz(a, b) — vop+1(a, b)-

We obtain the result with 8 = 81 = 1. Induction step: assume that the result holds for v and
+o00

v+1. Let p € N, (a;);>1, (bj);>1 € RN be such that Z laj| + |bj]) J 2@p+v+2) < 400, Using the
J=1
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same strategy,

—+00 —+00
L ptvt2op g poptvE2Y L ptv+lop o ptrtl

Z (a]wj v; b]wjl/j —wKZ a;jw; v; bjwjl/j
Jj=1 Jj=1

+oo

Y PV (b1 PPV
— Z ((ajwjyj)wj v; — (bjwjv;) wiv; ) .
Jj=1

We use the equality 2,4 ((ajwjl/j)j>1 , (bjwjuj)j>1) = Ya(p+1)+1(a, b) and the induction hypoth-
esis to obtain the result, with Bl”” = l”“ — B 5. O

Corollary 8.2.5. Assume that (H)conv holds. Let v € N, there exist (BZV)ZEIIO o (5;/)le[[0 ) €
Z"+ such that, for every p € N satisfying 2p +v < 2k — 1, for every 1 < < L <,

+oo v
GLL ptv.op L p ptv) _ vi N\ 6L v—l
Z(Cj W) — e BT ) = 3 B (1) g
j=1 1=0
“+00 v
Z LA ptvyp  LL p ot Z 51/(_1)1 LL vl
et B B e G R ! Yop+i¥K -
j=1 1=0

Moreover, 3} = g1 = 1.

Proof. The first point is a direct consequence of Lemma 8.2.4 with a = ¢“* and b = ¢f. The

second one can be proved in the same way (induction). O

Remark 8.2.6. Assume that py, -+ ,pur € CX(0,1) so that (H)conv holds by Remark 5.1.2.
Then, for all p,v € N with 2p+v <2k —1, for all 1 < ¢ < L <r, a bracket computation gives
= (L Lt
(lad? (1), ady™ (o)1, o) = (1) 3 (Pl ol — e fwtl ™) (8.2.4)
j=1

Using (8.2.4) and Proposition B.2.3, the first expansion of Corollary 8.2.5 can be written

([ (), ady™ (ur)lipn, o)

41 ]
= a0 (ady (a3 wmi“”(m}) oropic).
[=0

Thus, Corollary 8.2.5 is the equivalent of Lemma 7.4.6 in the infinite-dimensional case. More-

over, the sequences defined in Corollary 8.2.5 and Lemma 7.4.6 are the same.
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ANNEXE A : SOME IDEAS ABOUT THE PROOFS OF THE REPRESENTATION FORMULA OF
THEOREM 1.6.17 AND COROLLARY 1.6.18

We consider the formal differential equation

y(t) = y(t) (Xo + ZZ; ue(t)Xe> , (A01)

whose solution is a formal series valued function y : Ry — A(X) — see [BLBM23, Section 2.2].
By [BLBM23, Section 2.4, Theorem 41], for every ¢ > 0, there exists Zoo(t; X, u) € £(X) such
that

y(t) = exp(tXo) exp (Zoo(t; X, 1)) . (A.0.2)

If B C Br(X) is a Hall set, there exists a unique family (1,)pep of maps Ry x L} (R+,R)"” — R,
called coordinates of the pseudo-first kind associated with B and they satisfy the announced
homogeneity properties in (1.6.3). Moreover, by [BLBM23, Section 2.5], for every ¢ > 0 and
u € LY((0,t),R)", .
y(t) = Heéb(t’u)b. (A.0.3)
beB
Let B be a Hall set as in Proposition 1.6.22. We deduce from (A.0.2), (A.0.3) and the maximality
of Xj in B that

%
oxp (Zoo(t: Xyu)) = [ 0P,
beB\{Xo}
By applying the multivariate CBHD formula [BLBM23, Proposition 34] to this expression, one
obtains 1, = & for every b € By and for every b € B,

no(t,u) = &(t,u) + % D 8169 1 (1), (¢, 1)

where the sum is indexed by the set {b; > by € B1; b € supp(b1,b2)} and dy, 4,) denotes the
coefficient of b in the expansion of (b1, b2) on the basis B. We recall that the support is introduced
in Definition 7.1.6. In particular this sum is finite and involves only elements by,bs € By such
that no(b1) + no(b1) = no(b).

The estimate (1.6.7) is proved in [BLBM23, Proposition 161]. The transition from Theorem
1.6.17 to Corollary 1.6.18 is made by Lemma C.0.1. The absolute convergence is proved in
[BLBM23, Proposition 103] and relies on [BBM22, Theorem 1.9].
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ANNEXE B : LIE BRACKETS FOR THE SCHRODINGER EQUATION

B.1 Definition of Lie brackets in infinite dimension. . . .. .. ... ... 161

B.2 Computation of Lie brackets for the Schrodinger equation . .. .. 162

Let ;1 € L?(0,1). We recall that A is the operator defined in (2.3.1) and we define B as the
multiplication operator by u in L%(0,1).

B.1 Definition of Lie brackets in infinite dimension

Lemma B.1.1. Let k € N, p € W2%°°(0,1) with all its derivatives of odd order less than or
equal to 2k — 3 that vanish at the boundary. Then, for all ¢ € H(on) (0,1), @]j‘(B)go is well-defined
in L*(0,1). Moreover,

adf(B)p = > afu* W),

with the definitions of the scalar (af)o<i<) given in (6.4.1).

Proof. We prove this lemma by induction on k. The case k = 0 is immediate, because B is an
operator on L?(0,1) when pu € L>(0,1). Assume that the result is true for a fixed k. We consider

p € W2k+2:20(0,1) such that p2+1 (o3 =0for 0<I<k—1. Let pc H(Q(SH(O 1). Then,
1. Ap € H(zok)((), 1), so adk (B)(Ap) is well-defined, by the induction hypothesis.

2. We now prove that ad® (B)y € H, (20) (0,1). By induction hypothesis, one has the equality

ad%(B)p = Zak k=0, Then, one has ad®(B)¢ € H%(0,1). Moreover, for all | €

[0, &],

a. if [ is odd, I = 2i + 1 and u(%_%_l)go(l)‘{o’l} = 0 because 2k — 2 — 1 < 2k — 1 so
1y (2k=2i=1) o1y =0,

b. otherwise, [ is even, p(2¢=0 0 {01} = 0 because | <k and ¢ € H(Q(f)”(o 1).

Then, the bracket is well-defined in L2(0, 1). By induction, we obtain the result.

O

Proposition B.1.2. Let k € N*, u € W‘““*Q"X’(O, 1) with all its derivatives of odd order less
than or equal to 4k — 5 that vanish at the boundary. Then, for all ¢ € H(?’Ok)fl(o, 1) the operator
lad®~1(B),ad¥ (B)]y is well-defined in L*(0,1).

Proof. Let ¢ € H(?’é“) 1(0,1). Then ¢ € H(O)(O, 1) so ad¥(B)y and ad® ! (B)y are well-defined
by Proposition B.1.1 and one has to prove that
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Partie IV, Chapter B — Lie brackets for the Schridinger equation

k—1

1. ad® "1 (B)y € H(Qé“)(o, 1). One recalls that ad% ' (B)p = Z a;‘:_lu(%_l_m(p(l). According
=0

to the regularity of ¢ and u, this expansion gives @]Z_l(B)go € H?:(0,1). Then, using

Leibniz formula, for all j € [0,k — 1], [ € [0,k — 1],

(2k—1-2) (1)) I, (2 (2k—1—2+44) _(14+2j—i)
(“ v ) =2 ;- @ :
i=0

Each term of this sum vanish at x = 0, 1. Indeed,

a. if i and [ have the same parity, [+2j—iis even and [+2j—i < k—1+4+2(k—1) = 3k—3

SO (p(l-‘er—i) ‘{0’1} — 07
b. otherwise, 2k — [ —2+iisodd and 2k — 1 —2+¢ <2k —2+27 —1 < 4k -5 so
(212 i) oy = 0.

2. ad®(B)y € H(20k)72(0, 1). This is proven in the same way as point 1.

Consequently, the operator {@2_1(3), @ﬁ(B)} is well-defined in L2(0,1). O

Then, if 2|2 | —3 < p—1, Proposition B.1.2 ensures that the brackets in (3.2.1) and (3.2.2)
are well-defined in L?(0,1).

Proposition B.1.3. Let k € N, pj,ue € W%"X’(O, 1) with all their derivatives of odd order

k41
less than or equal to 2k — 3 that vanish at the boundary Then, for all p € H(koﬂ 2 J(07 1),

k41

k
ad, * J(Bl),@}fJ(Bg) ¢ is well-defined in L*(0,1).

This proposition can be proved in the same way as the previous one. Similarly, if n—2 < p—1,
the brackets in (3.2.3) are well-defined, thanks to Proposition B.1.3.

B.2 Computation of Lie brackets for the Schrodinger equation

Lemma B.2.1. Let k € N and p € W?*°°(0,1) be such that p2+1 (00} =0 for0<I<k—2.
Then, for all p,q € N*,

<@§4(B)<va <Pq> =(A\p — /\q)k (Hpp, Pq) -

Proof. Let k € N. As ¢p, ¢4 € H(20k)+2(0, 1), one has

(ad§™ (B)p, 4) = ([adi(B), Algps ) = ((Apla — A)ad’i (B)pp, 4 ) -
Using the symmetry property of A,
(ad™ (B)gp, ) = (adi(B)gp, Mpla — A)pg) = (N = Ag) (adii(B)gp, 04

Moreover, the result in true for £ = 0. An induction concludes the proof. O

162



B.2. Computation of Lie brackets for the Schridinger equation

Proposition B.2.2. Let k € N*, K > 2 and p € W*=2°°(0,1) be such that ,u(m“)‘{()’l} =0
for 0 <1 <2k —3. Then,

(lad'(B),ady(B)lp1, pi ) = 2(—1)" A}

Proof. By definition,
kgl = k k = k k
2(-1)"A5 =D i\ = M) TR =) = D6y = M) (A = AT
j=1 j=1
Using Lemma B.2.1, we obtain
+00
> ((ad (B)gs, 1) (adi(B)or, ;) — (adfi(B)gs, 1) (adli (B)or, ;) ) -

J=1

Using the symmetry of the operators, we get

2(~1)F AL = (1)1 (ad ! (B)gpr,adk (B)ex ) + (—1)F! (adk (B)er,ad ! (B)gxc )

Then,
2(~1)F A} = — (ad'y(B) (ad (B)¢1 ), o) + (ad' 7 (B) (ady(B)gr ) o ) -
Finally,
2(=1)" A} = ([ad 7 (B), adh (B))e1, ok )
This equality concludes the proof. ]

Proposition B.2.3. Let k € N, K > 2 and p1, iz € W25°(0,1) such that p;?+1 {013 =0 for
0<I<k—2andiec{l,2}. Then,

<

Proof. Using Lemma B.2.1, we notice that

k41
ad *

(Bl)ﬁidg;J(Bﬂ} <P1,SDK> = (—1)k’Yk-

k+1
|55

Ve = io <<adA

k
J(Bl)QOK» 90j> <ad,L42J (B2)j, 901>
7=1

_/.qls] ‘ L5 ,
&A (BQ)SOKaSOJ @A (B1)(Pj,901

As (¢j)j>1 is an orthonormal basis of L? and thanks to the symmetry/skew-symmetry of the

operator,

k+1 k
7J 5

Ve = (_1)L§J <adIL4 2

k41 LM

k
(B1)or, adl J(Bz)<P1> _(—pl <adgﬂ<Bz>gaK,adA : J(Bl>so1> .
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Once again, using the symmetry /skew-symmetry of the operator,

ki1 k
T = FULQHL%J <[ad}4 2 J(B1),adAQJ(Bz)] 1, SDK> .

This equality completes the proof.

164



ANNEXE C : SOME LEMMAS ABOUT ODEs

Lemma C.0.1. Let § > 0 and z € CY(Bs;R?) be such that ||z, < §. We note z(-;2,0) the
¥ = z(x)

. Then,
z(0) =

solution to the system {

|2(1; 2,0) — 2(0)]| < [|2(0)]| [| Dz, elP?lee.
Proof. This lemma is proved in [BLBM23, Lemma 160]. u

Lemma C.0.2. Let § > 0 and fo, f1, fo : B(0,26) — R? be real-analytic functions, with fo(0) =
0. There exists () > 0, such that, for allTy < T <T1+1, p € B(0,r(9)) and u,v € L>*(T1,T)
with ||ul| ;oo , [|V]| 0o < 7(0), one has

vt e [Th,T], =(T;(u,v),p,T1) € B(0,9). (C.0.1)

Proof. Let C:= sup ||[Dfo(2)|], r(5) :=

z€B(0,9) 6eC <1+i£ﬁ?§ﬂ (fiLoo(Bw,s)))>
u,v € L®(T1,T) with ||ul| ;e , [|0]| e < 7(0). By contradiction, we assume that (C.0.1) is false.

.Let p € B(0,7(5)) and

One considers
T =sup{t € [T1,T), Vs € [T, 1], ||=(s; (u,v),p, Th)| < J}.

The time 7 is well defined. By construction, for all ¢ € [T1,7[, [|z(t; (u,v),p,T1)|| < ¢ and
l|z(7; (u,v),p,T1)|| = 0. Then, for all ¢t € [T1, 7],

t
[=(t; (u, ), p, T1)| S/T 1 fo(z(s; (u,v),p,T1)) — fo(0)[| ds
+ Il + llull oo 1y 1) Hfl”,;oo(m> + [[vll ooy ) Hf2||Loo(m> -

Thus, using the Mean Value Theorem and the Gronwall’s inequality, one obtains, for all ¢ €
[Tb T]?

|2 (t; (u,v), p, Th)]|| < e <||p|| + HUHLOO(Tl,t) HfIHLoo(m) + HUHLOO(Tl,t) Hf2||Loo(B(075))> .
(C.0.2)

Taking ¢t — 77, we obtain a contradiction.

Corollary C.0.3. Let § > 0 and fo, f1, f2 : B(0,20) — R? be real-analytic functions, with
fo(0) = 0. There exists r(5),C(d) > 0, such that, for all Ty <T < Ty + 1, p € B(0,r(d)) and
u,v € L¥(T1,T) with ||ufljeo , [[v||fe < 7(5), one has

[2(T; (u, v), p, T || < C) (llpll + [l (w, 0)[ o< ) -
Proof. Using Lemma C.0.2, there exists 7(§) > 0 s.t. the solution stays in B(0,d). Then, Gron-
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wall’s lemma gives (C.0.2), for ¢ € [T1,T]. One obtains the result. O

Lemma C.0.4. Let 6 > 0 and fy : B(0,26) — RY be a real-analytic function, with fo(0) = 0.
There exists C > 0, ¢ > 0 such that, for allTy <T <T1+ 1 and p € B(0,¢),

|2(1:(0,0),p,T1) — T=TOPLO| < fp|*.
Proof. By definition, there exists h > 0, s.t. for all x € B(0, h),

o) = £o(0) = Do)z < (5 [D*Ao(@)] + 1) . (C0.3)

Let p € B(0,¢) with & = min (r(6),r(h)), where () and r(h) are defined by Lemma C.0.2.
Using the Duhamel’s principle,

HJj(ﬂ (0,0),p, T1) — e(T—Tl)Dfo(O)pH

T
< /T He(Tfs)DfO(O)H | fo(x(s, (0,0),p,T1)) — D fo(0)z(s, (0,0), p, T1)|| ds.

Thank to the choice of €, one can use (C.0.3) and Corollary C.0.3 gives the result

(2 (0.0).p.T0) = T TPRO| < (D21 ()] + 1) (82 PRON .

Lemma C.0.5. Let 6 > 0 and fo, f1, fo : B(0,26) — R? be real-analytic functions, with fo(0) =
0. There exists Cye > 0, such that, for all Ty < T < Ty + 1, p € B(0,¢) and u,v € L*(T1,T)

with ||u| o , [|V]| ;0 < €, One has
(T (u,0),p. T1) = (T (4,0),0,73) = (T3 0,0),p, 71} < € (|l 1t ) + 7).
Proof. By definition, there exists C,h > 0, s.t. for all 2 € B(0,h), k € B(0,6), n € R?
| folw + k) = folk) = Dfo(k)xl| < C =], (C.0.4)

1D fo(x)n = D fo(O)nl| < C'{lz] [Inl - (C.0.5)

Let p € B(0,¢), u,v € L®(T1,T) with |u|l ;e , ||v]| e < €, where € := min ((§/3),7(h/3))
is given by Lemma C.0.2. For simplicity, we use the notations: = := z(-; (u,v),p,T1), Ty, =
z(+; (u,v),0,T1) and x), := 2(+;(0,0), p, T1). Let 2 := & — zy,, — z. By definition, z is solution to

the following affine system

2= (fo(z + Ty + Tp) = fol@uw +2p)) + (fo(Tuw + 7p) — fo(Tuw) — folzp))

(C.0.6)
+u (f1(z + Tup + 2p) = f1(Tuw)) + 0 (f2(2 + Tup + 2p) = fo(Tuo))

with z(71) = 0. Then, we majorise each term of the integral formulation of this equation. The
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first one: using the Mean Value Theorem, for all ¢t € (T1,T),

H/Tt (fo(2(8) + uw(s) + zp(s)) — fo(zuw(s) + zp(s))) ds|| < Ch /Tt 12(s)|| ds, (C.0.7)

with Cp := sup ||[Dfo(z)||. We split the second term as
z€B(0,9)

/Ti [ fo(zuw(s) + 2p(s)) = fo(zuw(s)) = D fo(zuw(s))(zp(s))| ds
+ [ 1D o) () ~ Do) (sl ds + [ 1folap(s)) ~ DAo(0)zp(s))] ds.
T T

Using (C.0.4) with = x,(s), k = 2y (s) or k=0 and (C.0.5) with = x,,,(s) and 7 = z,(s),
the term is bounded by

t t
C [ Nap(s)ds +C [ Np()l ()l ds:
T1 Tl
Then, using Corollary C.0.3 for x,, and x,, one has the following upper bound
CC(e)? pl* + CCe)? [Ip) [l (u, v) |l oo - (C.0.8)

For the third term, once again, using the Mean Value Theorem, for all ¢ € (T1,T),

[ ) (F5) + uas) + 25(9) — Fia(s)) s

T

<0y /T lu(s) (=(5) + 2p(s)) | ds,

with Cy := sup || Dfi(2)|. Using Corollary C.0.3 with x,, one gets
z€B(0,9)

H/Ti u(fi((z+ 2y +p)) — fl(xuv))H < Cy |Jul| oo (/Ti |l2(s)||ds + C(e) Hp”) ) (C.0.9)

Similarly, for every ¢t € (11,T),

t

[0 a4 ) = o) < Callolln ([ I as 4 @), (©0.10)

T T

with C5 :=  sup ||Df2(z)||. Finally, using the estimations (C.0.7), (C.0.8), (C.0.9) and (C.0.10)
z€B(0,6)
in the integral formulation of (C.0.6), one has, for every ¢t € (T3, T),

12O < (C1 + (C2 + C3) [|(u, v)| L) /Ti [2(s)[] ds + (C2 + C3)C(e) [Ip|l [, v) Lo
+CO(e) [lpl* + CC(e)* [Ipll | (, 0) | poc -

The Gronwall’s lemma gives the result. ]
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ANNEXE D : TANGENT VECTOR METHOD

Hermes and Kawski proved in [HK87, Theorem 6] that for single-input control-affine systems
of the form 2/ = fy(x)+uf1(z), if for some Lie bracket V of fo and f1, V(0) is a tangent vector in
the sense of Remark 3.3.3, then [V, fo](0) is also a tangent vector. The purpose of this appendice
is to extend this property with the definition of tangent vector introduced by Bournissou and
recalled in Definition 3.3.2. This fact has already been observed and manually proven in [Bou24]

for the bilinear Schrédinger equation with one control.

Proposition D.0.1. Assume that there exists b € Br(X) such that f,(0) is a small-time
continuously approximately reachable vector associated with vector variations Z(T) such that

||'HL<><>(0 ) < [l .- Then, fy,x,)(0) is a small-time continuously approzimately reachable vector
2TDfo(0) _ |
. . . C T Ty ¢fT>0
associated with vector variations T € [0, +00) 2T .

D f0(0)£5(0) ifT=0

Proof. Let p > 0, (ta)ae(—p,p) be the family of controls associated with the vector f;(0). By
definition, there exists a continuous map = : [0, +o0o[— X with Z(0) = £ such that for all T" > 0,
there exist C, s > 0 such that,

Vae(—p.p).  [#(Tiu0,0.0) ~aE(D)|lx < Clal™**  with  [uallp, < Clal"

Then,
z(2T5 ua#07,21),0,0) = = (QT; Orr 277, (T Ua,0,0)7T) :

Thus, by Lemma C.0.4,
22T wa#0pr7,0,0) — ae™POZ(T)|| < |[|e™PoO || |l2(T; ug, 0,0) — aZ(T) | + Claf?.
Finally,

|7 vatOprm, 0,0) — e ™PROST)|| < Clal'*.

Using the same strategy,
(3T ua #0pr oy #ug, 0,0) = @ (T5ug, (275 ua#0pr,217, 0,0),0)
We use Lemma C.0.5 to obtain

z(3T; ua#0( 2 #up, 0,0) = 2(T;up,0,0) + = (T; 0, 2(2T; ua#0(7,277, 0,0), 0)

+0 (Hx(QT;Ua#O[T,QT},O,O)HQ + Hx(2T;uo¢#0[T,2T}7070)H HUﬁHLoo) :
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As [l < |-l g,.» one gets
2 (3T; ua# 07 21 #up, 0,0) = 2(T5ug,0,0) + (T; 0, z(2T; ua#0(7,217, 0, 0), 0) + O(Ja|tT#).
As in the first step, Lemma C.0.4 leads to
chrﬂxxejxua#oggﬂ,aoyo)—«ﬂbﬂﬂmxazxua#ogzﬂ,moﬂ]g(ﬂaﬁ+5

Thus,
w35 watOpr a1y #u5,0,0) = (e 4 81,) E(T) | < C(a, B)[ .

We choose a = 55, 3 = —a, to obtain: for all z € (—p, p),

l2(3T; vz, 0,0) — 2h(T)|| < C2]**,

e2TDfo(0) _ 1.
. £ Ty #T >0
with v, = u_z #0ror#u—z. and h: T € [0, +00) = oT
D f0(0)£5(0) ifT=0
that ||v.|] < C|z|°. One easily checks that h is a continuous function. Finally, as fo(0) = 0,

. Note

fi6,x0)(0) = Do(0) £(0).

We obtain the result. ]
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ANNEXE E : SOME ELEMENTS ABOUT LINEAR AND QUADRATIC MOMENT PROBLEMS

The interested reader may refer to [BL.10, Appendix B] for an introduction to solving trigono-
metric moment problems. The purpose of this appendix is to generalize this result to the case of
systems with two controls. To prove the main result of Chapter 3, one might attempt to carry
out both steps simultaneously, i.e. controlling the linearized system and the dominant part of
the quadratic term. The proof is ultimately written differently, but this approach led to the
following result.

In this appendix, (H, ||-||) is a separable Hilbert space over K =R or C and (§;);ez a family
of vectors of H satisfying &; # 0 for every j € Z.

Lemma E.0.1. Let 0 = (§;)jez be a Riesz basis of Span(0) and g € H \ Span(f). Then,
0 = ((&)jez,9) is a Riesz basis of Span(§’).

Proof. First step : let us show that €’ is minimal. Assume that there exists jo € Z such that
&jo € Span((&5)jez\(jo}>9)- Then, for every n € N*, there exists ¢y, € Span((&;);ez\(jo}>9) s-t-

, (E.0.1)

S|

160 — #nll <

with ¢, = Z i€+ Ang where (c?) j€z\{jo} is a scalar sequence with finite support and A,, €
j€Z\{jo}
K. If there exists ng € N* such that for all n > ng, A, = 0, then one has &j, € Span((§;)ez\ (jo1)-

This is impossible because 6 is minimal. Therefore,
#{neN*, X\, #0}=+c0.

Let (Ay(n))nen+ be a subsequence satisfying Ay ,) # 0 for every n € N*. Noticing that for n large

enough,
1 n 1 d(&jo, Span((§5)jez\(jo}))
P‘lﬂ(n)’ > m Z C;b( )5] o 5]0 - w(n) > J0 5 HgJH J€Z\{jo} = d,
J€Z\{jo}

we finally obtain by (E.0.1) that, for n sufficiently large,

. v(n) 1 1

| PR
Au(n) ( e o) Apy(n) — nd

Thus, g € Span((§;)jez), this is a contradiction.

Second step : We show that

J‘SpT(G’) : f c Span(@’) — ((f, fj)jEZa (f,g)) € ZQ(Z, K) x K
is an isomorphism. Because the family 6 is minimal, we can consider {(¢);cz, ¢’} the biorthogonal
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family to 6 in Span(6’). Notice that J‘Sme(Q) is an isomorphism, because 6 is a Riesz basis. Let
-1
((d))jez,d) € 12(Z,K) x K. We define f := (J‘SPT(Q)) ((dj)jez) + A, with A\ € K. First,
f € Span(6'). Then,
-1
(f.9) = ((Jspan(g)) ((dj)jez) ,g) +A(dg) = ((Jspan(g))

which is equal to d for a good choice of A\. Then J |

-1

((dj)jez),g> + A,

is onto. The map is continuous. The
(v), then

Span(6)

map is also one-to-one : if u,v € Span(#’) with J‘W(u) = J‘SPT(@,)

VieZ, (u—wv,§)=0 and (u—wv,9)=0.
Consequently, « — v € Span(#’) N Span(#')*+ = {0}. Thus, u = v. O

Lemma E.0.2. For all T > 0, k € N*, the family ((ei”j')jez,(-i)ieﬂl’kﬂ) is a Riesz basis of
L?(0,T).

Proof. We prove the result by induction on & € N*. For k = 1, according to Lemma E.0.1, it
suffices to show that ¢ ¢ Span(e®i") cz. It’s well known — see [BL10, Appendic B - Corollary 6.
Assume that the lemma is true for a fixed k. Thanks to Lemma E.0.1, it is sufficient to show
that -1 ¢ Span((e™i")jez, (*);eq1,4]) to obtain the result for k 4 1. Assume that

e Span((e™) jez, ())ieq1,))- (E.0.2)

Then,

) ; o - oo
Vi>k+1, 7 €Span((€“r)jez, (Diepatr) - (E.0.3)

By Stone-Weierstrass theorem, {1,, j >k + 1} is dense in C°([0,7]). This is the case for
L?(0,T) too. Consequently, (E.0.2) and (E.0.3) ensure that ((eiwj')jeza (‘i)ie[u,k]]) is dense in
L?(0,T). This is a contradiction. O

The main statement of this Appendix is the following one.

Theorem E.0.3. Let T > 0, k € N*, (1;)jen- € h*(N*) and (d;);ep i) € R” be such that

) N C
3C >0, Vj>N* (e, @) + [(neer, ¢j)| > 7 (E.0.4)

There exists u,v € L?(0,1) such that

1 ) 1 .
Vi > N*, i(M1‘P1790j>/0 u(t)e™itdt + i(,uggol,tpj}/o v(t)e™itdt = Vj, (E.0.5)

1
Vi € [1, K], / wi(to(t)dt = d;. (E.0.6)
0
Proof. Let J1 and Jo be defined as

. * C . * C c
J1 = {J e N*, [(uier, 5)| > 2].3}, Jo = {] e N, [(u2p1, 05)| > 2]3} N Ji
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such that J; U Js = N*. We define U 1] = 1. Now, we solve the moment problem in u on the
2
interval [%, 1], i.e. we find w in [3,1] with

. * ! iw;t . wjljeJl % iwsit
Vj € N¥, / u(t)e'dt = —i————~ —/ u(t)eitdt.
L (mp1, 05)  Jo
The term in the right-hand size of this equation is I2(N*), then, we can find such u thanks to
the classical theory of moment problems — see [BL10]. For v, we impose VL) = 0 and we solve
27

in [0, 3] the equations

[NIE

} 1. 1 }

Vi e N*, / o(t)ertdt = —i—NER e A, / v(b)tdt = dji.
0 (121, 0j) 0

In [0, 3], the family 6 := ((ei“’f')jez, (‘i)ie[[l,k]]) is a Riesz basis of L?(0, 3) and we can find a

such v € Span(f) C L?(0, 3) thanks to the classical theory of moments. O

Corollary E.0.4. Let T > 0, k,l € N*, (¢;)jen+ € h3(N*) and (di)ieqi ) € R* be such that
(E.0.4) holds and assume that {uap1, 1) # 0. Then, there exists u,v € L*(0,1) such that (E.0.5)
and (E.0.6) are satisfied, with

Vie 1,1, w(l)=0.

Proof. Note that,
1
Vi e [1,1], ui(l):/ = Lu(t)dt = 0.

0
We define

. * - * C C
J1:{j€N , (e, ) > 97 3}\{1} Jzz{j e N*, (u2p1, ;) > 2]3}mJ1

such that J; U Jo = N*. As before, we define U, = = 1 and solve the moment problem in [3,1]
with the boundary conditions (we use the fact that because (u2¢1, 1) # 0 in order not to have

an incompatibility in the system). Then, we solve the moment problem in v as before. ]
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ANNEXE F : ANOTHER QUADRATIC OBSTRUCTION RESULT TO STLC FOR AFFINE SYSTEMS
WITH 7 CONTROLS

ABSTRACT. In this appendix, we aim is to generalize the main Theorem 4.2.1 of
Chapter 4 to the case of affine systems (1.1.1) with 7 controls.

F.1 Dominant part of the logarithm . . . . . ... ... .. ......... 175
F.2 Algebraicrelations. . . . . . . . . . i i i ittt e e e e 176
F.3 Closed-loop estimates . . . . ... ... ... ... 178
F.4 Proofofthedrift. .. ... ... ... oo 178

The generalized result is the following one.

Theorem F.0.1. Let fo,--- , f, be analytic vector fields over R? such that fo(0) = 0. Let k,m €

N*. We define the integer

m(k,m) =1+ [2]{‘ ;

m

and the set

N = S vizy () U{Ws €€ [1,0],j € [k —1],1 € N}

U {Cj?;f; 0,L € [1,7] such that £ < L,j € [0,2k — 2,1 € N}.

If there exists a linear form P on R% such that P‘N]zn(f)(o) =0 and

r 2
) d ay ) . .
q:a€R"— E P (fW]f(O)) ) + E P (fcs;fl(())> agay, is a definite quadratic form on R"
=1 1<U<L<r
(%)

then, for every p € [1,40c|, the control-affine system (1.1.1) has a drift along the wvector
sgn (P (fWkl (0))) waf(()) parallel to Ni*(£)(0) with strength |ug|/32 as (t, wllyyms) = 0,
(=1

7r(k,m)—2k7

with o = T hm)=T °

For, that, we adopt the same approach as the one described in Section 4.3.3. Note that
this result can be generalized for system with asymmetric drifts. In the rest of this appendix,
k,m,r € N* are fixed integers and we assume that there exists a linear form P such that

P|nm(f)0) = 0 and (x) holds.

F.1 Dominant part of the logarithm

We use Corollary 7.1.10 to extract the main terms from the dynamics. This is the goal of

the following statement.
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Lemma F.1.1. As (t, ||ul[;1) — 0,

P2, o (1 1) ZP(sz Vet P (fgp 0))éege ()

1<0<L<r 2k—1 2k—1

(F.1.1)
+0O (t”uk”%z—i- Z Z \uf,(t)]Z)

pe[1,k] £€[1,r]

Proof. We apply Corollary 7.1.10 with M = w(k,m), N = N*, L =0 =2k+2 and r = T(T;D.
1. Estimates on the main terms: let b € B[y x(x,m)] be such that b ¢ N,TU{W]f; 1<e< T}U

{Cg;f_l; 1</i< L < r}. Then, n(b) = 2 and

(a) if b € Bapada, b = Wﬁl with ¢ € [1,7] and j > k or (j = k and [ > 1). Consequently,
|b| > 2k 4+ 2 and the estimate (7.1.5) with p = 1 and jo = k gives (7.1.11) with
E(tu) =t ug] 7,

(b) if b € Ba gooa, b= Cf with 1 <¢ < L <randj>2k—1or (j=2k—1andl>1).
Similarly, [b|] > 2k + 2 and the estimate (7.1.7) with p = ¢ = 2 and k' = k gives
(7.1.11) with E(t,u) = t [lug |32 as k — 2 — [1] < 0.

2. Estimates of cross terms: let by > --- > by € B\ {Xo} be such that n(b;) + - - -+ n(by) <

7(k,m) and suppF (b1, - ,by) ¢ NJ*. For i € [1,4],

(a) if by = M{ with ¢ € [1,7] and p € [0,k — 1], then by (1.6.14), |&, (t,u)| = \ugﬂ(t)\ .

Then, (7.1.12) is verified with E(¢,u) = Z ]uf,(t)|2, oi=j+1and o; = 3.

pe[[lvk]]v
Lefl,r]

(b) If b, = Mf with ¢ € [1,7] and j > k, |b;| > k4 1 and the estimate (7.1.3) with jo =k
and p = 2 gives

(ct)lbél
B!

(ct)lbil
|s!

NI

€, (£ )| < 2Tt D ]| o = 2Tt (g3,
We obtain (7.1.12) with o; =k + 1 and o; = 1.

Since suppF (b1, -+ ,by) ¢ N, one has ¢ = 2 and by, by € By. Then, as a1 + g = 1, we

can apply Corollary 7.1.10 and we obtain the desired equality.

O

F.2 Algebraic relations

Lemma F.2.1 (A bracket relation). For alll € [0,k — 1], for all (cpe)pefoyy, € RUADXT one

Le(1,r]
considers the bracket

B .= Z oz/ijg.
pe[0,1],
Lefl,r]

Then, the following expansion holds

-
{Bok—l—17 BOk_l] c Zaﬁzw,f +2 Z az,eal,LC§k€1 + N
/=1 1<e<L<Lr
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F.2. Algebraic relations

Proof. We compute in the quotient space £(X)/{E(b),b € Br(X), n(b) = 2, no(b) < 2k — 1}.
We note a the class of a € £(X) in this quotient. Expending the bracket, one has
[BO*7L B0 = N g M M.

p,p’€[0,1],
2,0 e1,r]

We note that, for all (£,¢') € [1,7]?,
Vp,p' € [0,1] such that p+p’ < 2I, ny ({Mﬁk_l_l,MZ:Jrk_lD <2k —1.

p p

Using this remark,

[BO"f—l—l, BO’f—l] = Z Qe g [M]g_l, Mé/]
£2,0e1,r]

Finally, using the Jacobi’s inequality

T -
I 1 2 0 YaN4 0.0 L0
[BOF==1L, BOF1 = > af Wi+ > anpcupCop i+ Y argone (Coi_gq + Copy | -
/=1 1</ <t<r 1<e<t/<r

As L(X) is a graded Lie algebra, By oi—2 := Bo N {E(b); b € Br(X), n(b) =2, no(b) < 2k — 1}
generates all the elements E(b) with n(b) = 2 and ng(b) < 2k — 1. The elements of By 252 are
in NV}*. Finally, as CS}fI_Q’l € N, the desired result follows. O

Using this expansion result, we are now able to prove the following algebraic properties.

Lemma F.2.2. Let v(k,m) := {@J Then,
1. the family (fMIl;(O); pe[0,k—1],¢€ [[1,7“]]) is linearly independent,

2. if v(k,m) > 2, Span (fus(0): p € [0,k —11,£ € [1.7]) 1 Spa(amy (£)(0) = {0}

Proof. We prove the second point: assume by contradiction that there exist (a,¢)pefo,x—1], N0t
Lef1,r]
all zero and B € S[a ,(k,m)](X) such that fg, (0) = 0, with

Bii= Y  a,/M.+B.
pG[[O,k—l]],

Le(1,r]
Let K = max{p € [0,k — 1]; (ap¢)eepi,,] # 0} As fo(0) =0, fp,(0) = 0, with
By := [Blok_l_K, Blok_K} € Za%gW;f +2 Z aK,eaK,chkel + N+ Sp3,20(,m)] (X)),

/=1 1<t<L<r

the expansion is given by Lemma F.2.1 with | = K. As w(k,m) > 2v(k,m) and v(k,m) > 2,
one has S[[g’zy(k’m)]] (X) - S[[l’ﬂ.(k’m)]]\{Q} (X) - ./\/Izn Thus, we obtain

T
S ok P (fur@) +2 > aK,eaK,LP<fC§k;l(o>>=o, fe. gkt axs) =0,
=1 -

1<U<LLr
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Thus, using the hypothesis (), one obtain (o ¢)eef1,,) = 0. This is a contradiction. The same

approach gives the proof of the first point with B = 0. O

F.3 Closed-loop estimates

Using the algebraic properties proved in the previous section, we are now able to estimate

the boundary terms (ug(t))pe[[l,k]], that appear in the expansion (F.1.1).
Le(1,r]

Lemma F.3.1. Let v(k,m) := {@J Then, as (t, ||ull 1) — 0,

1 v(k,m)+1
S Jupt)] = 0 (¢ fugllye + Jull 7™ + e w)l) (F.3.1)
pE[L,k],
Lef1,r]
Proof. Let p* € [0,k — 1] and ¢* € [1,r]. By Lemma F.2.2, one can consider a linear form P
such that P(fy-(0)) = 1 and P|x(p)0) = 0, with N := Bl kmy U{M); p € [0,k —1],4 €
p*
[[l,r]]}\{MIff}. Now, we use Corollary 7.1.10 with M = v(k,m), L =k+1,r =1 and b; = Mﬁ:.
Indeed, for all b € By ,(k,m)) such that b ¢ N U {b1}, necessarily, n(b) = 1 and b = Mf for j > k
and £ € [1,7]. Thus, estimate (7.1.3) with jo = k and p = 2 gives

ct ‘b‘ _ 1
et 0] < Gt (2 ).

Then, (7.1.11) holds with Z(t,u) = t3 |luk|| ;2 and o = k + 1. Moreover, there is no cross terms.
Then, Corollary 7.1.10 leads to the equality

* 1
P2y o (£ £,10) (0) = uly 1 () + O (£2 [ug| 2
Using the Magnus formula given by Corollary 1.6.18 with M = v(k, m), we finally get
% 1
Pt ) = w2 () + O (8 el + ull 5 + ot |0 ).

We obtain the result. ]

F.4 Proof of the drift

We can now use the Magnus-type representation formula given by Corollary 1.6.18, the
expansion of PZ ;. (¢, f,u)(0) given by Lemma F.1.1, the estimate of Lemma I".3.1 and the

interpolation inequality given by Lemma 7.2.6 to prove Theorem F.0.1.

Proof of Theorem F.0.1. Let p € [1,+oc0]. We will write 7 instead of m(k, m). The Magnus-type
expansion formula given by Corollary 1.6.18 with M = =, the equalities (1.6.15) and (1.6.16)
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F.4. Proof of the drift

and (F.1.1) give, as (t, [|ul| ;1) — 0,

t
Pa(ti) = [ gl )t + 0 | thulfa+ 3 [up®)] + ullf + ot

pe[1,k],
Le(1,r]

(F.4.1)
Using in (F.4.1) the closed-loop estimates (F.3.1), the interpolation inequality (7.2.5) and the

fact that lul 5 = O (|[ull7") as [ul , — 0, we finally obtain

t 1
Pa(ti) = [ gl )t + 0 (1407 ullfds) el + (i) 4).

By definition, there exist C, p > 0 such that, for every ¢t € (0, p), there exists n > 0 s.t. for every
u e WmP((0,t),R)" with [Jullyms <,

t 1
Pa(t;u) — / glul, - ,w")(t)dt\ <O ((t+ 2 ullfms ) llusllze + letw)] 7). (F42)

Using the hypothesis (%), there exists K > 0 such that
to )
sen (P (fw:(0))) / gl ) (Ot > K (a2 (F.43)
0

1
Thus, for all t € (O,min (p, %)), u e W™P((0,t),R), with ||ul|jym, < min (77, <t2k 7’;2,) ),
the equalities (F.4.2) and (F.4.3) lead to

sgn (P (fw,g (0))) Px(t;u) > % > — C ||LU(t;u)Hl+% '

Then, the system (1.1.1) has a drift along sgn( (fW1 )) waz ) parallel to NV;™(f)(0)

with strength HukH%z as (t,t* ||ullyymp) — 0. This concludes the proof of Theorem F.0.1. O
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tems in finite dimensions and the Schrédinger
equation with Dirichlet boundary conditions
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earized system is not controllable. The contri-
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of two controls recover lost directions through
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ticular case of the sufficient condition S(¢) of
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then give a functional framework to observe
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tion.

In the second part, an obstruction result
to STLC is shown for multi-input control-affine
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