
ENS Rennes Familles sommables

12 Familles sommables
Exercice 12.1

Soit (ap)p une famille de complexes telle que
∑
p

ap est absolument convergente. On définit

∀(n, p) ∈ N∗ × N∗, un,p = p

n(n+ 1)ap si p ≤ n, un,p = 0 sinon. Montrer que la famille est

sommable et calculer sa somme.

Exercice 12.2

∀(n,m) ∈ N∗ × N∗, am,n = 1
(n+m)α , où α ∈ R. Étudier la sommabilité de la famille.

Exercice 12.3

Démontrer que ∀x ∈ ]−1, 1[, la famille (xkl)k,l≥1 est sommable. Montrer alors que :
+∞∑
k=1

xk

1− xk =
+∞∑
n=1

d(n)xn, où d(n) désigne le nombre de diviseurs de l’entier n.

Exercice 12.4

Pour tout entier naturel n, on définit wn = 2−n
n∑
k=0

4k

k! . Montrer que la série de terme

général wn converge, et calculer sa somme à l’aide d’un produit de Cauchy.

Exercice 12.5

Calculer les sommes suivantes

∑
p,q∈N×N∗

1
(p+ q2)(p+ q2 + 1)

+∞∑
n=0

+∞∑
k=n

1
k!

∑
p,q≥1

1
pq(p+ q + 1)

Exercice 12.6

Soit ϕ : N∗ → N∗ une bijection.
1. Montrons que :

∑
n

ϕ(n)
n2 diverge.

2. Montrons que :
∑
n

1
nϕ(n) converge.

Exercice 12.7

Soit (p, q) ∈ N∗ × N∗, on définit : up,q =

 1 si q = p
0 si q < p
−1/2q−p si q > p

. Calculer :

+∞∑
p=1

(+∞∑
q=1

up,q

)
et

+∞∑
q=1

(+∞∑
p=1

up,q

)
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Exercice 12.8 (**)

Soit (un) une suite réelle telle qu’il y ait convergence de la série
∑
n≥0

u2
n. Soient σ une bijection

de N et (vn) la suite déterminée par vn = uσ(n) pour tout n ∈ N.
1. Montrer la convergence et calculer la somme de la série

∑
v2
n .

2. Quelle est la nature de la série
∑
n

|unvn| ?

3. Déterminer les bornes supérieure et inférieure de
+∞∑
n=0
|unvn| pour σ parcourant l’ensemble

des bijections de N.

Exercice 12.9

Soit (un)n∈N une famille sommable. Pour tout n ∈ N, on pose vn = 1
2n

n∑
k=0

2kuk. Montrer

que la famille (vn)n∈N est sommable et exprimer sa somme des celle de la famille (un)n∈N.

Exercice 12.10 (Dénombrement de surjections ***)

On se propose de chercher le nombre Sn,p de surjections de In = {1, . . . , n} sur Ip =
{1, . . . , p}, où n et p sont des entiers naturels non nuls.
1. Calculer Sn,p pour p > n. Calculer Sn,n, Sn,1 et Sn,2 (pour le dernier cas, regarder les
applications non surjectives !).
2. Calculer Sp+1,p.
3. En considérant la restriction à In−1 d’une surjection de In dans Ip, montrer que :

∀n > 1, ∀p > 1, Sn,p = p(Sn−1,p + Sn−1,p−1)

4. Montrer que ∀n ≥ 1, ∀k ∈ {0, . . . , n} ,
n∑
j=1

(
k

j

)
Sn,j = kn.

5. En déduire que
n∑
k=1

(−1)n−kkn
(
n

k

)
= n!. On pourra utiliser un dl en 0 à l’ordre n de

(ex − 1)n.
6. Montrer que, ∀p ≤ n,

Sn,p =
p∑
k=1

(−1)p−kkn
(
p

k

)
.

Exercice 12.11

Calculer
+∞∑
n=0

n+ 1
3n

Exercice 12.12

On définit ∀z ∈ C, exp(z) =
+∞∑
n=0

zn

n! .

Montrer que pour z, z′ ∈ C, exp(z + z′) = exp(z) exp(z′).
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