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Avant-propos

Vous trouverez au fil de ce cours différents symboles :

e Le symbole “@”, situé dans la marge, signifie que le point correspondant est un point délicat (il s’agit
d’un virage dangereuz). Plus ce symbole est gros, plus le point en question est subtil.

e Le symbole “«”, situé dans la marge, signifie qu'un point technique dans le fil du cours n’a pas été totalement
explicité. 11 s’agit d’un choix volontaire afin d’obliger I’étudiant a écrire entierement le détail du point
manquant. Si ce point n’est pas détaillé, c’est qu’il ne doit pas présenter de difficulté.

e Le symbole “[0” est un marqueur signifiant la fin d’'une démonstration.

° @ Ce cours peut comporter des fautes de frappe, des coquilles, voire des erreurs d’argumentation. Ainsi, il
faut toujours étre vigilant lorsque vous suivez et que vous travaillez ce cours. Vérifier que les exemples sont
justes et que les preuves n’ont pas de fautes est un exercice tres utile (et indispensable) en mathématiques
pour comprendre les notions et comprendre leurs utilisations.

Vous trouverez aussi des notations mathématiques :

E un ensemble ou un espace vectoriel

F un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel F

U un endomorphisme de ’espace vectoriel F

o(E) I’ensemble des bijections d’un ensemble E' dans lui-méme

o la composition des applications, donc (o(F), o) est un groupe.

S I’ensemble des permutations de [1,n] (le groupe symétrique d’ordre n )

(4, 4) une transposition

(a1,a2,...,ap) un p-cycle

I(o) le nombre d’inversions de o

(o) la signature de o

A, groupe alterné d’ordre n

L,(E,F) I’espace vectoriel des applications p-linéaires de E' dans un K-espace vectoriel F'
AP(E) I’espace vectoriel des formes p-linéaires de ' dans un K-espace vectoriel F'
detg(u,...,u,) le déterminant de la famille de vecteurs (uy,...,u,) par rapport & la base B
det(f) le déterminant de ’endomorphisme f

det(A) le déterminant d’une matrice carrée A

com (A) la comatrice

Tr (u) la trace d’un endomorphisme u

Tr (M) la trace d’une matrice carrée M

Ey(u) le sous-espace vectoriel propre a une valeur propre A de I’endomorphisme
Fy(u) le sous-espace vectoriel caractéristique a une valeur propre A de ’endomorphisme
Spec (u) le spectre d’un endomorphisme u

xa(X) le polynome caractéristique d’une matrice carrée A

Xu(X) le polynome caractéristique d’un endomorphisme u

Cpx) la matrice compagnon d’un polynome P

m(\) lordre de multiplicité d’une valeur propre A

r(A) I'indice d’une valeur propre A

€y le morphisme d’évaluation des polynémes en un endomorphisme u

eaA le morphisme d’évaluation des polynémes en une matrice carré A

K[u] la sous-algebre engendrée par un endomorphisme

Tu I'idéal annulateur de u

M, le polynéme minimal d’un endomorphisme u

My le polynéme minimal d’une matrice carrée A

< zly > le produit scalaire de deux vecteurs(éléments) x et y

N(x),||=|| la norme de

d(z,y) la distance entre deux vecteurs(éléments) x et y

z Ly deux vecteurs(éléments) x et y sont orthogonaux

At Iorthogonal ou le supplémentaire orthogonal de A
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1.1 DEFINITIONS

1.1.1 Formes bilinéaires, formes bilinéaires symétriques

Dans ce cours, K désigne un corps (comme R, Q, C, Z/pZ). Pour certains objets (ex : produit scalaire) nous
nous restreindrons a Q, R, C, voire seulement R.

DEFINITION 1
Soit E un K-espace vectoriel E. Soit f : E x E — K.
On dit que f est une forme bilinéaire \ A %% % PR %T\, si pour tous z,y € E, les fonctions

flhy) + E — K ot flxz,): E — K
¥ — f(d,y) Yy — f(z,y)

sont des applications linéaires.

EXEMPLES 2
1. Pour E =R2, la fonction f : (u,v) € R? x R? s 22’ + yy’ € R est une forme bilinéaire.
2. Pour E = C, la fonction f : (z,2') € C x C+ 22’ € C est une forme bilinéaire.
3. Pour E = R[X], la fonction f: (P,Q) € E? — P(0)Q(0) € R est une forme bilinéaire.
4. Pour E = C°%[a,b],R), avec a < b, la fonction S : (f,g) € E? — f: f(@®)g(t)dt € R est une forme bilinéaire.

REMARQUE 3 — Une forme bilinéaire f : E x E — K est trés différente d’une forme linéaire g : B x E — K.
Pour (x,y),(2',y) € EXE, onaglx+a,y+vy)=g(x,y)+g(a,y) par linéarité, tandis que
fle+a',y+y) = fle,y) + f(2,9) + f(@',y) + f(2',y), par bilinéarité .

De méme, pour A € K on a g(Az, \y) = Ag(x,y) par linéarité, tandis que

fOz, \y) = M (z, \y) = N2 f(x,y), par bilinéarité .
REMARQUE 4 — Pour f,g: Ex E — K des formes bilinéaires et A € K, la fonction f+ \g est encore une forme
bilinéaire.
En effet, pour tous x,y € E, les fonctions f(x,.) + Ag(x,.) et f(.,y) + Ag(.,y) sont des applications linéaires
(toute combinaison linéaire d’applications linéaires est une application linéaire).

Donc, l’ensemble des formes bilinéaires sur E est un K-espace vectoriel.

1.1.2 Matrice d’une forme bilinéaire

PROPOSITION-DEFINITION 5
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n.
Soient B = (e1,--- ,e,) une base de E et f : E? — K une forme bilinéaire.

Soit A = (ai;)i,; € #»(K) avec a; j = f(e;, ;). On dit que A est la matrice de la forme bilinéaire f dans la base
B, notée Matg(f).
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Pour z,y € E avec x = x1e1 + -+ 2xpe, € y=1y161+ -+ Ynen,ona:

a1 Qi2 ... Q1p Y1
oz a1 Q22 ... Q2p Y2 .
:E E az‘jxiyi:(l‘l Ty - Jﬁn) ) . ) .l =X-AY
P e : : : :
ap,1 QAp2 ... Gpp Yn
——
A Y

Preuve —
n

(z,y) = f(Zzlez,Zy]ej Zzlf e, Z j€j) = ZZzly]f(ez,e] par linéarité de f(.,y) et f(e;,.).

i=1 j=1 i=1j=1

ii“w%yﬂ = Zmz (Z%%) Y).

i=1j=1

DEFINITION 6
Soient E' un K-espace vectoriel (abrégé e.v.) et f: E' X E — K une forme bilinéaire. On dit que f est une forme
bilinéaire symétrique si 'on a f(z,y) = f(y, ) pour tous =,y € E.

EXEMPLE 7 —

e Pour E=K[X] et p: (P,Q) € E? = P(1)Q(1) € K, ¢ est une forme bilinéaire symétrique.
e Pour E=R?, ¢: (z,y) € E* = 2191 + Y212 € R est une forme bilinéaire symétrique.

o Pour E=TR? ¢:(2,y) € E? = 21y2 — 2y1 € R et : (v,y) € E?> — z1y2 € R sont des formes bilinéaires
qui ne sont pas symetmques (p((1,0),(0,1)) =1 # —1 = ¢((0,1), (1,0)) ).

PRroOPOSITION 8

Soient F un K-e.v. de dimension finie n, et B = (eq,...,e,) une base de E. Soit f : E x E — K une forme
bilinéaire.

Alors f est une forme bilinéaire symétrique si et seulement si Matp(f) est une matrice symétrique. La forme
bilinéaire  est symétrique si, et seulement si, la matrice A est symétrique.

Preuve —
e Les coefficients de la matrice A = Matg(f) sont les a; ; = f(es, ej), 1 <i,5 < n.
Si f est symétrique, alors on a f(e;,e;) = f(ej,€;), dott a;; = aj;, donc A est une matrice symétrique (A = *A).
e Réciproquement, supposons A est symétrique. On a f(x,y) = X - A- Y. La matrice !X - A-Y est une matrice 1 x 1. Elle est
donc égale a sa transposée. D’ou :

fla,) =X A Y =X -A.V)=%Y A (X)=% - A-X = f(y,z).
Donc f est une forme bilinéaire symétrique.

O

@ Il ne faut pas confondre la matrice d’une forme bilinéaire ¢ : F x E — K et la matrice d'une application
linéaire f : E — E. Pour B = (ej,eq, - ,e,) de F, une méme matrice A € M,,(K) peut représenter un
endomorphisme f(X — AX) et une forme bilinéaire ¢ ((X,Y) — X AY).

Si l'on change de base de E, ces matrices ne changent pas de la méme maniere.

PRrROPOSITION 9
Soit E un K-e.v. de dimension finie n. Soient B, B’ deux bases de E. Soient f : E — FE une application linéaire
et ¢ : B2 — K une forme bilinéaire. Soit P la matrice de passage de la base B vers B’. Alors on a :

o Mats(f) = P~ Mats(f)P;
o Matp (p) = PMatg(p)P.

Preuve —
endomorphisme f forme bilinéaire ¢
y=f(z) &Y =Matp(f)X p(z,y) = "XMatp(p)Y
&Y' = BX' | =tx'cy’
X =PX’
Y = PY’
D’ott B = P~ 'Matp(f)P. | D’ott C = tPMatg(p)P.
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1.1.3 Produit scalaire

DEFINITION 10
Soit E un R-espace vectoriel. Soit S : E? — R une forme bilinéaire.
On dit que S est un produit scalaire \ [N /ZLE A\ si celle-ci vérifie

o Vx,y € E, S(x,y) = S(y,x) (S est symétrique) ;
e Vx e E, S(x,z) >0, avec S(z,2) =0 <= x =0 (S est définie positive).

Un produit scalaire (ou forme bilinéaire symétrique définie positive) est noté (z|y), ou {x,y) ou z - y.

REMARQUE 11 — En géométrie, on utilise souvent la notation -V pour désigner le produit scalaire des
vecteurs U et V.

La notion de produit scalairé nécessite que le corps K posséde des éléments "positifs”. Nous n’étudierons le produit
scalaire que pour K = R.

THEOREME 12 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soit E un R-e.v. muni d’un produit scalaire < .|. >.
1. Pour = et y dans E, on a : (z|y)? < (z|z)(y|y).

2. Cette inégalité est une égalité si, et seulement si, x et y sont colinéaires (z = Ay ou y = Az, pour un A € R).

Preuve
1. e Siy =0, I'inégalité est évidente (c’est une égalité).
e Sinon, posons P(\) =< z + Aylz + Ay >= A2 <yly > +2)\ <zl|y > + < x|z > .
Alors P est une fonction polynomiale de degré 2 (puisque Vy # 0, (yly) > 0) telle que P(A\) > 0, VA € R. Son
discriminant :
A=d4<aly>?—4<zle><yly>
est donc négatif ou nul, ce qui donne 'inégalité annoncée.
2. e Si x et y sont proportionnels, il existe un scalaire A tel que y = Ax ou z = \y.

Supposons par exemple y = Ax. Alors on a : < z|y >2=< z|]Az >2= X2 < z|lr >3=< z|r > < yly > .
e Réciproquement, supposons que < z|y >2=< x|z > < yly >.
— Siy =0, alors z et y sont proportionnels.

— Sinon, le polynéme P est de degré 2 avec un discriminant nul. Il existe donc A € R tel que P(\) = 0.
Cela donne < z 4+ Ay|z + Ay >= 0. Par définition du produit scalaire, on en déduit que z + Ay = 0, et donc que x
est proportionnel & y.

O

EXEMPLES 13
1. Pour E=R", n > 1, la forme bilinéaire symétrique S : R™ x R™ — R définie par :

n
S((xlax% cee 71'77,)7 (ylay%' .. 7yn)) = sz Yi
=1

est un produit scalaire.
On l’appelle le produit scalaire canonique \FRENT\ sur R™.

2. Pour E =C%[a,b],R) et S: (f,g) € E?> — fol f(®)g(t)dt € R. S est une forme bilinéaire symétrique ainsi
qu’un produit scalaire.

REMARQUE 14 — Pour S : E x E — R une forme bilinéaire symétrique telle que S(x,z) > 0, S vérifie l’inégalité
de Cauchy-Schwarz.
Le cas d’égalité est par contre faux si S n’est pas un produit scalaire (si S(x,z) =0 n’implique pas x = 0).

REMARQUE 15 — Pour vérifier qu’une forme bilinéaire symétrique S est un produit scalaire, il faut regarder si
S(xz, ) est toujours positif ou nul, et si S(z,x) =0 x=0.

REMARQUE 16 — Soient n > 1 et A € M, (R). Alors la forme bilinéaire (X,Y) — "X AY est un produit scalaire
st et seulement st :

o A est une matrice symétrique ;

o X AX >0 pour tout vecteur colonne X € R™;

o 'XAX =0 si et seulement si X = 0.
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EXEMPLE 17 — Soit E = R". Soit A € .#,,(R) inversible. On pose B = tAA.
Alors la fonction S : (X,Y) € R™ x R" — 'XBY € R est un produit scalaire.
Cette fonction est bien une forme bilinéaire, comme vu précédemment.

La matrice B est symétrique, donc cette forme bilinéaire est symétrique.

Soit X € R"™. En posant Z = AX, on a S(X,X) ='X'AAY ='ZZ. Pour (.|.) le produit scalaire canonique sur
R"™, on a donc :
S(X, X) = (Z]7) = (AX]AX) > 0.

La forme bilin. sym. S est donc positive.

Enfin, si U'on a S(X,X) =0, alors on a (AX|AX) =0, donc AX =0. Comme la matrice A est inversible, on
obtient X = 0. Donc S est une forme bilin. sym. définie positive, ¢’est-a-dire un produit scalaire.

1.1.4 Norme euclidienne

DEFINITION 18 (Rappel)
Soit £/ un R-e.v. Soit N : B — R,.
On dit que N est une norme \JZ%7\ sur E si cette fonction vérifie les axiomes suivants :

e N(z) =0 <= 2 =0 (axiome de séparation \ 7%\ ) ;
e N(\-z) = |\ N(z), V(\,z) € R x E (homogénéité \ 1FE57IXIEN);
e N(z+y) < N(z)+ N(y), ¥(z,y) € E? (inégalité triangulaire \ — 1 5520)).

PROPOSITION-DEFINITION 19
Soit F un R-e.v. muni d’un produit scalaire < .|. >. Alors, la fonction :

I« B — Ry

r — |zl = <z|lz>

est une norme sur E.

Cette norme est appelée norme euclidienne \ [0 /L H1 457547\ associée au produit scalaire < .|. >.
La distance associée d : (x,y) > ||z — y|| est appelée distance euclidienne \ ¥ JL EFEEFE\ .
En utilisant cette norme, I'inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit :

< aly >] < l=ll [lyll-

Preuve —
e Cette fonction est bien définie sur F, puisque (z|z) > 0, Vz € E, et elle est & valeurs dans R .

e Soient z € E et A € R. Par bilinéarité du produit scalaire, on a :
<Az hz>=A <z[hz>=22 <zlz >,
et donc [|Az|| = |A| |||
e Pourz € E,ona:||z]|=0<=<z|lz >=0<=z=0.
e Pour (z,y) € E2, on a :

llz +yl1* =< @+ ylz +y >=< zle > + < yly > +2 < zly >< ||z[|> + [|y|* + 2|< =]y >|
< ) + 1yl + 21| |1y]] d’apreés 'inégalité de Cauchy-Schwarz
2
< (Il + [lwll)7,

donc || - || est bien une norme sur E.

EXEMPLES 20

1. Pourn > 1, soit ¢ : (z,y) € R" x R" — Y"  x;y; € R le produit scalaire canonique de R™. Alors la
norme euclidienne associée est :

(21, 22,y =

n

E 2
x5

i=1

Linégalité de Cauchy-Schwarz pour ce produit scalaire s’écrit :

n n 2 ;o 1/2
i=1 i=1 i=1
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2. Dans un espace vectoriel de dimension n muni d’une base B, on peut définir un produit scalaire en posant :

n
(zly) = Z LiYis
i=1

00 T1, To,..., Tn (TESP. Y1, Y2,- - -, Yn) sont les composantes dans la base B du vecteur x (resp. y).

3. Pour E = C°([a,b]), la fonction (f,g) — fj f(z) g(x) dx est un produit scalaire sur cet e.v..
Linégalité de Cauchy-Schwarz correspondante est :

< (/abe(x) dx>1/2 (/abg%x)dx)I/Q.

4. Soit E = C°(R/27Z) l’espace vectoriel des fonctions continues et 2m-périodiques sur R. La fonction

(f,9)— L 0277 f(x) g(x) dz est un produit scalaire sur cet e.v..

/a ' fa) () da

5. Pour E = R3, la forme bilinéaire symétrique S définie par :
1
S((@,9,2), (2", 7)) =wa’ +yy' + 22" + Sy +2’y +o +o' 24y +y'2)
est un produit scalaire. En effet, on a :

S((@,y,2), (w,y,2)) =2* + > + 22 +ay+az+yz

=%«x+w”+@+@2+@+xfy

Donc S((x,y, z), (z,v, z)) est positif et ne peut étre nul que six =y =2z =0.

ProrosITION 21

Soit E un R-e.v. muni d’un produit scalaire. Soient x,y € E.

Alors, on a ||z +y|| = ||z|| + |ly|| si et seulement si z = Ay ou y = Az pour un A € Ry (ssi x et y sont positivement
liés ).

Preuve — D’apres la preuve de la Proposition-Définition 19, x et y vérifient le cas d’égalité dans l'inégalité triangulaire si et seulement
si 2aly) = 2zl lyll

Ainsi, z et y vérifient le cas d’égalité dans 'inégalité de Cauchy-Schwarz. On a donc x = Ay ou y = Az pour un A € R.

Comme (z|y) = ||z||||ly|| > 0, on doit avoir A > 0. O

REMARQUE 22 — Pour E un R-e.v. et N : E — R une fonction. Si l'on peut trouver un produit scalaire {.|.)

tel que N(x)? = (z|x), alors on aura montré que N est une norme.

1.1.5 Espaces vectoriels euclidiens

DEFINITION 23
Soit £ un R-e.v. muni d’un produit scalaire. On dit alors que E est un espace vectoriel euclidien \ ¥ J|. 5%

.

s

JTU . Y

Si (E, < .|. >) est un espace euclidien, il est donc naturellement muni de la norme euclidienne associée a son

produit scalaire. \ X1 B84 [A] Bl A /R (9 457 25 (R AT AR R GE SL— T80

EXEMPLE 24 — Tous les produits scalaires considérés précédemment munissent leur espace vectoriel associé
d’une structure d’espace euclidien.

REMARQUE 25 — La norme euclidienne || - || d’un espace vectoriel euclidien E est définie & partir de son produit
scalaire {.|.).

Nous allons montrer que la réciproque est vraie : Si l'on connait toutes les valeurs de la norme euclidienne || - ||,
alors on peut retrouver les valeurs du produit scalaire {.|.). Pour cela, nous aurons besoin des égalités suivantes.

PROPOSITION 26
Soit E un espace vectoriel euclidien. Soit (z,y) € E%. On a :



1.1. DEFINITIONS

e Identités de polarisation \HfLIHZZC)
Lz +yll* = el + Iyl + 2 < 2]y >;
2. [l —yll* = |=l* + Iyl =2 < zly >;
3. [l 4yl — llz -yl =4 < aly >.
e Identité du parallélogramme \*F-17 L1 JEZVENIN
2+ yl1* + [z = ylI* = 2 (11> + llyl*) *.

Preuve —
e Ona:llz4ylP=<ztylzt+y>=<zle>+<zly>+<ylz>+<yly>=<zjlz>+2<zly>+ <yly>.
o Appliquer Pégalité précédente & z et —y pour développer ||z + y||2.

e Les deux dernieres égalités se déduisent des précédentes par somme et différence.

O

REMARQUE 27 — Pour ||.|| une norme issue d’un produit scalaire, les identités de polarisation nous disent alors
que
2 2

|l +ylI” = llz =yl
On peut donc bien déterminer les valeurs de {.|.) en fonction des valeurs de ||.]|.
L’identité du parallélogramme est une identité que vérifient toutes les normes euclidiennes. Mais certaines normes
ne sont pas euclidiennes. Une facon qui permet de le montrer est de trouver x et y qui ne vérifient pas l'identité
du parallélogramme.

EXEMPLES 28

1. Sur R?%, on définit N((z,y)) = /22 + 2xy + 3y2. Pour montrer que définit une norme euclidienne sur R?,
on commence par vérifier que :

2?2 4+ 2xy + 3y = (v +y)? + 2y
est positif et ne peut étre nul que si (z,y) = (0,0).
1l faut alors exhiber le produit scalaire dont N provient. D’aprés la derniére identité de polarisation, il doit
étre égal a :

x4+ )2 — r— 2 y—1y))2
S((a.y). @'y/)) = YT E DNl Z oty =)

=x2' +xzy +ya’ +3yy.

On remarque que la fonction S est bien une forme bilinéaire symétrique S, et que l'on a :

V(:c,y) € sz S((xvy)7 (x,y)) = N((x7y))27

Ainsi, S est bien un produit scalaire, donc N est bien une norme euclidienne (et donc une norme).
2. Sur R?, on définit la norme « infinie » \TCH 1LEL\ par :

1@, )l o = max(|zl, |yl)

Cette fonction est bien une norme (voir Analyse 4) mais ce n'est pas une norme euclidienne.
En effet, pour u=(2,1) et v=1(1,2), on a :

lutvll=8  fu—vll=1 fjull =l =2
et doe : [lu+ ol + [fu — vl =10 £ 8 =2 (|Jull* + [Jo][*).

3. Pour E =R", on définit la norme « £* » par :

n
Izl = lail.
i=1

Cette fonction est bien une norme (voir Analyse 4), mais ce n'est pas une norme euclidienne. (Le montrer)

1. La somme des carrés des quatre cOtés est égale a la somme des carrés des deux diagonales.
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Le produit scalaire permet par exemple de définir la notion d’angle entre deux vecteurs :

COROLLAIRE 29 (Lien entre produit scalaire et angles en géométrie)
Soit E un e.v. euclidien. Soient =,y € E non-nuls. Alors :

310 € [0, 7], tel que (zly) = ||z|| - ||y - cos 6.

Preuve — D’apreés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a |{z|y)| < ||z|| - ||y||. Si les vecteurs z et y ne sont pas nuls, on en déduit que

M <1.Dou —1< ﬂ < +1, donc 310 € [0, 7], tel que M = cos . |
izl - 1yl =l - lyll =l - lyll



Chapitre 2 Notion de déterminant

Ce chapitre est constitué de trois étapes :

1. Nous commencerons par rappeler les propriétés fondamentales du groupe symétrique S,,, notamment les
propriétés de la signature d’'une permutation.

2. Avec le groupe symétrique, nous définissons les formes multi-linéaires alternées.

3. Avec les formes multi-linéaires alternées, nous définissons le déterminant. Nous étudions alors les nombreuses
propriétés de cette fonction.
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2.1 RAPPELS SUR LE GROUPE SYMETRIQUE S,

DEFINITION 1

Soit n € N*. L’ensemble Bij([1,n]) des fonctions bijectives de {1,...,n} dans 1,...,n} est un groupe pour la
composition de fonctions o. On le note S,.

On appelle le groupe (S,,,0) le groupe symétrique d’ordre n \ [/ 4 FIEE\.

Un élément de S, est appelé une permutation \ &\ .

Décrire une permutation o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} revient & donner les images de chaque i par o, pour
1 < i < n. On peut ainsi noter ¢ par :

Par exemple, pour :

onaoc(l)=3,0(2)=7,03)=5,04)=4,005)=6,0(6)=1, o(7) =2.

DEFINITION 2 (Transposition)

Soit m > 2. Soient i,j € [1,n], avec ¢ # j. On définit la fonction 7 : [1,n] — [1,n] par 7(i) = j, 7(j) = 4, et
7(k) = k pour tout k # i, ;.

La fonction 7 est alors une permutation de S,,. On la note 7 = (4, j).

On appelle cette permutation une transposition \ %\ .

La transposition (¢, j) intervertit ¢ et j et ne change pas les autres élément de [[1, n].
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DEFINITION 3
Soit n > 2. Soit 2 < p < n un entier. Soient aq,...,a, € [1,n] des éléments distincts. On définit la fonction
o:[1,n] — [1,n] par :

o(x) =z, YV & {a1,az,...,a,};
J(ai) = Ajy1, Vi € [[].,p— ].]]7
o(ap) = a1.

La fonction o est alors une permutation de S,,. On la note o = (a1, as, ..., ap).
On appelle cette permutation un p-cycle ou cycle d’ordre p \p-5-#\.

THEOREME 4
Soit n > 2.
Alors toute permutation de S,, peut s’écrire comme un produit de transpositions.

EXEMPLE 5 — Pour as,...,a, € [1,n] distincts, le p-cycle v = (a1, az, ... ,a,) se décompose en :

v = (a1,a2)(az,a3) ... (ap—1,ap).

REMARQUE 6 — % Attention : Comme ['opération entre permutations est une composée de fonctions, pour

calculer l’image de k € [1,n] par une tel produit de transpositions, il faut commencer par la permutation de
droite. (o71(k) = o(7(k)))

DEFINITION 7
Soient n > 2 et o € S,,. On définit le support de o comme ’ensemble des entiers k tels que o(k) # k.

REMARQUE 8 —
1. Le support d’un p-cycle (aq,...,ap) est Uensemble {as,...,ap}.

2. Soient o, deuz permutations avec des supports disjoints. Alors o et T commutent.

THEOREME 9 (Décomposition en produit de cycles a support disjoint)
Soit n > 2. Soit o € S,,.
Alors il existe 01,02, ...,0, des cycles dont les supports sont disjoints, tels que :

0=010...00p.

On dit que toute permutation de S,, se décompose en produit de cycles a supports disjoints.
De plus cette décomposition est unique & 'ordre pres. \ {1 — 1 3F S TC E M AR T LR B—FE R 1A 22 1)
PRI, JF HER TR AHEI IR PP RS2 ME— I -\

EXEMPLE 10 — La décomposition de o = [133 35578 en produit de cycles a supports disjoints est o =
(153)0(48)0(67).

Pour lunicité il faut comprendre : unique a l’écriture de chaque cycle prés (exemple : (153)=(531)) et a
Uordre prés (exemple : (4 8)o(153)=(153)0(48)).

DEFINITION 11 (Signature d’une permutation)
Soient n > 2 et o € S,,. On définit la signature \ 775\ de o comme le nombre
o(j) —o(i)

(o) =hi<icjz =i

PROPOSITION 12
La signature d’une transposition est égale a —1.

THEOREME 13
Soit n > 2. Soient 0,7 € S,,.Alors, on a :
elor)=¢(o)e(r).

La fonction ¢ : §,, — {—1,1} est un morphisme de groupes de S,, vers ({—1, 1}, ><).
DEFINITION 14

Soient n > 2 et o € S,.
On dit que la permutation o est paire \ [EFF71]\ si sa signature vaut 1.
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On dit que la permutation o est impaire \ #7#F7//\ si sa signature vaut —1.

EXEMPLE 15 — Soit p > 2. La décomposition (a1, az, ..., ap) = (a1,a2)(az,as3) ... (ap_1,ap) prouve qu’un p-cycle
a pour signature (—1)P~1.

COROLLAIRE 16 (Calcul de (o))

Soit m > 2. Soit 0 € S,,. Soit ¢ = 01 02...0, la décomposition de o en produit de cycles a support disjoint.
Soient aj, ...,y les longueurs de ces cycles.

Alors, on a e(0) = (1)t +or—p,

DEFINITION 17 (Groupe alterné)
Soit n > 1. On pose A, ensemble des permutations de S,, de signature 1 (permutations paires).
On appelle A, le groupe alterné d’ordre n \nJC 2 5HHE\.

REMARQUE 18 — A,, est un sous-groupe de S,, car cet ensemble est le noyau de la signature (qui est un
morphisme de groupes).

PROPOSITION 19
Soit n > 2. Soit 7 € §,, une permutation impaire. Alors, ’ensemble des permutations impaires est égal a

A, 7={o1,0€ A,}.

2.2 TFORMES p-LINEAIRES
Dans le reste du chapitre, K désignera un corps (ex : R,Q,C).

2.2.1 Définition

DEFINITION 20
Soit E un K-espace vectoriel. Soit p > 1 un entier. Soit f : EP — K une fonction. On dit que la fonction f est

une forme p-linéaire si, pour toute famille (a1, az,...,a,) € EP et pour tout i € [1,p], la i-¢me fonction :
r f(a17a27~-~aai717x7ai+1u"'7ap)

est une application linéaire.

EXEMPLES 21
1. Les formes 1-linéaires sont les formes linéaires.
2. Les formes bilinéaires sont les formes 2-linéaires.
8. Dans un espace euclidien, le produit scalaire est une forme bilinéaire.
4

. La fonction :
¢ : C°(0,1],R)® — R

(w,v) +— [, u(t)v(t)dt
est ainsi une forme bilinéaire sur E = C°([0,1],R).
5. La fonction :
P CP — C
(21,22, ..,2p) > Z1Z2...%p

est une forme p-linéaire sur C.
Autrement dit, une forme p-linéaire est une fonction f : (ui,...,u,) € E? — K qui est linéaire par rapport d
chaque variable uq, ..., u, (linéaire en uq, linéaire en ug, ..., linéaire en u,).

2.2.2 Expression d’une forme p-linéaire en dimension finie

Dans la suite de ce chapitre, nous ne nous intéresserons qu’aux formes p-linéaires sur des K-e.v. de dimension
finie.

10
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REMARQUE 22 (Cas des formes bilinéaires (p = 2)) — Soit E un K-e.v. de dimension n. Soit B =

une base de E. Soit f une forme bilinéaire sur E. Soient u,v € E tels que :

n n
u= E a;e; et wv= E b; e;.
i=1 i=1

Alors, on a :

n n

flu,v) = f(Z aker, » b 61) = Z%f(emzbz el) = ar Y bifler,er) = Y arbi flex,er).
k=1 =1 k=1 =1

k=1 I=1 k=1

Réciproquement, si (i ;)i j)e[1,n]> €st une famille d’éléments de K, la fonction :

n n
<Z a; e;, Z b; €i> — Z ag bl Ykl
=1 =1

(k,h)e[1,n]?

est une forme bilinéaire sur E.

(617...

,€n)

REMARQUE 23 — Une forme bilinéaire f peut s’exprimer autrement, comme nous l’avons vu au chapitre
précédent. On pose A = (a;5)i,; € Mn(K) la matrice telle que a; j = f(es, e;). Pour U,V les vecteurs colonnes

asSSOCIES 4 U,V :

U:t(al as - an) et V:t(bl by - bn),
on a alors :

flu,v) = Z ap by flex,e)) = UAV.

k=1

La matrice A est la matrice de la forme bilinéaire f dans la base B.

§ 1. Applications trilinéaires (p =3) —

REMARQUE 24 (Cas des formes trilinéaires (p = 3)) — Soit E un K-e.v. de dimension n. Soit B =

une base de E. Soit f une forme 3-linéaire (ou trilinéaire) sur E. Soient uy,us,usz € E tels que :
n
Uj = Zam €, W S [[1,3]]
i=1

Alors, on a :

n n

n n n n
flur,ug,uz) = f E ak,lek,g az,zez,g U3 Em =§ ag1 f ek,g az,zez,g Um,3 €m
k=1 =1 m=1 k=1 =1 m=1
n n n n n
ag1 E az,zf(ek,eu E am,3em> = § ak,1§ az,z(E am,sf(emez,em))
=1 m=1 =1 m=1

[
NE

k=1 k=1

n
Z ap,1 01,2 am 3 f(ex, e, em).
1 m=1

|
NE
\E

=~
Il
-

l

Réciproquement, si (i j k)i jkep,ng® est une famille d’éléments de K, la fonction :

n n n
E a;,1 €4, E Q2 €4, E ais3e; | — E k.1 01,2 Am. 3 Yk,Im
i=1 i=1 i=1

(k,I,m)€e1,n]3

est une application trilinéaire sur E.

(61,...

)

,€n)

11
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Le cas général

PROPOSITION 25

Soient E un K-e.v. de dimension n et B = (ey,...,e,) une base de E. Soit p > 1. Soit f une forme p-linéaire (ou
trilinéaire) sur E.

Soient uy,...,up € F tels que :

n
uj = Zai,j e, Vj € [1,p].
i=1
Alors, on a :

f(uhug,...,up) = E iy .1 ai272...aip’pf(eil,eiz,...,eip).
1< <n, 1< <, 1< <n

Preuve — Vérifions cette formule par récurrence sur p > 1.

e Soit f une forme 1-linéaire sur F, c’est-a-dire une forme linéaire sur E.
n n
Siuir = > as1e,ona f(ur) = > a1 f(e;), ce qui démontre la relation pour p = 1.
i=1 i=1

e Supposons que la relation est vérifiée au rang p — 1, avec p > 2. Pour f une forme p-linéaire f sur E et ui,uz,..., up tels que :

n
Vj e [[l,p]], uj = Zai,j e;

i=1
la linéarité de lapplication z — f(u1,u2,...,up—1,x) donne :
n
Flur,uz, . up) = > ai, p flut,ug, .. up—1, i) ()
ip=1
Pour tout entier i, € [1,n], 'application :
(z1,22,...,2p—1) = f(@1,%2,...,2p—1,€;},)

est une forme (p — 1)-linéaire. L’hypothese de récurrence donne alors :

flur,uz,. . up—1,€4,) = E @iy 1 Qig,2 @iy p—1 f(€iys€inses€ip).
1<i1<n,1<i2<n,.., 1<, 1 <0

En remplagant les termes dans 1’égalité (), on obtient :

n
flur,ug, . up) = Y aip,p( > Qig,1 @ig,2 -+ - Qi ,p—1 f(eilveigz"'7eip))7

ip=1 1<i1 <1, 102 <N, 1<0p 1 <

ce qui prouve la relation au rang p.

Réciproquement, si (Y5 )se[1,n]e est une famille d’éléments de K, la fonction :

n n n
E ;1 ei,E ai,2€i7---a2 Ajp€i | — E Ag1,1 Gg53,2 """ Aoyyp Yo
i=1 i=1 i=1

oe[1,n]P

est une forme p-linéaire sur F.

L’espace vectoriel des formes p-linéaires

L’ensemble des formes p-linéaires de F dans un K-espace vectoriel F' est non vide et stable par combinaison
linéaire. C’est donc un sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel F(EP,K). On note cet espace £,(E,K) ou
AP(E).

Pour calculer la dimension de AP(E), on utilise les isomorphismes.

Construisons un isomorphisme : Soit (eq,...,e,) une base de E,. Pour 1 < ¢ < n, on définit ¢ : £ — K
I'application linéaire telle que e} (e;) = 0 si j # i et e (e;) = 1.
Pour x = xz1e1 + ...+ zpe, on a donc ef(x) = x;.

Soit (i1,...,4p) une liste de p éléments de [1,n]. On définit la forme p-linéaire sur E :

u(ilv--'7ip) : BFP — K

(x1,...,xp) — € (z1)- - efp (xp).

12
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D’apreés la partie précédente, cette famille de formes p-linéaires est une famille génératrice de AP(FE).

On remarque de plus que pour ji,...,j, € {1,...,n}, on a ug, . i,)(€j,---,€j;,) = ef (ej)- -~e;‘p(ejp) =1si
J1 =11,J2 = i2,. . .Jp = Ip €t 0 sinon. On peut alors montrer que la famille des formes p-linéaires u(;, . ;) est
libre. Cette famille est donc une base de AP(E), ce qui donne :

dim (£,(E,K)) = dim (E)” .

2.2.3 Formes p-linéaires alternées

DEFINITION 26
Soient F un K-e.v. et p > 2. Soit f : EP — K une forme p-linéaire sur E. On dit que f est une forme p-linéaire
alternée \ 015 2 ELZG PR si, pour tout (ug,us,...,u,) € EP et pour tout i # j, on a :

u; = uj = f(u1,u2,...,up) =0.

DEFINITION 27
Soient F un K-e.v. et p > 2. Soit f : EP — K une forme p-linéaire sur E. On dit que f est une forme p-linéaire
antisymétrique \ SO0 TR\ si, pour tout (uq,us,...,u,) € EP et pour tout i < j, on a :

flug,.. ..,%i, .. uT77 o) = —f(ug, .. 71?, .. 1#, CoUp).
i-iéme j-iéme i-iéme j-iéme
PROPOSITION 28
Soient F un K-e.v., p > 2, et f une forme p-linéaire sur F.

Si f est alternée, alors elle est antisymétrique.
Si est K un corps tel que 14+ 1 # 0 et si f est antisymétrique, alors f est alternée.

Preuve —
e “=” Soient u1,...,up € E. Soient %, j tels que ¢ < j. Alors, la fonction :
g: F?2 — F
(z,y) +— f(ul,...,%:,...g,...,up)
i-iéme j-iéme
est une forme bilinéaire sur F, avec :
g(z,x) =0, Vo € E.
Soient (x,y) € E2. Comme g est bilinéaire, on a :
0=g(=+yz+y) =g@r+y) +9(y,z+y) =gz z)+9(xy) +9(y,x) + 9(y,9)
=0+g(z,y) +9(y, =) +0.

On a donc :
g(x,y) = _g(y7$)7 V(z,y) € E2'

e “&” Soit f une forme bilinéaire antisymétrique. Soient i, j avec i < j. On a alors par antisymétrie :

Ulyeo ey Lyee e Lyonoyp) =—f(Ur,...,2,...2,...,up),
f( SRR p) = —f( SRR »)

u; uj uj uj
cela donne : 2.f(u1,...,2,...,2,...,up) = 0.
Comme 1+ 1 =2 # 0 dans K, on obtient alors f(ui,...,z,...,,...,up) = 0, ce qui conclut.
O
EXEMPLES 29
1. La forme nulle f : (u1,...,up) € EP — 0 € K est une forme p-linéaire alternée.

2. La fonction
f:(K?»)? — K
((z1,72), (Y1,92)) = T1y2 — T2y1
est une forme bilinéaire alternée. Par contre, (x,y) — 21y + xay1 n'est pas alternée.
3. Pour E un R-e.v. euclidien, le produit scalaire sur E est une forme bilinéaire qui n’est pas alternée.

4. 811+ 1 £ 0 dans K, la seule forme bilinéaire symétrique qui est aussi alternée est la forme nulle :
f:(z,y) € E*—0.

13
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5. Si141 =0 dans K (par exemple dans Z/27 ), alors on a 1 = —1, donc les formes p-linéaires antisymétriques
sont exactement les formes p-linéaires symétriques.

REMARQUE 30 —

e Lorsque K est un corps dans lequel 1+1 = 0, comme par exemple Z/27, une forme p-linéaire antisymétrique
n’est pas forcément alternée.
La preuve de l’implication repose sur une division par 2. Or, dans un tel corps K, le nombre 2 ne posséde
pas d’inverse (et diviser par 2 n’a alors pas de sens).
Cela veut dire que les notions de forme alternée et de forme antisymétrique ne sont pas toujours égales,
méme si dans les corps usuels Q,R,C (et dans la majorité des Z/pZ) il y a équivalence.

e Dans le reste de ce chapitre, nous allons nous intéresser a des formes p-linéaires alternées. Donc, peu
importe le corps K, ces formes seront aussi antisymétriques.

PROPOSITION 31

Soient E un K-e.v., p > 2, et f une forme p-linéaire alternée sur E. Soit (u1, us,...,u,) une famille de vecteurs

de E qui est liée. Alors, on a f(u1,ug,...,up) =0.

Preuve — Comme la famille (u1,u2,...,up) est liée, il existe ¢ tel que u; soit combinaison linéaire > Ag up des autres vecteurs.
k#i

On a donc :

flur,ug, ..., up) = f(ul,u-»uiflvz Al Ul Wi 1y -+ -5 Up) = Z M U150 U1, Ugey Ui 1, - - Up)
ki ki
qui est nul parce que chacune des familles (u1,...,u;i—1, Uk, Uit1,-..,Up), Pour k # ¢, contient deux vecteurs égaux et que f est

alternée. O

COROLLAIRE 32
Soient une forme p-linéaire alternée f sur E et (u1,us,...,u,) € EP. Alors le nombre f(u1,usg,...,upy) € K est
inchangé si I’on ajoute a I'un des u; une combinaison linaire des vecteurs u;, @ 7# j.

Preuve — Si x est une combinaison linaire de la famille (u1,...,uj—1,%j41,...,up) alors, d’apres la proposition précédente :
flut, ... uj_1, @, u541,...,up) =0,
et, par la p-linéarité de f, on a :
f(u1,...,uj,1,uj +x,uj+1,...,up) = f(uh...,Ujfl,uj,uJ#l,...,up)+f(ul,...7uj,1,x,uj+1,...,up)
= flul,. .., uj_1,Uf,Ujq1,...,Up).

Formes p-linéaires alternées et permutation

PROPOSITION 33
Soient F' un K-e.v. et f: E™ — K une forme n-linéaire alternée sur E. Soit ¢ € S,, une permutation. Alors, on a :

o1y, Ug(2)s - - Uon)) = €(0) flur,uz, ... un), Y(ui, ..., u,) € E".

Preuve — Soit 7 € S, une transposition. Soit (u1,...,un) € E™. Comme f est une forme n-linéaire alternée, la proposition 28
donne :

f(u,.(l), ’LL.,.(Q)7 N 7u’r(n)) = —f(ul,u2, ey un)
On définit la fonction g, par :

gr : E — ET

(ul,uz,...,un) — (u‘r(l)vur(Q):"qu(n))'

On a alors :
Fur(1ysUr(2)s - s Ur(n)) = (T) flur,ue,...,un) = fogr(ur,uz,...,un).

Donc fogr =e(7) f.

Soit o € Sp. Alors o s’écrit comme un produit de transpositions 0 = 7172 - - - Tp_17p. Comme la signature est un morphisme de
groupes, on a donc :

f(ua(l)vua(Q)v“'fua(n)) = fogs(ui,uz,...,un)
= fogrnogrmo--ogr,_,ogr,(ul,u2,...,un)
= E(Tp)fogﬁ097'2O"'Og‘rp_1(u1»u2:-~~yun)
= e(r)e(m) - -e(tp—1)e(rp) f(ur,u2, ..., un)
= (o) f(ur,u2,...,un).
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REMARQUE 34 — Awec cela, on déduit U’écriture d’une forme n-linéaire alternée dans une base. Soit B =
(e1,€2,...,¢en) une base de E. Soit ¢ une forme n-linéaire alternée sur E. Soient uy, us,..., u, € E avec :
w; =Y i a;je;, Vi€ [1,n]. Alors, la proposition 25 nous donne :

¢(U17u27~~7un) = E Qi1 Qjy 2+ - Qi ¢(€i1»6i2a~~~,€in)
1<t <n,1<i2 <N, 1K< <0

considérons (iy, ia, ..., in) = (0(1),0(2),...,0(n)),o € [1,n]"1.

= Z Ag(1),1 Ae(2),2 - - - Go(n)n P(€a(1)s €a(2)) - - - » €o(n))
ceF([1,n],[1,n])

= Z Ag(1),1 Q5(2),2 - - - Go(n)n P(€a(1)s €(2)s - - - » Ca(n))-
o€ Biy([1,n],[1,n])

On obtient la derniére égalité en remarquant que lorsque o n'est pas bijective (pas une permutation), la famille
(€x(1))€a(2)s - - - Ca(n)) POSSede au moins deur vecteurs égauz. Comme ¢ est une forme n-linéaire alternée, on a
alors ¢(eqx(1y; - - - €a(n)) = 0.

Enfin, la proposition 33 nous donne :

¢(u17 U2y .., un) = Z 5(0-) A5(1),1 C5(2),2 - - - Co(n),n ¢(€1’ €2, -, e’n)
ocES,,

= Z €<U) Ao(1),1 C5(2),2 - - - Ao (n),n ¢(617€2,...,€n). (*)
0ES,

2.2.4 Formes n-linéaires alternées en dimension n

THEOREME 35
Soient F un K-e.v. de dimension n et B = (e, es,...,€,) une base de E. Alors :

1. Il existe une unique forme n-linéaire alternée ¢y sur F telle que :
doler, ez, ... e,) = 1.
2. Toute forme n-linéaire alternée sur F est proportionnelle & ¢g.

COROLLAIRE 36
Soit E un K-e.v. de dimension n. Alors I’ensemble des forme n-linéaires alternées sur E est un e.v. de dimension 1.

Preuve —

Cas de la dimension 2. Soient E un K-espace vectoriel de dimension 2, B = (e1, e2) une base, et ¢ une forme bilinéaire alternée
sur F. Soient u,v € E avec :
u=ajel +azex et wv=bje +breq,

la bilinéarité de ¢ permet d’écrire :

p(u,v) = p(ar er + a2 ez, by e + b e2)
= a1 by p(er,e1) + a1 b2 p(er,e2) + a2 by p(ea,e1) + az b2 (e, e2).
Comme ¢ est alternée, on a :
pler,e1) = p(e2,e2) =0 et p(ez,e1) = —p(e1,e2),
ce qui donne :
p(u,v) = (a1 ba — a2 b1) p(er,e2).
On voit :
e que @ est proportionnelle a la forme bilinéaire g :
wo: B2 — K
(u, 'U) — al b2 —az b1
e que si ’on impose ¢(e1,e2) =1, la forme ¢ est alors égale & o,

e que o est une forme bilinéaire alternée non nulle puisque ¢o(e1, e2) = 1. <

n
Le cas général. Soit B = (e1,e2,...,en) une base de E. Posons : u; = Zai’j e;, Vj € [1,n] et notons ¢g : E™ — K lapplication
=1
définie par :

do(ur,uz, ..., un) = Z e(0)an(1),1 A(2),2 - - - Go(n),n %

oeSy
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e Pour ¢ une forme n-linéaire alternée sur F/, on a obtenu précédemment que :

B(ui,ug, .. un) = Y £(0)ag(1),100(2),2 - Go(n),n B(€1,€2,. - ., n)
oceSy

¢(617 €20, 6n) Z E(U) A5 (1),1 A5 (2),2 - Ao (n),n
oESH

¢(617527- . -7en)¢0(u17u27 ceeyUn),

donc,
¢ = ¢(€17 €2,... 7en) %o,
c’est-a-dire ¢ est proportionnelle & ¢¢. Si 'on a ¢(e1,e2,...en) =1, alors on a ¢ = ¢o, ce qui prouve 'unicité.
Il reste & montrer que ¢g est une forme n-linéaire alternée vérifiant ¢o(e1,e2,...,en) = 1.
e ¢ est bien une forme n-linéaire, d’aprés la caractérisation des formes n-linéaires obtenue précédemment.
e Soient i # j tels que 'on ait u; = u;. Montrons que I'on a alors ¢o(u1,u2,...,un) = 0.
Notons 7 la transposition (z, 7). On sait alors que I’ensemble des permutations impaires est A, 7 = {O’T, o e An}. On
peut donc écrire :

n
do(ut,uz,...,un) = Z E(O‘)H Ao (k) k
k=1

oSy
n n
= Z €(U)H Ao (i), + Z 5(07)1_[ Ao (r(k)), k
cEAn k=1 cEAR k=1
n n n n
= > Ilacwr— D TTaocwns= D2 (ITavwr = IT aotrin.r)-
cEA, k=1 cEA, k=1 cEA, k=1 k=1

Or, on a u; = uj, donc a;; = aj,; pour tout 1 </ < n. Cela donne :

Qo(7(i)i = Qo(j)i = Go(5),i €0 Qo(r(§),j = Po(i),j = Go(i),i-

Pour k & {i,j}, on a ay(r(k)),k = Go(k),k- Alnsi;

[T aoczene = I a0
k=1 k=1

et par suite ¢o(u1,u2,...,un) = 0. ¢o est donc bien alternée.
e Enfin, vérifions que ¢o(e1,e2,...,en) = 1. Par définition de ¢o, on a :
doler,ez,...,en) = Z €(0)05(1),196(2),2 - - - O (n),n
cESH
ol (0;,5)1<i4,j<n €st la matrice des composantes des vecteurs e1, ez,..., e, dans la base (e1, e2,...,en). Cette matrice

est exactement I,,.
Donc, dans la somme précédente, on a :
— Si o n’est pas l'identité, il existe i € [1,n] tel que (i) # i et donc J5(;),; = 0.
Donc le produit (o) d5(1),1 00 (2),2 - - - 0o (n),n st nul.
— Sio= Id[[l,n]]v on a E(O’) 60.(1)71 50<2),2 e 60‘(n),n =1.
Donc ¢o(e1,e2,...,en) = 1.

2.3 DETERMINANT

2.3.1 Diverses notions de déterminants

Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base

DEFINITION 37
Soient E un K-e.v. de dimension n, B une base de E, et ¢¢ 'unique forme n-linéaire alternée telle que ¢o(B) = 1.
Soient uy,...,u, € E.

On dit que le nombre ¢g(uq,us, . .., u,) s’appelle déterminant de la famille (w1, us, ..., u,) dans la base B \ [
Huy, ug, ..o u,)FEEBTFHITTHZ0\. On le note detg(ur, ug, ..., uy).

On note detg la fonction detp : (ug,ug,...,u,) € E™ — detg(uy, uz,...,u,) € K.

REMARQUE 38 — Comme [’ensemble des formes n-linéaires alternées sur E est un e.v. de dimension 1 et

que detp est un élément non nul de cet e.v., (detp) est donc une base de cet e.v.. Toute forme n-linéaire alternée
sur E est donc proportionnelle a detg.
Soit B’ est une autre base de E. Alors il existe un scalaire X tel que detg = X detg, c’est-a-dire

dBe/t(ul,uQ, ceyUp) = )\dlesrt(uhug7 cooyUp), Y(ug, ug, .. up) € BT

Pour B = (e1,...,ey), on obtient A\ = detg:(eq,...,e,) = detg (B). Pour B' = (f1,..., fn), on a alors :
— _ /
1= déa,t(B) dgt(fl, e fn) = dlgt(B) dgt(B ).
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Déterminant d’un endomorphisme

PROPOSITION-DEFINITION 39
Soient F un K-e.v. de dimension n et f : E — E un endomorphisme. Alors il existe un unique A\ € K tel que
pour toute base B de E et pour tout (u,us,...,u,) € E™, on ait :

dgt(f(U]_),f(UQ), o flug) = )\dgt(ul,u%...,un).

Ce nombre est appelé déterminant de f \ F 7 fA91741=0\. On le note det(f) ou det f.
Pour B = (ey,...,e,) une base de E, on a :

A =det f =det(f(er),.., flen)) = det(f(B)).

Preuve
Unicité. Soit B = (e1,...,en) une base de E. Si A convient, alors pour (u1,u2,...,un) € E™, on a :
dgt(f(ul)v f(u2)7 B f(u’ﬂ)) = Adgt(ulv U2y - vy un)'
En prenant (ui,u2,...,un) == (e1,...,en) = B, on obtient :

A = det(£(B)),

ce qui prouve 'unicité.
Existence.

e Soit By une base de E. L’application :
(u1,u2,... un) —> %et(f(m),f(uﬂ,---vf(un))
0

de E™ dans K est une forme n-linéaire alternée. Elle est donc proportionnelle & dets, d’apres les résultats précédents. <

11 existe donc A € K tel que pour tout (u1,us,...,un) € E™, on ait :
det(f(u1)7 f(u2)) ey f(un)) = )\det(ulyu27 cee 7“71)‘ (*)
Bo Bo
e Soit B une autre base de E. La forme n-linéaire dets est proportionnelle & detp,, donc il existe a € K tel que detg =
adetp,.
Ainsi, pour tout (u1,u2,...,un) € E™, on a:

det(f(u), f(uz),.o, flun)) = a%%t(f(mxf(uz),---vf(Un))

= a()\det(ul,ug, S ,un))
Bo
= )\dgt(ul,UQ, ceeyUn),
ce qui prouve le résultat.
|
\ R A
det gt —"Pn2E =S [A] HP ) BE A R A M pR B H FH BIRE
det fR— 1 EIERE, SEMEFELR. \
REMARQUE 40 — Pour B = (e1,...,€,) une base de E, et u1,...,u, € E avec uj = .| a; €, on a :
detB(ul, ce ,un) = Z 5(0’)&0(1)71 a0(2)72 ‘e aa(n),n.
ocES),
Cette expression est la formule générique du déterminant d’une famille de n vecteurs dans une base.
Pour f : E — E une application linéaire, det(f) est égal au déterminant de la famille f(e1),..., f(e,) dans la

base B.
Dans le cas ou E =K" et ou B est la base canonique de K™, on notera parfois det a la place de detp.

EXEMPLES 41
1. Pour B une base de E, on a detIdg = detg(Idg(B)) = detg(B) = 1.

2. Soient F et G deux sous-espaces supplémentaires de E. Soit s la symétrie par rapport & F parallélement
a G. Soien (e1,ea,...,6ep) et (€pt1,€pt2,...,6p) des bases de F et de F. Alors B = (eq,ea,...,e,) est une
base de E , et on a :

det s = dgt (s(el), R s(en)) = dgt(el, ey €py—Cpil, ...y —€p)

_ (_1)n—p _ (_1>dimG-
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3. Soiento €S, et B= (e1,€ea,...,e,) une base de E. On définit lapplication linéaire f : E — E par :
f(ei) = eo’(i)aVi € [[L Tl]]
Alors le déterminant de f vaut :

det f = dgt(eg(l), €o(2)s -+ Ca(n)) = E(0) dgt(l’)’) =¢(o).

Déterminant d’une matrice carrée

DEFINITION 42

Soit n > 1. Soit A € 4, (K). Soient C1,...,Cy, les colonnes de A, vues comme vecteurs colonnes de K". Soit B
la base canonique de K™.

On définit le déterminant de la matrice A, noté det(A) ou det A, par det(A) = detp(Ch,...,Cp).

Le déterminant d’une matrice carrée A est donc le déterminant de ses vecteurs colonnes, par rapport a la base
canonique de K".

REMARQUE 43 — Pour A = (a; ;) 1<i<n, le déterminant de A se note aussi :

1<j<n
a171 ... a17‘] DRI a17n

det A = a; 1 R (2%} ce Qi n
an71 ... an,] PR a/n,n_

Ona:

det(A) = > £(0)a5 (1)1 Go(2)2 - - - Ao(n),n-
cES,

Ceci est ’'expression générique du déterminant d’une matrice carrée.

EXEMPLES 44

1. Pourn=2,o0ona:
a b
d

‘:ad—bc.

2. Pourm=3, ona:

ai1 air2 a13

2,1 QA22 Q23| =
as,;1 agz2 as;3

ay1Q22a33+a;2a23a31+a1302710a32
—01,102,3032 — 012021033 — (130220371

Cette formule peut se retrouver a l’aide de la méthode dite de Sarrus : On recopie les deuxr premieres
lignes de la matrice sous la troisiéme, et on effectue les “produits” en diagonale, chacun étant affecté du
signe + ou — selon le fait que la diagonale et montante ou descendante?.

Maintenant que le déterminant d’une matrice carrée a été défini, nous allons pouvoir énoncer des propriétés
vérifiées par cette fonction. Ces propriétés sont nombreuses, ce qui montre 'importance de cette fonction.

PROPOSITION 45
Soient K un corps et n > 1. Alors la fonction det : A € ., (K) — det(A) € K est une fonction polynémiale en
les coeflicients de la matrice d’entrée A.

Preuve — Cela découle de I’expression de det(A). |

PROPOSITION 46 (Déterminant d’une matrice et déterminant d’une famille de vecteurs)
Soit B = (e1,...,e,) une base de E. Soit (uj,us,...,uy,) une famille de n vecteurs de E. Soit A la matrice des
coefficients de (uq,...,uy) dans la base B. Alors, on a : detp(u1,uz, ..., u,) = det(A).

1. ATTENTION — cette méthode n’est pas généralisable & des matrices d’ordre strictement supérieur a 3.
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Preuve — Cela découle de I’expression de det(A). O

PROPOSITION 47 (Déterminant d’une matrice et déterminant d’une application linéaire)
Soient f : E — E une application linéaire et 5 = (ey,...,e,) une base de E. Soit A = Matg(f) la matrice de f ?
dans la base B . Alors on a : det f = det A.

Preuve — Ces deux déterminants sont égaux au déterminant de la famille (f(e1), f(e2),. .., f(en)) dans la base B. O

EXEMPLE 48 — Si D est une matrice diagonale d’éléments diagonauz A1, Ao, ..., A\, 0N G :

i=1

La matrice D est la matrice de la famille (A e1, Aaea,..., A\, €,) dans la base B = (e1,ea,...,ey,). Par n-linéarité
du déterminant, on a donc :

det D = dot(M ex, Ao ez, An €n) = (Hl )\i> det(B) = Hl Ai.

PROPOSITION 49 (Déterminant et géométrie du plan)
Soit n = 2. Soit B = (7,7) une base orthonormée du plan R?. Alors, |dets(i,¥)| est égal a la surface du

parallélogramme de cotés @ = Z) et U= (2) non nuls.

Preuve — La surface de ce parallélogramme est S = ||@]| |7 |sin(d, T)|. Or
|sin(@,T)| = y/1 — cos?(, V) et cos(, ¥) = f"”ﬁ .
llal 11l
Dou S = \/||17||2 15112 = (@ - )% = /(a2 + b2)(c2 + d2) — (ac + bd)2 = y/(ad — bc)2. Donc S = |ad — be| = |dets (i, T)). O

REMARQUE 50 (Déterminant et géométrie de I'espace) — Soit n = 3. Soit B = (7,7, k) une base orthonormée
directe de Uespace R3. Alors,

detp(@,5,w) =@ - (GAW) etV =|dets(d, v, )

—

est le volume du parallépipéde® de cotés @, U et .

2.3.2 Propriétés du déterminant

THEOREME 51
Soient E' un K-e.v. de dimension n et B une base de E. Soit (u1,us,...,u,) est une famille de n vecteurs de E.
Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) (ui)1gign est une base de E,
ii) detg(u,ua,...,u,) # 0.

Preuve —

i) = i) SiB’ = (u;)1<ign €st une base de E, on a vu précédemment qu’il existe A € K tel que detgr = A detp. Comme on a :
1= (%ge/t(ul,ug, coUp) = /\dgt(ul,ug7 ceyUn),

on en déduit que detp(ui,ug,...,un) # 0.

#4) = 1) En utilisant la proposition 31, on obtient la contraposée, a savoir : Si (u;)1<ign n’est pas une base de FE, alors la
famille (u;)1<ign est liée, et detg(ui,uz,...,un) = 0.

O

PROPOSITION 52
Soient E un K-e.v. de dimension n, f, g deux endomorphismes de F, et A € K. Alors, on a :

e det(A f) = A" det(f);
e det(f og) = det(f) det(g).
2. \FAT/STE )\
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Preuve — Soit B = (e;)1<ign une base de E. Par n-linéarité du déterminant, on a :
det(Af) = det(Af(e1), Af(e2), -, Af(en)) = A" det(f(er), f(e2), -, flen)) = A" det(f).
D’apreés les propriétés du déterminant d’une application linéaire, on a :
det(f 0 g) = det(f o gler), fo glea)s-- -, f o glen)) = det(f(g(er)), f(9(e2)), -, F(glen)))

= det fdgt(g(el),g(eg), ...,g(en)) = det f detg.

PROPOSITION 53
Soit n > 1. Soient A, B € ., (K). Soit A € K. Alors on a :

e det(AA) = A" det(4);
e det(A B) = det(A) det(B). @

Preuve —

e Soit f ’endomorphisme de K" canoniquement associé a A. La matrice de A f par rapport a la base canonique de K™ est A A
et 'on a :
det(A A) = det(\ f) = A" det f = A" det A.

e Soit g 'endomorphisme de K™ canoniquement associé a B. La matrice de f o g par rapport a la base canonique de K" est A B
et 'on a :
det(A B) = det(f o g) = det(f) det(g) = det(A) det(B).

|
REMARQUE 54 — Pour (A, B) € #,(K)?, on a donc det(A B) = det(A) det(B) = det(B A).
PROPOSITION 55 %
Soit n > 1. Soit E un K-e.v. de dimension n.
1. Soit f: E — E une application linéaire. Alors, f est bijective si, et seulement si, det f £ 0.
Dans ce cas, on obtient :
det (f71) = (det f)~".
2. Soit A € 4, (K). Alors, A est inversible si, et seulement si, det A # 0.
Dans ce cas, on obtient :
det (A7") = (det A)~".
Preuve
1. Soit B = (e;)1<ign une base de E. On a :
det f = dgt(f(el)7 fle2),..., f(en)).
D’apres le théoreme 51, le scalaire det f est non nul si, et seulement si, (f(el), fle2),..., f(en)) est une base de F, c’est-a-dire

si, et seulement si, f est bijective sur E (d’aprés le théoréme du rang).
La proposition 52 permet alors d’écrire :

det f det (f~1) =det(fo f ) =detldg =1,
ce qui donne det (f~1) = (det f)~ 1.

2. Soit f I’endomorphisme de K™ canoniquement associé & A. On sait que det A = det f et que A est inversible si, et seulement
si, f est bijectif. Grace au résultat précédent, on en déduit que A est inversible si, et seulement si, det A # 0.
La proposition 53 permet alors d’écrire :

det A det (A7!) = det(AA™") =det I = 1,

ce qui donne det (A71) = (det A)~L.

PROPOSITION 56
Soit n > 2. Soit A € ., (K). Alors, on a :
det A = det (tA) .

Notons Ly, ..., Ly les lignes de A, vues comme vecteurs lignes de K. Alors, on a det(A4) = det(’Ly,...,'L;). La
fonction A +— det(A) est une forme n-linéaire alternée en les lignes de la matrice A.
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Preuve — On a :

det A = Z €(0) ag(1),1 Ao(2),2 - - - Ao (n),n = z €(0)ay,5-1(1) 82,6-1(2) - - - On,o—1(n)
oESH ocES,

=D (07N aym101)B20-1(2) - no—i(ny = D &(T)a1r(1) G2,r(2) - Cnyr(n)

ocES, TESH
= det(*A).
Pour L1, ..., Ly les lignes de A, vues comme vecteurs lignes de K", les colonnes de la matrice *A sont exactement les *L1, ..., Ly.

On obtient donc que :
det(A) = det(*A) = det(*L1, ..., L1).

Comme det(*A) est une forme n-linéaire alternée en les colonnes de ‘A, det(A) est donc une forme n-linéaire alternée en les lignes de

A. O

REMARQUE 57 — Pour A € #,(K), la quantité det(A) reste la méme que l'on considére A comme une matrice
composée de n vecteurs colonnes C1,...,Cy, ou une matrice de n vecteurs lignes L, ..., Ly.

On peut ainsi calculer le déterminant d’une matrice A en effectuant des opérations sur lignes ou sur les colonnes
de A (que des opérations sur les lignes, ou que des opérations sur les colonnes, ou un mélange d’opérations sur
les lignes et d’opérations sur les colonnes).

2.3.3 Opérations sur les lignes ou les colonnes d’un déterminant

Comme on ’a précédemment vu , le déterminant d’une famille de vecteurs par rapport a une base, ou du
déterminant d’un endomorphisme, est le déterminant d’une certaine matrice carrée. Nous nous intéresserons
donc aux méthodes permettant de calculer le déterminant d’une matrice A.

Le déterminant d’une matrice étant une forme n-linéaire alternée des colonnes ou des lignes de cette matrice, les
propriétés des formes n-linéaires alternées permettent d’énoncer les regles suivantes.

PROPOSITION 58 (Déterminant et opérations sur les lignes/colonnes)
Soit n > 2. Soit A € ,,(K).

e Si A a deux colonnes (resp. deux lignes) identiques, alors det(A) = 0.
e L’échange de deux colonnes de A (resp. deux lignes) multiplie son déterminant par —1.

e Si une colonne (resp. une ligne) de A est combinaison linaire des autres colonnes (resp. des autres lignes),
alors det(A4) = 0.

e Si une colonne (resp. une ligne) de A est formée de 0, alors det(A) = 0.

e La valeur de det(A) est inchangée si ’on ajoute & une colonne (resp. & une ligne) de A une combinaison
linaire des autres colonnes (resp. des autres lignes).

e Si Pon multiplie une colonne de A (resp. une ligne) par A, alors son déterminant est multiplié par A.
Dong, si 'on multiplie la matrice A par A, son déterminant est multiplié par A™.

REMARQUE 59 — Ces régles de transformation d’un déterminant permettent :
e soit de prouver qu’il est nul,

e soit d’introduire dans une colonne (resp. une ligne) un mazimum de 0 afin de pouvoir utiliser les résultats
qui vont suivre?.

Cette proposition décrit le comportement du déterminant lorsque 'on applique o une matrice A des opérations
élémentaires sur ses lignes ou sur ses colonnes (L; < L; + AL;j, L; <~ A\L;, L; <+ L; ).

On peut ainsi utiliser la méthode du Pivot (ou Pivot de Gauss) pour calculer det(A).

La méthode du Pivot permet de se ramener a une matrice échelonnée, et nous allons voir des facons de calculer
le déterminant d’une matrice échelonnée.

EXEMPLES 60
1. On a :

JEE U
N DN DN
QU = W
I
o

puisque la matrice a deux colonnes proportionnelles.

3. \RTHER AR B AESERE AT RS P s e to,  DUETE /R IR 5% -\
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2. Ona:

& W=
QA W
TU W

Il

o

Ll;LQ )

puisque la deuziéme ligne est la demi-somme des deux autres. (Ls =

2.3.4 Développement d’un déterminant selon une colonne ou une ligne

PROPOSITION 61
Soit n > 2. Soit A € #,(K) de la forme :

X ... % Gpp

Alors, on a det A = ay, ,, det A'.

Preuve — On a par définition :

det A = Z E(O’) aa(l),l ao‘(?),Q e a‘o‘(n),n‘
oESH

Soit 0 € Sp. Si g(n) # n, alors ag(n),, = 0. On a donc :

det A = > e0)ao(1),100(2)2 - Bo(n—1),n—1 Gn,n-
c€Sy,0(n)=n

Les permutations o de Sy, telles que o(n) = n sont exactement de la forme o = s, pour s € S,,—1. Les propriétés de la signature sur

Sn et Sp,—1 nous disent qu’on a alors £(s) = (o).
Ainsi, on a :

det A = an,n Z £(8) as(1),1 as(2),2 - - - As(n—1),n—1 = @n,n det Al

SES, 1
ay1 * *
0
REMARQUE 62 — De facon similaire, si A = . o , alors det A = a1 det A'.
0

COROLLAIRE 63

Soit A = (aj;)i,; € My»(K). Si A est une matrice triangulaire, alors on a : det A =[]\, a;;.*

Preuve

e Comme det(A) = det(*4), il suffit de démontrer le résultat pour les matrices triangulaires inférieures.

e Si A est triangulaire inférieure, la proposition précédente nous donne det A = ay,,, det A’ ot A’ est la matrice A privée de sa

derniere ligne et de sa derniére colonne. Une récurrence facile nous donne alors le résultat.

EXEMPLE 64 — Soient a,b,c € K. On veut calculer le déterminant :

s

1
A=|1
1

o o Q
o
[V

4 N\TFEFEATHIA R EENE Rz — .\

O
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2.3. DETERMINANT

On a successivement :

1 a a?
A=10 b—a b2—a2 LQ%LQ—L17L3<—L3—L1
0 c—a c®—a?
1 a a?
=0b-a)(c—a)|0 1 b+a mise en facteur dans Lo et L3
01 c+a
1 a a
=0b-a)(c—a)|0 1 b+a L3« Ly — Lo
0 0 c—0b
=(0b-a)(c—a)lc—10) d’apres le corollaire 63.

DEFINITION 65

Soit n > 2. Soit A = (a;;) € #,(K). Soient 4, j € [1,n].

On note A; ; le déterminant de la matrice extraite de A obtenue en supprimant la i-iéme ligne et la j-ieme
colonne de A.

Ce déterminant est appelé mineur \ %z z(\ de A.5

Le nombre (—1)"TJA, ; est appelé cofacteur \ [TEI 7170\ de A.

THEOREME 66 (Développement du déterminant selon une colonne \ 1741/ =(3% 71| 27
Soit n > 2. Soit A = (a;)i; € #n(K). On a:

det A = Z aij (=1 A; ;, Vj € [1,n].5 (développement selon la j-eme colonne de A)
i=1

n
Preuve — Soit B la base canonique de K™. Soient C1,C2,...,Cy les colonnes de A. Soit j € [1,n]. On a Cj = 3 a4, je;, ce qui
i=1

donne :
n
det A = dgt <C1,Cz, . -7ijlazai,j e, Cjt1,.- '7Cn>
i=1
n
= Zai,j dgt(ChC%n~,Cj—176i7Cj+1,~~-,C'n)~
=1
Notons :

D; ;= dgt(Cl,Cm---,Cj—1,6170j+17---70n)

ai,1 ai2 ceeal—1 0  aijt1 s aln
az,1 az2 ceeagi-1 0 az2;j+1 ceeagn
_laj—11 a;—12 0 a;—15-1 0 ai—1541 o Gi—in
a;,1 a2 i j—1 1 @i 41 Ain
ai+1,1  Qiy1,2 o Gipl5-1 0 aip1541 0 Gigln
an,1 an,2 e Qpj—1 0 anjt1 tee o Gnon

On peut opérer sur D; ; une suite de n — j échanges de colonnes pour amener la j-ieme colonne en derniere position, puis
une suite de n — ¢ échanges de lignes pour amener la i-iéme ligne en derniére position. Le déterminant est alors multiplié

5. \IBay ,FPENSTS S FIEIR, B8RRI — 1 NPT e, ; AT \
6. \itEARRFIRMBEEIRL . \
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par (—1)"77(=1)""% = (=1)*J. Cela donne :

D, (=1nd

(—)ni (-

ai,1 a2
a1 a2,2
ai—1,1 @i—1,2
a1 a2
ai+1,1  Qi+1,2
an,1 an,2
a1
az;1
a;i—1,1
a;41,1
an,1
a;,1

at,j—1 ai,j+1 ai,n
az j—1 az j41 a2 n
Ai—1,j—1  Gj—1,5+1 Ai—1,n
i, j—1 i, 541 Ai,n
Aj41,5—1  QAi41,54+1 Ait+1,n
an,j—1 An,j+1 an,n
ai,2 alj—1 ai,j+1
az,2 az,j—1 az,j+1
a;—1,2 Ai—1,j—1  Gi—1,5+1
;41,2 Gi4+1,5—1  Gi4+1,5+1
an,2 An,j—1 An,j+1
;.2 Q4,51 Q5,541

d’apres la proposition précédente et d’apres la définition du mineur A; ;. On a donc :

det A = Zai,j (71)i+j Ai,j.

1=1

aj—1,n
Ait1,n

al,n
a2.n

QAn,n

Ajq.n

= ()" Ay,

O En appliquant ce résultat a la transposée de A, on obtient :

THEOREME 67 (Développement du déterminant selon une ligne \1741/=0#% —17 7))
Soit n > 2. Soit A = (a;)i; € #n(K). On a:

det A = Z ai’j(—l)i“Ai’j, Vi € [1,n]. (développement selon la i-eme ligne de A)
j=1

EXEMPLES 68

1. Pour un déterminant 3 x 3, on a donc : (développement selon la 1-ére ligne)

a1 air2 a3
21 dagz2 23
az;1 asz as;3

Mais aussi : (développement selon la 2-éme colonne)

ai,i
az. 1
az

a2 a3
a22 423
az2 ass

— a1 az2 Q23| a1 a3
Tlasz2  as3 “las1 as;3
— —a1o a1 @23 a1 ais
“laz,1 asgs “la3;1 ass

2. Le déterminant de Vandermonde \JETEZ215174150\.

Soient xg, x1,...,x, € K. On définit V(xo,z1, ...

On a alors :

Cela montre que :

Montrons cela par récurrence sur n. On définit la propriété H,, : Soient xg,x1, ..

1 1 .- 1

o T1 Tp

2 2 2

V(Z‘O,.Tl,...,l'n) = :I:O ’Il In
xg oY T

V(zo,z1,...,2,) = H (; — ;)

V(xo,x1, ...

V(zo,21,. ..

;Tp)

)

)

a2 1
as;1

az 2
as,2

ai,1
as 1

a1,3
a2.3

, @) le déterminant de Vandermonde par :

En) =0 <= 3i,j €[0,n] tels que i #j et x; = x;.

LTn €K . Ona:
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e H; est vrate, car pour xg,z1 € K, on a :

1 1
V(zg,z1) = =] — Zo.
(zo, 1) 2o T 1 0
e Soit n > 2. Supposons que H,_1 est vraie. Soient xqg,x1,...,T, € K.
— Si les scalaires xg, 21, ..., Ty ne sont pas distincts deux & deuz, le déterminant V(xo,z1,...,Ty)
a deux colonnes identiques et est donc nul. Dans ce cas V(zg,z1,...,2n) = [] (z;—x;) =0.
0<j<i<n

— Si les scalaires xg, 1, ..., T, sont distincts deux a deuz, on développe ce déterminant par rapport
a la derniére colonne. Cela montre que la fonction f : x — V(xo,21,...,2n_1,2) est une fonction

polynomiale en x, de degré inférieur ou égal a n, et dont le terme de degré n est :
V(zo, 21, 1) ™.

D’aprés H,_1, on a :

V(l‘o,xl,...,l‘n_l): H (xi—xj)

0<j<i<n—1

Cette quantité est donc non nulle car xg,1,...,Tn_1 sont deux d deuzr distincts. Ainsi, f est une
fonction polynomiale de degré n.
Or, f admet comme racines xo,x1,...,Tn—1 car pour tout i € [0,n — 1], la quantité f(x;) est un
déterminant admettant deuz colonnes identiques. On connait donc toutes les racines de f. Cela
donne :

n—1

V(zo,21,...,Tn—1,2) = V(20,Z1,. .., Tn_1) H(x —z;), Ve e K.
j=0

Ceci implique :

V(zo,x1,...,x,) = H (Q:iij)ﬁ(xnij): H (x; — xj),
§=0

0<j<i<n—1

ce qui montre que H, est vraie, ce qui termine la récurrence.

2.3.5 Déterminant d’une matrice par blocs

PROPOSITION 69
Soit n > 2. Soit A € #,,(K) possédant un bloc de zéros en bas & gauche. On ’écrit sous la forme :

C D
=(5 %)
ott C' est une matrice p X p, D une matrice p x (n — p), 0 la matrice nulle (n — p) x p, et F une matrice

(n—p) x (n—p). Alors on a :
det A = (det C) - (det E).

Preuve — On a :
det A= > €(0)As1)140(2)2 " Ao(nin-
oc€eSy

Or,sij<peti>p+1,onaA;; =0.On peut donc enlever de la somme toutes les permutations o pour lesquelles il existe j € [1, p]
avec o(j) € [1, p]. Donc il reste seulement les permutations o telles que o([1,p]) C [1,p]. Comme o est une bijection sur [1,n], on a
forcément

o([1,p]) = [1,p] et o([p+1,n])=[p+1,n].
Cela signifie que les o qui restent dans la somme se décomposent en composée (qui commute) d’une bijection de [1,p] et d’une
bijection de [p + 1,n]. Donc :

det A = > (a0 B)Aayt Aap)p - Ap(p+1),p+1 " Ag(n),n-
a€eBij([1,p]),8€Bij([p+1,n])

Puisque e(a o 3) = e¢(a)e(8), on obtient ensuite :

det A = < >, G(Q)Ac«u)l'“f‘a(p)p) : ( > 6(5)Aﬂ<p+1>,p+1"'AB(n)m) :
BEBIj

aeBij([1,p]) (Ip+1,mD)

Le premier facteur est égal a :

Z G(Ot)ca(l)l s Ca(p)p =detC.
a€Bij(p)
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Pour le second facteur, si on associe & 8 € Bij([p + 1,n]) la permutation 8’ de [1,n — p] définie par 8/(k) = B(k+p) —p, on a
e(B) = €(B'), et le second facteur s’écrit alors :

> B)Esgay1 Egnp)n—p = det E.
BES(n—p)

D’ou le résultat. O

Par itération de ce théoréme, on peut calculer facilement les déterminants de matrices "triangulaires par blocs”.

EXEMPLES 70

1 -1 4 3 7T =2
1 2 -2 -3 5 —6
0 0 4 2 -3 7 1 -1 4 2 -2 3
1. det 0 0 -1 -3 5 9 —det[1 2}~det[_1 _3]~det[ 3 _2}.
0 0 0 0 -2 3

o o 0 0 3 -2
2. Comme le déterminant est invariant par transposition, on peut aussi calculer des déterminants “triangulaires

inférieurs par blocs” :
1 1 3 4
det —det{1 2]~det[7 8]'

U= = =
SN N
N w OO
o = O O

Le déterminant d’une matrice "diagonale par blocs” est facile a calculer : c’est le produit des déterminants de
tous les blocs.

COROLLAIRE 71
Soit n > 2. Soit 1 <k >n et ny,...,ni € N* tels que ny + ...+ ng = n. Soit A € #,(K)

1. Si A une matrice diagonale par blocs :

A, 0 - 0
0 Ay -~ 0
A= ) ) , avec A; € My, (K),
: : .0
0 0 - A

alors on a det A = Hle det A;.

2. Soit E un K-e.v. de dimension n.Soient Ff1,..., E; des sous-e.v. de E en somme directe : F = @le FE;.
Soit v : E — E un endomorphisme, tel que chaque sous-e.v. E; est stable par u. On note u; : E; — F;
I’endomorphisme induit par u sur le sous-espace F;.

Alors, on a detu = Hle det u;.

Preuve — La seconde partie est seulement la traduction de la premiere partie au niveau des endomorphismes.

a £2 )z(detA1)~(detA2). O

La premiére partie se prouve par récurrence sur k, en se ramenant & la formule det

2.3.6 Comatrice

DEFINITION 72

Soit n > 2. Soit A = (a;;)i,; € #n(K). On définit la matrice com (A) = (b; ;) ;, avec b; ; = (—1)"IA,; ;.
Cette matrice com (A) est appelée comatrice \ f-FEAE[E\.

C’est la matrice des cofacteurs de A (b; ; est le cofacteur (¢, j) de A).

PROPOSITION 73
Soient n > 2 et A = (a;;):; € #x(K). Alors, on a :

A'com (A) = ‘com (A) A = (det A) I,,.
Preuve

e Posons Afcom (A) = (¢ij)1<i<n,1<j<n-
Soient 7,k € [1,n]. On a par définition :

n
Cik =D aijbr;=> (m1)7TFAL jai ;.
j=1
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— Si k =i, la derniére somme ci-dessus représente le développement du déterminant de A suivant la i-iéme ligne. On a

donc :
n

Cii = Z(—l)iJrinJ ajj = det A.
=1
— Si k #1, soit A’ = (a] j)i,j la matrice obtenue & partir de A en remplagant sa k-éme ligne L; par sa i-éme ligne L;
(Lx — L;). Comme A’ admet deux lignes identiques, son déterminant est nul. En développant det(A’) suivant sa k-iéme
ligne, on a :

n
j+k
0=det A= (-1)7t*A} saj ..
j=1

Par construction, on a agg J = i et, puisque les lignes de A et de A’ autres que les k-iémes sont identiques, on

a A;w. = Ay, ;. La relation précédente devient donc :
n
0=detA = Zai,j(fl)ﬁLkAk‘j = Ci k-
=1

On obtient ainsi que Afcom (A) = (det A) I,.
e On démontre de maniére analogue, en utilisant des développements par rapport aux colonnes, la relation ‘com (4) A =
(det A) I,

O

COROLLAIRE 74
Soient n > 2 et A = (a;)i; € #n(K). Si A est inversible, on a alors :

_ 1
A7l = detAtcom(A).

ExempLe 75— SiA— (¢ ° , on a com (A) = d =)
c d b a

1 d -—b
A= ——
ad — be <—C a. >
REMARQUES 76

o A l’exception de ce cas des matrices 2 X 2 on utilise rarement la formule précédente pour inverser une
matrice. En effet, com (A) est une matrice dont chacun des coefficients est un déterminant de taille
(n—1)x (n—1).

e Par contre, la matrice com (A) est une matrice dont tous les coefficients sont des polynomes en les
coefficients de A. Ainsi, A™! est une matrice dont tous les coefficients sont un quotient de deuz polynémes
en les coefficients de A.

Cette formule peut étre trés utile lorsque la matrice A dépend d’un paramétre, pour étudier les propriétés
de continuité, de dérivabilité. .. des coefficients de A™1.

Cette formule peut aussi étre trés utile en algébre pour caractériser les coefficients de A~ par rapport a
ceuz de A. Comme les coefficients de A~" sont obtenus d partir de polynémes & coefficients entiers en les
coefficients de A, cela montre que lexpression de A~ ne dépend pas du corps K choisi. Pour une matrice
A 4 coefficients rationnels, A est dans My, (Q),#,(R),#,(C). Peu importe le corps choisi, la valeur de
det(A) reste la méme, et si A est inversible alors A= sera a coefficients rationnels.

Si A est inversible, on a :

2.3.7 Formules de Cramer

ProproSITION 77 (\ e H7EL7EN )

Soit n > 2. Soient A € 4, (K) inversible et Y € . ,(K) un vecteur colonne. Soit (.#) un systéme linéaire
d’écriture matricielle A X =Y.

Alors, le systeme () posseéde une unique solution (on dit ge c’est un systme de Cramer), et on a :

detAi .
xTr; = m, Vi € II].,TLH,

ou A; est la matrice obtenue a partir de A en remplagant sa i-iéme colonne C; par le vecteur colonne Y.

Preuve — Si () est un systéme de Cramer, I'unique solution (z1,2,...,Z,) de (%) vérifie la relation vectorielle :

n
d z;C;=B
j=1
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ce qui implique :
n
Vi€ [1,n], det A; = det(C1,...,Ci—1,B,Ciy1,...,Cn) = _x; det(Ch,...,Ci—1,C5,Ciy1,...,Cn).
j=1
Comme det(C1,...,Ci—1,Cj,Cit1,...,Cr) est nul dés que j # 4, on obtient :
Vi € [1,n], det A; = z; det A

ce qu'il fallait démontrer. O

REMARQUES 78

e Dans la pratique, ces formules ne sont pas utilisées car elles nécessitent de calculer n + 1 déterminants de
taille n x n.
On ne les utilise que dans le cas n = 2 et dans les cas ou l'on sait calculer facilement les déterminants des
matrices A; et A.

e Par contre, lorsque le systéme dépend d’un parameétre, ces formules permettent d’étudier la continuité

et la dériabilité. .. des solutions en fonction de ce paramétre. On peut faire pareil avec la relation
AX =Y & X =AY, et A7t = (det(A)) " com (A).

EXEMPLE 79 — Pour n = 2, le systeme :

ar+by=e
cr+dy=f
est un systeme de Cramer si, et seulement si, on a :
a b
c d’ 70
et la solution en est alors :
e b a e
fod ¢ f
T = -ooet y= .
a b a b
c d c d

2.4 RAPPELS SUR LA TRACE

Trace d’une matrice

DEFINITION 80
Soit M = (mi ;)@ j)ef1,n]? € #n(K). On appelle trace de la matrice M le nombre :

Tr (M) = zn: Mg -
i=1

ProrosiTION 81
Soient (A, B) € #,(K)?. On a :
Tr(AB) = Tr (BA).

Preuve — Posons A = (a;,j) et B = (b;,;). Alors :

n

Tr(AB) =YY airbei=»_ Y briaik =Tr(BA).

i=1k=1 k=11i=1

O

On remarque en particulier le fait que, pour toute matrice M € #,(K) et pour toute matrice inversible
P e GL,(K), on a :
Tr (P~'MP) =Tr (MPP™') =Tr (M).

COROLLAIRE 82
Soit n > 1. Soit ¢ € L(A,,(K),K) une forme linéaire. Alors, il existe une unique matrice A € ., (K) telle que :

¢: M+— Tr(AM).
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De plus, toute forme linéaire ¢ € L(4,,(K),K) vérifiant
$(MN) = ¢(NM), ¥(M,N) € #,(K)?,

est de la forme :
¢: M+— aTr (M)

pour un unique « € K.

Preuve — La famille (EZ-,]-)(Z. e,y €St la base canonique de ., (K).
o Soit ¢ € L(An(K),K). Soit M = (m; ;) € Mn(K). On a :
dM)= > mi;d(Ei ).
(i,5)€[L,n]?

La matrice A = (a;,j) avec a;,; = ¢(Ej,;) est donc I'unique matrice vérifiant ¢(M) = Tr (AM) pour tout M.
Réciproquement, la fonction M +— Tr (AM) € K est bien une forme linéaire.

o Soit ¢ € L(Mn(K),K) vérifiant ¢(MN) = ¢(NM) pour tout (M, N) € 4y (K)?2.
Pour tous ¢,j,k,l € {1,...,n},ona:
E;jEry =08;kE;;

Ainsi pour tout (4,j) avec i = j, on obtient :
A(Eiy) = ¢(EijEji) = ¢(EjiEij) = ¢(Ejj) = ¢(F1,1).

Pour tout (4,7) avec i # j, on a :
d(Ei5) = ¢(Ei,iBi ) = ¢(Fi ;i) = $(0) = 0.
On obtient donc :

O(M) => " mii¢(Er1) = p(E11) D mii = ¢(Er,1) Tr (M).
i=1

i=1

Trace d’un endomorphisme

PROPOSITION-DEFINITION 83
Soit F un K-e.v. de dimension n. Soit B = (eq,...,e,) une base de E. Soit f: E — E un endomorphisme.
On définit la trace \ '\ de f, notée Tr (f), comme :

Tr () = Tr (Mat(f)).

Cette définition ne dépend pas de la base B choisie.

Preuve — Soit B’ une autre base de E, et soit P € .#,(K) la matrice de passage de B vers B’. Alors, on a: Matg (f) = P~'Matg(f)P.
Cela donne :
Tr (Matp(f)) = Tr (P™'Matp(f)P) = Tr (Matp(f)PP~') = Tr (Mats(f)),

ce qui prouve que cette trace ne dépend pas de la base choisie. Donc, Tr (f) est bien défini. |

EXEMPLE 84 — Soit E un K-e.v. de dimension n. Soit p un projecteur sur E. Alors :

rg(p) = Tr (p) .

En effet, en prenant une base (e1,...,e,) adaptée a la décomposition en somme directe

E =1Im (u) ® Ker (u),

Ir Or,n—r
On—r,r On—r '

alors la matrice de p dans cette base est

D’ou le résultat.

PRroPOSITION 85
Soient K un corps et n > 2.
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Alors le déterminant det(.) et la trace Tr (.) sont des invariants de similitude sur .#,,(K) :
Pour tout A € #,,(K), pour tout M € .#,,(K) inversible, on a :

det(MAM™") = det(A)
Tr (MAM™') =Tr (4).

Autrement dit, pour A et B deux matrices qui sont semblables (B = M AM~! pour un M inversible), alors A et
B ont méme trace et méme déterminant.
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Chapitre 3 Diagonalisation

Les notions de cette section concernent les endomorphismes. Elles concernent aussi les matrices en considérant
les endomorphismes canoniquement associés X — AX. Nous allons prinipalement apprendre & chercher des

sous-espaces stables a un endomorphisme afin de mieux le comprendre.

Nous verrons que 'existence de sous-espaces vectoriels stables est tres importante dans I’étude géométrique et
algébrique d’'un endomorphisme. On s’intéresse particulierement aux sous-espaces vectoriels stables qui sont
différents de {0} et minimaux, ou aux noyaux des endomorphismes qui s’écrivent comme un “polynéme” en

I’endomorphisme u.

Dans ce chapitre, 'ensemble K désigne un corps. On utilisera souvent K = R, C ou Q. Tous les objets que nous
verrons seront définis sur des K-espaces vectoriels E. Par contre, certains résultats ne seront vrais que pour des

e.v. E de dimension finie.

Table des matieres du chapitre

3.1 Valeurs propres, vecteurs propres & sous-espaces vectoriels propres.............cooeun.
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3.2.2 Polynome caractéristique et valeurs propres .............coiiiiiiiiiii...
3.3 Sous-espaces vectoriels stables par un endomorphisme............cooiiiiiiiiiiiiin,
3.3.1 DANItion . . ..ot
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3.3.3  Sous-espaces CYyClQUES . ... ..ottt e
3.3.4 Polynoémes caractéristiques scindés ......... .. ... L i
3.4 Sommes de SOUS-ESPACES PIOPIES « e v vt v e eunenseneenensensesensssensenensenensensas
3.4.1 Rappels sur les sommes finies de sous-espaces vectoriels . ......................
3.4.2 Sous-espaces stables et matrices triangulaires ........ ... .. .. ool
3.4.3 Sous-espaces propres et sommes directes ... .......... i
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3.5.1 Définition et caractérisations élémentaires ........... ... .. . i
3.5.2 Réduction des endomorphismes diagonalisables ........... ... ... ... ... ......

3.1 VALEURS PROPRES, VECTEURS PROPRES & SOUS-ESPACES VECTORIELS

PROPRES

DEFINITION 1
Soit E un K-e.v. Soit v : E — E un endomorphisme. Soient A € Ket z € E, x # 0.

1. Sil existe y € E, y # 0 tel que u(y) = Ay, on dit alors que ) est une valeur propre \©F/F{H\ de u.
2. S'il existe v € K tel que u(z) = vz, on dit que x est un vecteur propre \ FF L[ &\ de u.

3. On définit Specg(u) I’ensemble des valeurs propres de u sur K.
Cet ensemble est appelé le spectre de u sur K.

4. Pour A € Specg(u), on définit Fy(u) = Ker (u — AIdg) 'ensemble des vecteurs propres de u associés a la

valeur propre A (auquel on rajoute 0).

Cet ensemble est appelé le sous-espace vectoriel propre\771IF 7% [H]\ de u pour la valeur propre \.

Soient n € N*, A € #,,(K) une matrice carrée, et X € .4, 1(K) un vecteur colonne.

1. S’il existe un vecteur colonne Y € ., 1(K) , Y # 0 tel que AY = \Y, on dit alors que A est une valeur

propre \FFE(E\ de A.

2. S'il existe v € K tel que AX =~X, on dit que X est un vecteur propre \f#1E[ 5\ de A.

3. On définit Specg(A) ’ensemble des valeurs propres de A sur K.
Cet ensemble est appelé le spectre de A sur K.
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3.1. VALEURS PROPRES, VECTEURS PROPRES & SOUS-ESPACES VECTORIELS PROPRES

4.

Pour \ € Specg(A), on définit Ey(A) = Ker (A — AI,,) Pensemble des vecteurs propres de A associés a la
valeur propre A (auquel on rajoute 0).
Cet ensemble est appelé le sous-espace vectoriel propre\ 71 7-%5[f]\ de A pour la valeur propre \.

REMARQUE 2 — Si E est de dimension n, en prenant B une base de E et en représentant le vecteur x € E par
une vecteur colonne X € M, 1(K), on a

u(z) = Az <= Matg(u)X = \X.

Ainsi, x est un vecteur propre de u si, et seulement si, X est un vecteur propre de A = Matg(u), pour la méme
valeur propre .

Si z est un vecteur propre de u, alors x est associé a une unique valeur propre A telle que u(z) = Az.

Si A est une valeur propre de u, ’ensemble des vecteurs propres associés est I’ensemble des vecteurs non nuls de
Ker (u — \1dg) .

EXEMPLES 3
Soit E un K-e.v. et u: E — E un endomorphisme.

1.
2.
3.
4.

Ey(u) = Ker (u) est le noyau de u.
Eq(u) =Ker(u—1dg) = {z € E,u(z) = z} est le sous-espace des vecteurs de E invariants par u.
Pour w = Aldg, on a Specg(u) = {A\}. Le sous-espace propre associé ¢ X\ est Ex(u) = E.

Pour E = C®(R,R) et D: f+— f' 'endomorphisme de dérivation, on étudie les valeurs propres de D en
résolvant les équations différentielles :

f'=Af, pour un X € R.

La théorie des équations différentielles linéaires du premier ordre montre que tout A € R est une valeur propre
de D et que le sous-espace vectoriel propre associé o X est Ex(D) = Vect(x — e**). Cet endomorphisme a
donc une infinité de valeurs propres, et chaque sous-espace propre est de dimension 1.

Soient E=R?, tcR, et A= C9S(t) —sin(?) . Alors :
sin(t)  cos(t)

(1} sit=2km keZ,

Specg(A) = | {—1} sit=m+2km ke€Z,
0 sinon.

En effet, on a det(A — M\2) = (cos(t) — A\)? +sin(t)%. Or, on a Ker (A — \l3) # {0} si et seulement si
A — Ay est non-inversible, ssi det(A — A\l3) = 0. C’est-a-dire si et seulement si sin(t) = 0 et A = cos(t).
Lorsque t = 2km on a A = I, donc E1(A) = R%. Lorsque t = 7 + 2km on a A= —I, donc E_1(A) = R?.
Par contre, pour K = C et B/ = C2, le spectre de la matrice A vaut :

Specc(A) = {e' e "}

En effet, sur C le polynéme (cos(t) — X)? +sin(t)? admet pour racines et et e,
Le calcul montre que (1,—i) est un vecteur propre de A pour e, et que (1,4) est un vecteur propre de A

pour e,

REMARQUES 4

1.

4.

Pour le cas de la dimension 0, l'unique endomorphisme de l’espace vectoriel réduit & {0} ne posséde pas de
valeur propre puisque tout élément de L({0}) est bijectif.

Un endomorphisme d’un espace vectoriel non réduit ¢ {0} n’admet pas nécessairement de valeur propre ;
c’est ce que nous avons vu en exzemple pour les rotation d’angle 6 & 17 sur R2.

Pour A une matrice & coefficients réels, on peut avoir Specy(A) # Specc(A). Les valeurs propres de A
dépendent du corps K avec lequel on considére tous nos objets.

Si au contraire il n’y a pas d’ambiguité sur le corps K, on notera parfois Spec (u) au lieu de Specg(u).

EXEMPLE 5 — Voici les valeurs propres de quelques endomorphismes :

1.

Pour une homothétie h = A1dg, on a Spec (h) = {\} et Ex(h) = E;
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3.2. POLYNOME CARACTERISTIQUE

2. Pour un projecteur p non-trivial (p # 0, p # Idg), on a Spec(p) = {0,1}, Ey(p) = Ker (p) et F1(p) =
Im (p) ;

3. Pour une symétrie s non-triviale (s # Idg,s # —Idg), on a Spec (s) = {—1,1}, E_1(s) = Ker (s + Idg) et
Ei(s) = Ker (s —Idg).

PROPOSITION 6
Soit F un K-e.v. de dimension finie. Soient v : E — E un endomorphisme et A € K. Alors, on a :

X € Spec (u) <= Ker(u— A1dg) # {0g} < u— AIdg non injective
<= u — AIdg non bijective <= det(u — AIdg) =0

Preuve — En dimension finie, un endomorphisme est injectif ssi il est surjectif ssi il est bijectif. O

REMARQUE 7 — Pour E un K-e.v. de dimensioon finie, on a donc que u est bijectif si et seulement si
0 ¢ Sp(u) < det(u) = 0.
De méme, A € M, (K) est inversible si et seulement si 0 ¢ Sp(A) < det A # 0.

REMARQUE 8 — Pour A une matrice a coefficients réels, on peut considérer que A appartient & M, (R) ou
Mp(C). Or, pour X € R det(A — \I,,) est un nombre qui ne dépend pas du fait que Uon ait pris K=R ou K=C
(voir chapitre Déterminant).

C’est-a-dire, A — M\, est inversible dans #,,(R) ssi A — M\, est inversible dans #,,(C). On a donc :

Specg (A) = Spece (A) NR.
De méme, pour B € #,(Q), on a :
Specy(B) = Specg (B) N Q = Spece (B) N Q.

EXEMPLE 9 — o Pour A= (9 ') on a vu que Specy (A) = 0 mais que Spece (() A) = {—i,i}.
o Pour A= (92) on adet(A— X3) = \* — 2. Ainsi, on a Specy(A) =0 et Specg (() A) = Spece (() 4) =

ProrosITION 10

Soient E un K-e.v., u : F — F un endomorphisme, ¢ : £ — E un isomorphisme.

Alors, on a Spec (u) = Spec ((;5 ouo (b_l).

De plus, pour tout A € Spec (u), on a dim(Ey(u)) = dim(Ey (pugp—1)).

Soient n > 1, A, P € .#,(K) avec P inversible.

Alors, on a Spec (A) = Spec (PAP™!).

De plus, pour tout A € Spec (A), on a dim(Ey(A)) = dim(E\(PAP™Y)).

Le spectre d’'un endomorphisme et la dimension des sous-espaces propres sont des invariants de similitude.

Preuve — Soit ¢ : E — E un isomorphisme. Soient z € E non-nul et A € K. On a :
uw(z) =dz <= uod log(z) =z
= (¢pouog )(d(2)) = ¢(Az) = A(2).

Comme ¢ est un isomorphisme, on a ¢(z) # 0 si et seulement si x # 0.
Donc, z est un vecteur propre pour u associé a X si et seulement si ¢(z) est un vecteur propre pour ¢up=! associé a \.

Ces endomorphismes ont donc les mémes valeurs propres, et I’on a :

Ex(pouog™") =¢(Ex(u)).
Leurs sous-espaces propres associés a A sont donc isomorphes, ce qui implique qu’ils ont la méme dimension. O
REMARQUE 11 — Soit E un K-e.v. de dimension n. Soit u : E — E un endomorphisme. La proposition
précédente nous dit que pour n’importe quelle base B de E, la matrice Matg(u) posséde le méme spectre que u,
et que leurs sous-espaces propres associés a une valeur propre donnée sont de méme dimension.

On peut ainsi étudier le spectre et les espaces propres de u, ou ceux de Matg(u). Ce résultat est tres utile s’il
existe une base B telle que Matg(u) a une expression qui permet de calculer plus facilement det(Matg(u) — Al,).

3.2 POLYNOME CARACTERISTIQUE

On rappelle que pour K un corps, I’ensemble K(X) est le corps des fractions rationnelles & coefficients dans K.
Cet ensemble est un corps, qui contient K[X].
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3.2. POLYNOME CARACTERISTIQUE

3.2.1 Définition du polynoéme caractéristique

PROPOSITION-DEFINITION 12

Soient n > 1 et A € 4,,(K).

Alors, le déterminant de la matrice X1, — A € 4, (K(X)), det (XI,, — A), est un polynéme. On le note x4 (X).
Le polynome x4 (X) est appelé polyndme caractéristique \F7{E 2 i\ de A.

XA(X) est un polynéme unitaire, de degré n, avec :

xA(X) = X" — (Tr (A) X" 1+ + (=1)"det (A).

Preuve — Soit A = (ay,;) . La matrice (XIn — A) est une matrice a coefficients dans le corps des fractions rationnelles K(X). Son
déterminant, donné par :

XA(X) = Z 8(0) (Xgo'(l),l - ao(l),l) s (Xao(n),n - O‘o’(n),n) ’
cESH
est une somme de produits de polyndémes. C’est donc un polynéme.
De plus, ce polynéme est de degré inférieur ou égal a n.

Soit o € Sp. Si o n’est pas l'identité, alors il existe au moins deux éléments distincts ¢, j € [1,n] tels que o (i) # i et o(j) #j. On a
donc 65(4),s = 0 = 45y, et le terme :
E(O) (Xao'(l),l - aa‘(l),l) cee (Xéa(n),n - O‘o‘(n),n)
est donc un polynéme de degré inférieur ou égal a n — 2.
Les termes de degré n et n — 1 de x4 (X) sont donc ceux du produit :
(X —a1,1)...(X —anmn),
Clest-a-dire X™ et —(a1,1 4+ 4+ @n,n) X = —Tr(A) XL

Enfin, le terme constant de x4 (X) vaut x4 (0) = det(—A) = (—1)"™ det(A). O

PropoSITION 13

Soient n > 1 et A, P € 4, (K) avec P inversible.

Alors, on a xpap-1(X) = xa(X).

Le polyndme caractéristique est un invariant de similitude.

Preuve — On a :
det (X1, — PAP™') =det (XPI,P~' — PAP™') = det (P (XIn — A) P™') = det (P) det (XIn, — A)det (P~') = det (XIn — A).
O

PROPOSITION-DEFINITION 14
Soit E un K-e.v. de dimension n. Soit v :€ L£(E) un endomorphisme.
Alors il existe un unique polynéme, noté x,(X), tel que pour toute base B de E on ait xu(X) = XMat (u)(X)-
Ce polynome est appelé le polynéme caractéristique de u.
Le polynome Y, est unitaire, de degré n, avec :
Xu(X) = X" — (Tr () X" 4+ (=1)" det (u).

Pour tout A € K, on a :
Xu(A) = det (AIdg —u).

Preuve — Pour B et B’ deux bases de E, les matrices Matp(u) et Matp/ (u) sont semblables. D’aprés la proposition précédente on

a done Xnat g (u)(X) = xMatB,(u))(X). Les propriétés de Mat g (u) permettent alors de conclure. O

EXEMPLES 15

1. On peut éventuellement poser la convention suivante : le polynome caractéristique de l’endomorphisme
d’un espace vectoriel réduit ¢ {0} ainsi que celui de la matrice vide, est le polynéme 1.

2. Le polynéme caractéristique de (o) € #1(K) est X — a.

3. Le polynome caractéristique de A = (: ?) € Mo(K) est :

XA(X) = X% — (@ +0)X + (ab — By) = X* — Tr (A) X + det (A).

4. Le polynome caractéristique de la matrice :

a B v
A=1| o ﬁ/ ’Y/
O[N /8// ,_Y//

de M3(K) est : X3 —Tr (A) X2 + ((af' — 'B) + (ay" — a"y) + (87" — ")) X — det (A).
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3.2. POLYNOME CARACTERISTIQUE

5. Pour A€ #,(C), on a xa = Xz. complezxes.

6. Soit E un K-e.v. de dimension n. Soit u: E — E un endomorphisme de rang 1. Dans une base B adaptée
au sous-espace vectoriel Im (u), la matrice de u est de la forme :

Qg1 cee e Qp

o ... ... 0
Matg(u) =

0o ... ... 0

Son polynéme caractéristique est donc X" 1(X —ay1). Comme a1 = Tr (Matp(u)) = Tr (u), on obtient :
Yul(X) = XL (X = Tr (u).

REMARQUE 16 — Soit A € #,(K). Alors on a det(XI, —'A) = det(!XI, — A) = det(XI, — A). Donc,
xea(X) = xa(X).

EXEMPLES 17 (Matrices triangulaires)

1. Soit A une matrice triangulaire supérieure, de diagonale (o, ...,a,). On a alors :
X—ar ... ... *
0 .. : n
xa(X)=| o =] ).
: L : k=1
0 .. 0 X—a,

2. Pour M une matrice triangulaire supérieure par blocs de la forme :
A B
w-(0 b)

XI,-A —C
0 XI,—D

on a :

xm(X) = = xa(X)xp(X).

Ces résultats sont aussi vrais pour des matrices triangulaires inférieures.

PROPOSITION 18
Soit n > 1. Soient nq,...,n, € {1,...,n} tels que ny + ..., n, = n. Soit M € #,,(K) une matrice triangulaire
supérieure par blocs :

Al ox L.. %

M = 0 A =« , pour A; € M,,(K).
: " .ox
o ... 0 A,

Alors, on a xar(X) = xa,(X) ... xa,(X) =T_;xa,(X).
Le résultat est aussi vrai si M est une matrice triangulaire inférieure par blocs.

- . . . A
Preuve — On démontre le résultat par récurrence sur r > 2, en utilisant le fait que la matrice M est aussi de la forme M = ( 01 f,) s

ot A’ est une matrice triangulaire supérieure par blocs avec r — 1 blocs diagonaux, et que X I, — M est aussi une matrice triangulaire
supérieure par blocs, avec r blocs diagonaux.
Si M est une matrice triangulaire inférieure par blocs, alors *M est une matrice triangulaire supérieure par blocs. La propriété

Xtar(X) = xa(X) permet alors de conclure. O

3.2.2 Polynéme caractéristique et valeurs propres

PropoOSITION 19

Soit E un K-e.v. de dimension finie. Soit u : E' — E un endomorphisme.

Alors, le spectre de u est égal a Pensemble des racines du polynoéme caractéristique x,,(X).
Soit n > 1. Soit A € ., (K).

Alors, on a Spec (A) = {X € K, xa(A) = 0}.
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3.2. POLYNOME CARACTERISTIQUE

Preuve — On a montré qu’en dimension finie, on a A € Spec (u) si et seulement si det(u—AIdg) = 0. Or, on a xu(A) = det(Aldg—u) =
(=)™ det(u — Mdg).

La preuve est identique pour une matrice A. |

REMARQUE 20 — Ainsi, un seul calcul de déterminant peut suffire pour déterminer toutes les valeurs propres
d’une matrice A (ou d’un endomorphisme w), du moment que l'on arrive & factoriser le polynéme caractéristique

xa(X).

COROLLAIRE 21
Soit E un K-e.v. de dimension finie. Soient v : E — E un endomorphisme et A € ., (K).
Alors u (ou A) possede au plus n valeurs propres distinctes.

e Si K=C, alors u (ou A) a au moins une valeur propre.

e Si K =R et sin est impair, alors u (ou A) a au moins une valeur propre.

Preuve — Les valeurs propres de u sont les racines de x,(X). Comme ce polyndéme est de degré n, il posséde au plus n racines
distinctes. |

Le corollaire précédent montre d’obtenir le polyndéme caractéristique sous forme factorisée est trés important en
pratique. On factorise en général x 4(X) en calculant calculant le déterminant det (X1, — A) par opérations
élémentaires afin de faire apparaitre des facteurs communs dans les lignes ou les colonnes.

EXEMPLE 22 — Soit

2 5 —6
A=(4 6 -9
3 6 -8
Le polynome caractéristique de A est :
X-2 -5 6
xa(X)=| -4 X-6 9 |.
-3 -6 X+38

On a : La somme des coefficients des lignes du déterminant ci-dessus étant X — 1, l'opération Cy < C1 + Cs 4+ Cs
donne :

X-2 -5 6 B 1 -5 6 - 1 -5 6
4 X-6 9 = (X-1)[1 X-6 9 | [2¢Lo—L, (X-1)|0 X—-1 3
3 g x48 GGG+ 1 -6 X+8 Ly Ls—1, 0 -1 X+2

On obtient donc :
XA =X -D((X -1)(X+2)+3) =X -D(X*+ X +1).

Le spectre de A est donc {l,j, j2} dans C et seulement {1} dans R.

DEFINITION 23

Soit E un K-e.v. de dimension finie. Soit v : £ — E un endomorphisme. Soit A € K une valeur propre de u.
On définit m,(A\) la multiplicité du facteur (X — X) pour le polynoéme caractéristique x,,(X).

L’entier m(\) est appelé multiplicité de la valeur propre \, pour w.

Pour n > 1, A € #,(K), et A € Spec (A), on définit de méme m 4 () la multiplicité du facteur (X — A) pour le
polynéme caractéristique y 4 (X).

EXEMPLE 24 — e Soit A € M5(K) une matrice triangulaire supérieure dont les coefficients diagonauz sont
(1,1,2,2,3).
On a alors xa(X) = (X — 1)(X = 1)(X — 2)(X — 2)(X — 3). On a donc Spec(A) = {1,2,3}, avec
ma(l) =2,ma(2) =2,ma(3) =1.

e Pour C = I3, on a xo(X) = (X — ) donc Spec (C) = {1}, avec me(1) = 2. On a aussi E1(B) =
Ker (B — I,) = K2, donc dim(E;(C)) =

e Soit B = é 1 On a xp(X) = (X — 1)%, donc Spec (B) = {1}, avec mp(1) = 2. Par contre, on a
E(B) =Ker (B — I) = Vect((1,0)), donc dim(E;(B)) = 1.
On a ici dim(Eq(B)) # m(1). On peut de plus remarquer que B n’est pas semblable a Iy car dim(FE;(B)) #
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PROPOSITION 25

Soient F un K-e.v., v : E — E un endomorphisme, ¢ : E — E un isomorphisme. Soit A € Spec (u).
Alors, on a my,(A) = mg-1,4(N). Soient n > 1 et A, P € .#,(K) avec P inversible. Soit A € Spec (4).
Alors, on a ma(A) = mp-14p(N).

La multiplicité des valeurs propres est un invariant de similitude.

Preuve — On a vu que u et ¢~ u¢ ont le méme spectre et le méme polynéme caractéristique, ce qui conclut. Méme chose pour A et
P—lAP. O

REMARQUE 26 — Soient A, B € #,(K) deuz matrices carrées (respectivement u,v : E — E deux endomor-
phismes).

Si A et B (resp. u et v) n'ont pas le méme spectre ou pas le méme polynéme caractéristique ou pas les mémes
multiplicités de valeurs propres ou pas les mémes dimensions d’espaces propres, alors A et B (resp. u et v) ne
sont pas semblables.

En effet, tous ces objets sont des invariants de similitudes.

Par contre, si deux matrices A et B qui ont le méme spectre/poly. caractéristique/multiplicités des valeurs
propres/dimensions des sous-espaces propres, on ne sait pas si A et B sont semblables ou non.

01 00 0 010
. . . 0 0 0O 00 01
EXEMPLE 27 (Exemple avec des matrices nilpotentes) — Soient A = 000 1 et B= 000 0
0 0 0 O 0 0 0O
Les matrices A et B sont triangulaires supérieures par blocs, avec deuz blocs diagonauz de taille 2 X 2. Le calcul

donne alors :

xa(X)=X2x X2 =X" et xp(X)=X?x X? = X"
On a donc xa(X) = xp(X). De plus, on a Spec (A) = Spec (B) = {0}, et ma(0) =4 = mp(0).
Le calcul donne : Eg(A) = Vect(e, e3) et Eg(B) = Vect(ey, ez). On a donc dim(Ep(A)) = 2 = dim(Ey(B)).
Par contre, on a A> =0 et B®> = Ey 4 # 0. Les matrices A et B ne sont donc pas semblables, car on aurait sinon
B?= (P 1A)?2 =P 'A?P =0, ce qui nest pas le cas.

Cet exemple montre qu’il existe des matrices qui ont le méme spectre/poly. caractéristique/multiplicités des
valeurs propres/dimensions des sous-espaces propres, mais qui ne sont pas semblables.

REMARQUE 28 — Pour u un endomorphisme et A € Spec (u), attention a ne pas confondre m.,,(\) la multiplicité
de (X — N) dans xo(X) et dim(Ey(u)) la dimension du sous-espace propre associé a .
Ces deuz quantités ne sont en général pas égales.

3.3 SOUS-ESPACES VECTORIELS STABLES PAR UN ENDOMORPHISME

3.3.1 Définition

DEFINITION 29

Soient F un K-e.v. et u : F — E un endomorphisme. Soit F' un sous-espace vectoriel de E.

Si 'on a u(F) C F, on dit alors que le sous-e.v. F est stable par u, ou u-stable. \— % F ufJANAEF23 8],
Fu-T 2508« \

EXEMPLES 30

1. Pour tout u: E — E endomorphisme, les sous-espaces vectoriels {0} et E sont stables par w.

2. Il existe des endomorphismes u dont les seuls sous-e.v. stables sont {0} et E. Par exemple, Rz : R* — R?
la rotation d’angle § dans R? ne posséde aucun sous-espace stable non-trivial (différent de {0} et R?).
8. Pour u: x — Axr une homothétie de rapport A, on vérifie que tout sous-ev F' de E est stable par u.

On peut montrer que les seuls endomorphismes v de E tels que tout sous-e.v. de E est stable par v sont les
homothéties.

4. Soit u: E — E un endomorphisme. Pour F' C Ker (u), alors F est stable par u (car u(F) = {0} ). Pour
G D Im(u), alors G est stable par w (car uw(G) C Im(u)).

5. Soit u: E — E un endomorphisme. Pour F,G deux sous-ev stables par u, alors FNG et F + G sont des
sous-ev stables par u.
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3.3. SOUS-ESPACES VECTORIELS STABLES PAR UN ENDOMORPHISME

3.3.2 Endomorphisme induit par stabilité
Définition

DEFINITION 31

Soient F un K-e.v., u : E — FE un endomorphisme, et F' un sous-e.v. de F.

Si F est stable par u, on peut alors définir la fonction up : € F — u(z) € F.
Cete fonction est un endomorphisme, appelé I’endomorphisme induit par v sur F.

REMARQUE 32 — Le fait que u(F) C F permet de remplacer Uespace d’arrivée E par son sous-espace vectoriel

F.

Attention a ne pas confondre la restriction wp : F — E deu a F, qui est une application linéaire de F' vers E @
que l'on peut définir pour tout u, et ’endomorphisme up : F' — F induit par v sur F', qui est un endomorphisme

sur F' que l’on ne peut définir que lorsque F' est stable par u.

On notera que limage de up est Im(up) = u(F) et que le noyau de up est Ker (up) = Ker (u) N F. <

PRrROPOSITION 33
Soient E un K-e.v., u : E — E un endomorphisme, et F' un sous-e.v. de E. Si F est stable par u, alors les valeurs
propres de I’endomorphisme up induit par u sur F sont les valeurs propres de u telles que E)(u) N F # {0}.
On a alors :

FE\ (UF) = E)\(u) NF.

Preuve — Soit F' est stable par u. Alors pour tout A € K, F est stable par u — Aldg. On a (u — Mdg)p = up — Aldp.
Avec la remarque précédente, on obtient : Ker (up — Aldp) = Ker (u — AIdp) N F. Ce qui permet de conclure. O

A T'aide des vecteurs propres d’un endomorphisme u, il est facile de construire certains sous-espaces stables par u.

PROPOSITION 34 (Sous-espaces stables engendrés par des vecteurs propres)
Soient F un K-e.v. et u : E — E un endomorphisme. Soient v1,...,v; des vecteurs propres de u (pas forcément
de méme valeur propre). Alors F = Vect (v1,...,v;) est stable par u.

Preuve — Soit & € F'. Alors on peut écrire x = 2?21 a;v;. Notons A; la valeur propre associée a v;. On a alors :

k k k
u(z) =u (Z ajvj> = Zaju(vj) = Z(ocj)\j)vj e F.
=1 =1 j=

j=1

O

Endomorphisme induit et polyndome caractéristique Si un sous-espace vectoriel F' est stable par u, cela peut se
voir sur certaines représentations matricielles de w.

PROPOSITION 35 (Sous-espaces stables et représentation matricielle)

Soient F un K-e.v. de dimension n et u : £ — FE un endomorphisme. Soit F' un sous-espace de FE. Soit
B = (e1,...,e,) une base de E telle que F' = Vect (eq,...,e,) pour un certain p € [1,n].

Alors, le sous-e.v. F est stable par u si et seulement si la matrice Matg(u) est de la forme :

a1 RN * * RN *
Mats(u) = Gp1 -+ Qpp  Appt1 K
0 - 0 apiip1 - *

0 DRI O an,p+1 DRI an7n

PreuvePosons Matg(u) = (a4,j)4,j-
e Si F est stable par u, alors on a
u(e;) € F, Vj € [1,p]

Donc :
n
Z ai je; € Vect (e1,...,ep), Vj € [1,p]
i=1

Ceci implique que :

aij =0,Vj € [L,p],Vie [p+1,n],

ce qui est la forme voulue (triangulaire supérieure par blocs, avec un bloc 0,—p , en bas & gauche).
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3.3. SOUS-ESPACES VECTORIELS STABLES PAR UN ENDOMORPHISME

e Réciproquement, supposons que
a;; =0,Vj € [1,p],Vi € [p+1,n].
On a alors :
n
ZA,-J@Z- € Vect (e1,...,ep), V5 € [1,p].
i=1
Cela veut dire que u(er),...,u(ep) € F = Vect(eq,...,ep). Donc F est stable par u.

PRrOPOSITION 36 (Endomorphisme induit et polynéme caractéristique)
Soient F un K-e.v. de dimension n et v : E — E un endomorphisme. Soit F' un sous-espace de E stable par u.
Alors, xu,(X) divise x,(X), le polynéme caractéristique de wu.

Preuve — Soit B = (e1,...,en) une base de E telle que F' = Vect(e1,...,ep). La matrice de u dans B est aors de la forme :
A B
Matp(u) = (Onfp,p D) .
On a alors A = Mat(e,, . e,)
Xu(X) = XMatss () (X) = xa(X)xD(X). Ce polynéme est donc divisible par x4 (X), qui est le polyndme caractéristique de ur, ce

(up), par définition de ’endomorphisme induit ug. Le polynéme caractéristique de u vérifie donc

qui conclut. 0

Ainsi, trouver des sous-espaces F' stables par un endomorphisme u permet de trouver des diviseurs du polynome
caractéristque de u x,(X). Cela aide & factoriser x, (X).

REMARQUE 37 — Soient E un K-e.v. de dimension n, et u: E — E un endomorphisme. Si x,(X) ne posséde
aucun diviseur de degré p, alors aucun sous-ev F' de E de dimension p n’est stable par u.

En effet, pour F sous-ev stable par u, xu,(X) est de degré dim(F') et est un diviseur de x,,.

De plus, si xu(X) est irréductible dans K[X], alors u ne posséde aucun sous-ev stable non trivial (différent de
{0} et E).

Par exemple, pour A = ((1) (2)> ,onaxa(X)=X2-2. Ce polynéme est irréductible dans Q[X], donc l’application

X+ AX ne posséde aucun sous-ev stable non trivial dans Q2. Dans R on a par contre x a(X) = (X —v2)(X ++/2)
donc A posséde des valeurs propres, donc A posséde des sous-ev stables non triviauz.

ProrosiTion 38
Soient F un K-e.v. de dimension n, et u : E — E un endomorphisme. Soit A € Spec (u). Alors, on a :

1 < dim(E)(u)) < my(N).

Preuve — Soit A € Spec (u). Le sous-espace propre F' = E) (u) étant-non réduit & {0}, il est de dimension au moins 1. Ce sous-espace
vectoriel est aussi stable par u.
On remarque que ’endomorphisme induit up vérifie : up = Al dp.

Ainsi, le polyndme caractéristique de up est xup (X) = (X — X)dm(Ex (W),
Comme ce polynéme divise x(X), on obtient dim(E)y (u)) < m(\). O
EXEMPLES 39

1. Sirg(u) =7 on a dim Ey(u) = Ker (u) =n —r , donc x.(X) est divisible par X" ".

2. La matrice :

0 0 a7
A= . . .

0 0 Ap—1

o e Q1 0

est de rang égal a4 2 (ou 0). Donc, son polynéme charactéristique est de la forme :
xa(X)=X"?(X?+uX +v) = X"+ uX""" 40X

On a de plus u = —Tr (A) = 0. En développant le déterminant :

X PN 0 —
det(Xil, — A) =| ° 1 3
0 e X —Qp—1
- —Qy—1 X
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3.3. SOUS-ESPACES VECTORIELS STABLES PAR UN ENDOMORPHISME

les termes non nuls de degré n — 2 sont obtenus pour les transpositions T = (i,n) avec i < n. On obtient
donc :

v=—a - —ai_;.

Ainsi, on a xa(X) = X" 2(X? - (a2 + ... +a2)).

§ 1. Sous-espaces propres et commutativité

PROPOSITION 40
Soient E un K-e.v. et u,v : E — E des endomorphismes.
Si u et v commutent (v o v =wvou), alors tout sous-espace propre de v, E)(v), est stable par w.

Preuve — Soit A € Spec (v). Soit € Ex(v). On a v(z) = Az.
Cela donne :
v(u(z)) = u(v(z)) = u(Az) = Au(z),

donc u(z) € E5(v), ce qui conclut. O @

REMARQUE 41 — Attention, ce résultat est faur pour un sous-espace stable F' de v quelconque. Par exemple,
pour E = K2, u(z,y) = (y,x), v = Idg, le sous-ev F = Vect((1,0)) est stable par v, mais il n’est pas du tout
stable par u.

Il faut bien remarquer dans la preuve de la proposition précédente que F = E\(v) et que v(x) = Az sont des
informations nécessaires.

3.3.3 Sous-espaces cycliques

PROPOSITION-DEFINITION 42

Soient F un K-e.v., v : E — E un endomorphisme, et x € E.

On définit S, (z) = Vect(u*(z), k € N).

Ce sous-espace vectoriel est appelé le sous-espace cyclique engendré par z \ Fz E B HJEELA 725 8]\
C’est le plus petit sous-espace vectoriel qui contient x et qui est stable par wu.

Preuve —
“>” Soit a € Su(z), Onaag,...,an € Ktels a = agr+aiu(z)+...+anu™(x). Ainsi, on a u(a) = agu(x) +a1u?(z)+...+anuti(z).
Donc u(a) € Sy(z). Ce sous-ev est bien stable par u, et il contient .
“C” Soit F un sous-ev stable par u et contenant z. Alors F' contient z,u(z),u?(x),..., donc F contient Vect(x,u(z), u?(z),...) =
Su(x).
O
REMARQUE 43 — En fait, pour F un sous-ev de E contenant x et stable par u, on a : <

Vect (z, u(z),- - ,uP(z)) C Sy(z) CF C E,VpeN

PropoOSITION 44

Soient £ un K-e.v. de dimension n, u : E — E un endomorphisme. Soit z € F non-nul.
Soit p le plus grand entier tel que la famille B = (z,u(x),- -+ ,uP(x)) est libre.

Alors, on a S, (x) = Vect (B). Donc dim(S,(z)) =p+ 1.

De plus, pour ay, ..., a, € K tels que u?™(z) = —apz — aju(z) — ... — apuP(z), on a :

0 -+ - o 0 —ap

1 . —aq

Mats(us, () = |

o --- 0 1 0 —ap—

o --- 0 0 1 -—a
Preuve — Comme z # 0, la famille (z) est libre. Comme dim(E) = n, la famille (z,u(z),-- ,u™(z)) n’est pas libre. Donc il existe
un plus grand entier p tel que la famille (z,u(z),--- ,uP(x)) soit libre. On a de plus p < n.
Posons B = (z,u(z), - ,uP(z)) et F = Vect(B).
Par définition de 1”entier p, la famille (2, u(x), -, uP (m),up+1(m)) est liée. Il existe donc p + 2 coefficients ag, a1, ...,ap+1 € K,

non tous nuls, tels que
o + aqu(x) + - - - 4 apuP () + app1uP T (z) = 0p.
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3.3. SOUS-ESPACES VECTORIELS STABLES PAR UN ENDOMORPHISME

On a de plus apy1 # 0 car sinon la famille B serait liée. Quitte & diviser tous les coefficients par ap41, on peut supposer que

ap+1 = 1. On a donc des coefficients ag, a1, -+ ,ap € K de K tels que agz + a1u(z) + - - - apuP (x) + uPT1(z) = 0. On en déduit que
uPtl(z) € F.

Cela permet de démontrer par récurrence sur k > 0 que u(z) € F. En effet on a u®(z) =z € F, et si u¥(z) € F alors u*(z) est une
combinaison linéaire de x, u(z), ..., uP(z). Donc u**1(x) est une combinaison linéaire de u(z),...,u? 1 (z), qui sont des éléments de
F.

Ainsi, on a donc Sy (z) = Vect(u®(x), k € N) C F, et la remarque précédente nous donne I’inclusion réciproque.

Comme F = Sy(z), F est un sous-espace stable par u. La relation uP*1(z) = —agpzaju(x) — -+ — apuP(z) nous donne alors
Pexpression de la matrice Matg(up). O

Ce résultat nous permet d’obtenir d’une autre fagon des sous-espaces vectoriels F' stables par un endomorphisme u.
Comme ., (X) divise x,(X), cela nous permet d’obtenir & nouveau des diviseurs de x,(X). Le résultat suivant
nous donne I'expression du polynome caractéristique de 'endomorphisme induit de la proposition précédente.

PROPOSITION-DEFINITION 45
Soit n > 1. Soit P(X) = X" + a1 X" 1+ -1 X + ap € K[X] un polynoéme unitaire.
On appelle matrice compagnon de P \ % Uizt PHFEFEREFE\ 1) 1a matrice :

o0 ... ... 0 —Q
10 ... ... 0 —-o
01 "
Crx)y=1|. . ) ) € M, (K).
0 0 1 0 —ap_2
0 0 0 1 —ap1

On a: xcopy, (X) = P(X).
Le polynéme caractéristique de la matrice compagnon de P est le polynéme P(X).

Preuve — Notons L1, ..., Ln41 les lignes de la matrice Cp(x). Son polynéme caractéristique est :
X o ... ... 0 ap
-1 X ... ... 0 a1
o -1 °
XOp(x) =
0 0 .o =1 X Qp—2
0 0 e 0 -1 X4 an-1

Avec Popération Ly < L1 + XLa +--- 4+ X" 1L,, ce déterminant devient :

0 0 ... ... 0 P(X)
-1 X ... ... 0 a1
o 41
XCpx) = .
0 0 .o =1 X Qp—2
0 0o ... 0 -1 X+4+oan-1
Le développement selon la premiére ligne donne : xcp ) = (=) P(X) (-1 = P(X). O

EXEMPLE 46 — Pour E = R3, on considére l'endomorphisme u : (x,y,2) = (y, 2z, ).
Trouvons trois vecteurs x1, T2, x3 de R? tels que dim S, (x1) =1 dim S, (22) =2 dim S, (z3) =3 :

o Le vecteur doit étre x1 un vecteur propre non nul. C’est le cas par exemple de (1,1,1), associé d la valeur
propre 1. On a donc (X — 1) | xu(X).

o L’espace stable engendré par xo doit étre dimension 2. Cela signifie qu’il faut trouver un sous-espace
vectoriel de dimension 2 stable par u, et choisir dans ce sous-e.v. un vecteur qui n’est pas un vecteur propre.
On peut remarquer que Uhyperplan x + y + z = 0 est stable par u. Prenons xo = (1,—1,0). Alors
u(xg) = (—1,0,1) et u*(z2) = (0,1,—1) = —x9 — u(xs). Donc le sous-e.v. S,(x3) est bien de dimension
2. On a done X%+ X + 1| xu(X). Comme (X — 1) et X? + X + 1 sont premiers entre euz, on a donc
(X —1)(X%2+ X +1) | xu(X), dot xu(X) = (X —1)(X?% + X + 1) en comparant les degrés.

En déterminant des sous-espaces stables par u de la forme S, (x), on a ainsi factorisé x,(X).

e En prenant x3 = (1,0,0), on remarque que (x3,u(z3),u?(x3)) engendre R3. Donc S,(x3) = R3.

1. \FEBEAE McomatriceliF \
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3.3.4 Polynomes caractéristiques scindés

Rappelons que I'on dit quun polynéme P(X) € K[X] est scindé sur K §’il peut s’écrire comme produit de
facteurs du premier degré de K[X] et qu’il est scindé & racines simples sur K si de plus ses racines sont de
multiplicité 1.

EXEMPLES 47

1. Soit E un C-e.v. de dimension finie. Pour tout endomorphisme u : E — E, le polynéme caractéristique g%
Xu(X) est scindé, puisque tout polynome de C[X] est scindé.

o2 _ [cosf —sind
2. Pour E = R* et R(0) = (sin@ cost

X2 —2Xcos +1. Si 6 £ 0mod 7, ce polynéme est irréductible dans R[X]. Il n’est donc pas scindé. Par
contre, Xr(9)(X) est scindé a racines simples dans C[X].

), avec 0 € R, son polynéme caractéristique est X pr(g)(X) =

ProrosiTION 48
Soit E un K-e.v. de dimension finie. Soit v : £ — E un endomorphisme. Si x,, est scindé, alors pour tout sous-ev
F stable par u, le polynome x,,,. est lui aussi scindé.

Preuve — Le polynéme X divise le polynéme scindé xu. |

ProOPOSITION 49
Soit E un K-e.v. de dimension n. Soit v : ' — E un endomorphisme.
Si x., est scindé, alors pour (p1,..., ) les racines de x, comptées avec multiplicité, on a :

Tr(u)=p1 4+ +pn et det(u)=p1...pu,.

Preuve — On a xu(X) = X" — Tr(u) X*" L4+ ... + (=D)"det(u) = (X —p1) - - (X — ) = X" — (1 + ...+ ) X 14+ +
(=D)"p1 .. pin O

REMARQUE 50 — Pour A = («a; ;)n une matrice triangulaire supérieure, son polynome caractéristique est scindé
et ses racines (comptées avec multiplicité) sont (a11,. .., Wnn).

PRrROPOSITION 51
Soient u et v deux endomorphismes de E qui commutent i.e. u o v = v o u. Alors I'image et le noyau de u sont @
stables par v, et I'image et le noyau de v sont stables par wu.

Preuve — Il suffit par symétrie de montrer que 'image et le noyau de u sont stables par v. Montrons que 'image de u est stable par
v : soit € Im (u). Alors il existe y € E avec z = u(y). Dés lors

v(z) = v(u(y)) = w(v(y)) € Im (u).

La stabilité de Im (u) par v est prouvée.

Montrons que le noyau de u est stable par v : soit « € Ker (u). Alors
u(v(z)) = v(u(z)) = v(0) = 0.

Donc v(z) € Ker (u), et la stabilité de Ker (u) par v est prouvée. O

En particulier, si u et v commutent, alors tout sous-espace propre de u est stable par v. En effet, comme u, v
commutent, on a aussi, pour tout A € K, la relation

(u—Aldg)ov=wuov—Av=vou—Av=vo(u—Aldg).

Donc le noyau de u — A1Idg (& savoir l'espace propre de u correspondant & la valeur propre \) est stable par v,
grace au théoreme que nous venons de prouver.

COROLLAIRE 52
Les sous-espaces vectoriels propres d’un endomorphisme u de F sont stables par tout endomorphisme v commutant %
avec u.

3.4 SOMMES DE SOUS-ESPACES PROPRES

3.4.1 Rappels sur les sommes finies de sous-espaces vectoriels

DEFINITION 53
Soit ' un K-e.v. Soient Ei,..., E, des sous-espaces vectoriels de E.

42
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On appelle somme des sous-espaces vectoriels (£;), ; <p le sous-espace vectoriel :

=1

p p
Fi+...+ Ep = ZEZ = Z.ﬂ?i, avec (.Z‘i)lgigp S H E;
=1

1<i<p

) 3 H ) H B s dal
Preuve — L’ensemble 219#1) E; est un sous-espace vectoriel, comme image de I'application linéaire

@i)icicp€ | B D @€k

1<i<p 1<i<p
|
Lorsque les E; sont de dimension finie, I’application linéaire
(xi)lgigp S H E; — Z r, € B
1<i<p 1<i<p
donne, avec le théoreme du rang :
dim (Z Ez) <) dim (E;).
i€l iel
§ 1. Somme directe d’une famille finie de sous-espaces vectoriels
DEFINITION 54
Soit E un K-e.v. Soient Ei,..., E, des sous-espaces vectoriels de E.
On dit que la famille (Ey,..., E,) est en somme directe si l'on a :
P
V(@1,...,2p) €EBy X ... x By, Y ;=0 = 2, =0V1<i<p.
i=1
C’est-a-dire, si la seule somme de vecteurs de Ei, ..., E, qui est nulle est la somme de vecteurs nuls. Quand la

famille (E1,..., Ep) est en somme directe, on note alors sa somme E) & ... 8 E, = P, ;< Ei.

EXEMPLES 55

1.

Une famille (e;);c; de vecteurs non nuls est libre si, et seulement si, la famille (Ke;),., est en somme
directe.

Un couple (F,G) de sous-espaces vectoriels est en somme directe si et seulement si F NG = {0}.

Soient E un ev. et (Eq,...,E,) des sous-ev de E en somme directe. Toute sous-famille (E;,,...,E;.),
r < p est encore en somme directe.

Soient E un ev. et (Eq,...,E,) des sous-ev de E en somme directe. Soient Fi,...,F, des sous-ev de
Ey,...,E,. Alors les sous-ev (Fi,...,Fy,) sont encore en somme directe.

REMARQUE 56 — Attention, une famille (E;);.; avec au moins trois éléments qui vérifient E; N E; = {0} pour
tout i # j n’est pas nécessairement en somme directe.
Par exemple, la famille de sous-ev de K2

K(1,0),K(0,1),K(1,1),

n’est pas en somme directe méme si les intersections deux a deuzx de ces sous-espaces vectoriels sont réduites a

{0}.

PROPOSITION 57
Soit 2 un K-ev. Soient E, ..., F, des sous-ev de I de dimension finie.
Alors, la famille (E1, ..., E,) est en somme directe si, et seulement si, on a :

dim <Z E,-) => dim(E)).

i€l i€l

Preuve — En dimension finie, ’application linéaire surjective (x;) € Hle E;—=>P =z € Zle E; est injective si et seulement si

elle est bijective, si et seulement si les espaces vectoriels de départ et d’arrivée ont méme dimension. O
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DEFINITION 58
Soit E un K-e.v. Soient Fj, ..., E, des sous-e.v. de E. Si la famille (E4,..., E,) est en somme directe avec
E =@, <<, Ei, on dit alors que (E1, ..., Ep) est une décomposition en somme directe \E M5 fi#\ de E.

REMARQUE 59 — Attention, si F' est un sous-espace vectoriel de E, on a :

P FnE)CF

1<i<p

mais pas nécessairement : @

P FnE)=F

1<i<p

Par exemple, on a K? = K(1,0) ® K(0,1) mais le sous-espace vectoriel F = K(1,1) n'est pas égal a la somme
directe :
(FNK(1,0)) @ (FNK(0,1))

qui est réduite ¢ {0}.

§ 2. Projections associées a une décomposition en somme directe

PROPOSITION-DEFINITION 60

Soit E un K-e.v. avec une décomposition en somme directe F = @ E;,.
1<i<p

Alors tout élément x de E s’écrit de facon sous la forme

p
T = E x;, x; € E;.
i=1

Le vecteur x; s’appelle la i-éme composante de = dans la décomposition £ = P, ; E;.
La fonction p; : x € E +— x; € E est la projection sur F; parallelement a @j# E;.
On l'appelle la i-éme projection associée a la décomposition £ = &, ; E;.
Ces projections vérifient les relations :
1. pour tout i € I, p? = p;; <
2. p;op; =0 pour tous ¢ # j;
3. Z p; =1dg.
il

PROPOSITION 61

Soit F un K-e.v. avec une décomposition en somme directe E = @ E;,. Soient By,...,B, des bases de
1<i<p

Eq,...,E,.

Alors, B= B U...UB, est une base de E.

Preuve — Il est évident que la réunion B des B; engendre la somme des E;. Pour montrer qu’elle est libre, considérons une
combinaison linéaire Y~ _c s ctee nulle. On a alors :

z(zaee) =Y ae=0.

i€l \e€B; eeB

Puisque les vecteurs ZQEB- aee appartiennent aux E;, la propriété de somme directe entraine ZeeB- aece = 0. On en déduit que,
i i

pour tout e de B;, le scalaire o, est nul. Cela valant pour tout ¢, la famille (ae)eeB est nulle. O

3.4.2 Sous-espaces stables et matrices triangulaires

PROPOSITION 62
Soient F un K-e.v. de dimension n et E1, ..., E, des sous-ev de F. On suppose que FE est la somme directe des

sous-ev F; :
E=E:.
i=1

Soit n; = dim(E;). Soient By, ..., B, des bases de F1,...,E,., et B = U::1 B;, qui est une base de E. Soit
u : ' — E un endomorphisme.
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Alors, les sous-ev FEf, ..., E, sont stables par u si et seulement si la matrice de u par rapport & B est une matrice
diagonale par blocs :
A, 0 - 0
0 Ay - 0
Matg(u) = . . . )
: : 0
0o 0 --- A,

ou A; € M,,(K), V1 <i<r, et ol les zéros de la matrice représentent des blocs de zéros.
REMARQUE 63 — Dans un tel cas, on a alors
Xu(X) = xa,(X) -+ xa,(X).

COROLLAIRE 64 (Caractérisation des matrices triangulaires)
Soient E un K-e.v. de dimension n et B = (ey,...,e,) une base de E. Soit u : E — E un endomorphisme de E.
Alors, la matrice Matg(u) est triangulaire supérieure si et seulement si les n sous-espaces vectoriels :

Vect (e1), Vect (e1,ea), ..., Vect (e1,...,ex),..., Vect (e1,...,en),

sont tous stables par u.

Preuve — Il suffit d’observer qu’une matrice triangulaire posséde en bas & gauche un bloc de zéros de taille (n — p) X p pour tout

p € [1,n], et d’appliquer le théoréme qui décrit les matrices des endomorphismes pour lesquels Vect(e1,...,ep) est stable. O

3.4.3 Sous-espaces propres et sommes directes

THEOREME 65

Soient £ un K-e.v. et w : E — E un endomorphisme. Soient Ai,..., A, € Spec (u) des valeurs propres de u
distinctes. Soient 1, ...,z, € E des vecteurs propres associés a Aq, ..., Ap.
Alors, la famille (z1,...,2,) est une famille libre. \J:':JE/T\H%%J“?E{EE/W%?EW BT R\

Preuve — Nous allons démontrer cela par récurrence sur p > 1.
e Sip =1, la famille (z1) est libre car un vecteur propre n’est jamais nul par définition.

e Supposons le résultat vrai pour toute famille de taille p — 1. Soient A1,...,Ap p valeurs propres distinctes de u et x1,...,zp p
vecteurs propres associés. Il faut montrer I’implication

Zakxkzo = a1 =az=-"-=ap=0
k=1

Supposons que Zzzl arxr, = 0. En appliquant la fonction u, on obtient :

P P
= Z apu(zy) = Z A AR Tk
k=1 k=1

On a donc :
n P p—1
=X O armi) = D apdemr = D ap(Ap — M)k
k=1 k=1 k=1
D’apres 'hypothése de récurrence, la famille (z1,- -+ ,zp—1) est libre. On a donc :

ak(\, = Ap) =0, Vk € [1,p — 1].

Comme on a A\, — Ap # 0, on obtient ay, = 0 pour tout 1 < k < p — 1. Il reste alors dans la somme 0 + apzp = 0, ce qui donne
ap = 0. Cela conclut la récurrence.

O

Autrement dit, toute famille finie de vecteurs propres associés a des valeurs propres deux a deux distinctes est
libre. On notera que cette propriété est valable en dimension infinie.

THEOREME 66

Soient £ un K-e.v. et w : E — E un endomorphisme. Soient Aq,..., A, € Spec(u) des valeurs propres de u
distinctes.

Alors, la famille des sous-espaces propes (Ey, (u), ..., Ex, (u)) est en somme directe.

Preuve — Soit (21,...,%p) € Ex,(u) X ... X E) (u) une famille de vecteurs telle que
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Supposons par I’absurde que les vecteurs x1, ..., x, ne sont pas tous nuls. Quitte a réordonner les vecteurs, on peut supposer que les
vecteurs 1, ..., 2, sont non-nuls, pour un 1 <r < p, et que les vecteurs 41, ...,2p sont nuls.

Les vecteurs x1,...,x, sont des vecteurs propres non-nuls, associés a des valeurs propres distinctes, pour lesquels on aurait
1+ ...+ x =0.

D’apres le théoréme précédent, la famille (z1,...,z,) est libre, ce qui contredit la relation z1 + ...+ z, = 0.

Donc tous les vecteurs x1,...,xp sont nuls. Ainsi, les espaces propres Ey, (u),..., Ey, (u) sont en somme directe. O

EXEMPLE 67 — Soient E = C*°(R,C) et D : f € E— [’ € E Uapplication linéaire de dérivation. Pour tout A € C,
la fonction x € R — e*® est un vecteur propre de D pour la valeur propre . La famille (x ER+— M e C))\ec
est donc libre, d’apres les résultats précédents (toute combinaison linéaire d’un nombre fini de ces fonctions qui
est nulle est forcément la combinaison linéaire nulle). Comme cette famille est infinie, on en déduit que l’espace
vectoriel C*° (R, C) est de dimension infinie (ce résultat a déji été démontré de plusieurs maniéres dans les cours
précédents).

3.5 DIAGONALISABILITE

3.5.1 Définition et caractérisations élémentaires

DEFINITION 68

Soit F un K-e.v. de dimension n. Soit v : F — E un endomorphisme.

On dit que 'endomorphisme u est diagonalisable \ 7] X /i (V.7 s'il existe une base B de E telle que Mat g (F)
est une matrice diagonale.

Une base B dans laquelle la matrice Matg(FE) est diagonale est appelée une base de diagonalisation de w.
Soient n > 1 et A € 4, (K).

On dit que la matrice A est diagonalisable \ 7] X /i {{ 3i[%\ s’il existe une matrice inversible P telle que P~1 AP
est une matrice diagonale.

REMARQUES 69 e Pour B = (ey,...,e,) une base de diagonalisation de u, les vecteurs ey, ..., e, sont alors
des vecteurs propres de u.

e Une matrice A € M, (K), est diagonalisable si et seulement si Uapplication linéaire X € K" — AX est
diagonalisable.
En effet, un changement de base vers la base B correspond a la matrice PAP™Y, ot P est la matrice de
passage de la base canonique vers la base B

THEOREME 70
Soient E un K-e.v. de dimension n et v : E — E un endomorphisme.
On a les équivalences suivantes :

i) u est diagonalisable;
ii) Il existe une base B de E constituée de vecteurs propres de u;

iii) F est la somme directe de sous-espaces propres de u :

E= P Ew);

AESpec(u)

\uH] LIX L <= P RHIE T 25 18] A B AT 2 2 =S )\
iv) Pour Spec (u) = {A1,...,A\r}, on a:

Z dim (E\, (u)) =n;
k=1

v) Le polynéme caractéristique y,, est scindé, et pour Spec (u) = {A1,..., A}, on a:
VEk € [1,7],dim (Ey, (u)) = m(\g).
\uR] AN = B PREE R LT EREE TREEEL

Preuve — On pose Spec (u) = {A1,...,Ar}. Pour 1 <4 < r, on pose F; = Ey, (u).
i) = i) Soit B = (e1,...,en) une base de diagonalisation de u. Comme Matpg(u) est diagonale, les vecteurs e1,. .., e, sont des
vecteurs propres de u.
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#) = 4i1) On a montré que les sous-espaces propres F; étaient en somme directe. S’il existe une base B = (e1,...,en) de E
constituée de vecteurs propres, alors @le F; contient une base de E. On a donc dim(F; & ... & Fr.) > n = dim(E). Donc ce
sous-ev est de dimension n, ce qui donne :

T
E=F.
i=1

i) = w) Onadim(E)=n=dim(F1 ®...® F.) =>7_; dim(F}y).

w) = 1) Soient By, ..., B, des bases de Fi,..., F,. Comme ces sous-espaces propres sont en somme directe, les résultats de la
section précédente nous disent que B = B1 U...U B, est une base de F; & ... & F,.. Cette base contient 22:1 dim(Fg) =n =
dim(E) éléments. C’est donc une base de E. Cette base étant une base formée de vecteurs propres de u, la matrice Matp(u)
est alors une matrice diagonale.

w) <= v) On a montré précédemment que 'on a 0 < dim (E,\k (u)) < myu(Ag) pour tout 1 < k < n. On sait de plus que
My (A1) + ...+ my(Ar) < deg(xu(X)) = n. Cela donne :

T

0< ) dim (B, (w) <Y m(\x) <n.
k=1

k=1
Ainsi, I’égalité :
»
Z dim (EA;C (u)) =n
k=1
est équivalente a :

Z m(Ag) =n et dim (Ey, (u)) =m(A), V1< k<7
k=1

COROLLAIRE 71

Soient E un K-e.v. de dimension n et v : £ — FE un endomorphisme.

Si le polynome caractéristique x, est scindé a racines simples, alors ’endomorphisme u possede n valeurs propres
distinctes et est diagonalisable.

Pour Spec (u) = {A1,..., A\n} et pour ey, ..., e, des vecteurs propres de u associés aux valeurs propres Ay, ..., A,
la famille B = (eq,...,ey) est une base de F, et Matg(u) = Diag(A1, ..., Ap).

EXEMPLE 72 — Soit k € C. On définit la matrice de #4(C) :

A =

o o = O
— o=
SO = O
o o = O

Cette matrice est de rang 2, et de trace k. Un calcul de déterminant nous donne xa(X) = X?(X? — kX — 3).
Le sous espace-propre associé a 0, qui est Ker (A), s’obtient en résolvant le systéme :

y=0
c+ky+z+t=0
1l est de dimension 2, engendré par les vecteurs :

1
0
-1
0 -1

et

o O =

On retrouve d’ailleurs que A est de rang 2.
Ainsi :
o Si k vérifie k? + 12 # 0, le polnome X2 — kX — 3 a deux racines A1 et Ao distinctes non nulles. Les
sous-espaces vectoriels propres associés étant de dimension non-nulle, la matrice A est donc diagonalisable.

o Sik est égal & +2iV/3, le polynéme X% — kX — 3 a une racine A = % de multiplicité 2. On détermine le
sous-espace propre associé en résolvant :

—Ar + Y = 0
r + (k=XNy + z + t =0
Y - Az = 0

Y — At = 0
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Une résolution avec la méthode du Pivot montre que ce sous-espace propre est de dimension 1, engendré par

1
A
1
1

La dimension de la somme des sous-espaces propres de A vaut 3, donc la matrice A n’est pas diagonalisable
dans ce cas.

REMARQUE 73 — Soient E un e.v. de dimension et n u: E — E un endomorphisme. Si x,(X) = (X — )", u
n’a qu’une seule valeur propre .
Alors u est diagonalisable si et seulement si Ker(u — M dg) = E, si et seulement si u= \1dg .

2 a b
Par exemple, la matrice A= |0 2 ¢ | est diagonalisable si et seulement si a =b=c=0.
0 0 2

EXEMPLE 74 — Soit E un K-e.v. Soit u: E — E un endomorphisme

S’il existe un entier r € N tel que u” = 0, on dit que l’endomorphisme u nilpotent?.

On appelle indice de nilpotence de u l’entier nil (u) = min{k € N,u* = 0}. Cet entier eriste en tant que
minimum d’une partie non vide de N.

Soit E de dimension n. Supposons que pour u nilpotent son polynéme caractéristique x, est scindé. Alors, on
ax.(X)=X".

En effet, pour A € Spec (u) et © un vecteur propre associé a A\, on a

0= unil(u) (x) _ )\nil(u)x’

ce qui implique que A = 0. Comme X, est scindé, cela implique que ., (X) = X™.
Ainsi, un endomorphisme nilpotent dont le polynome caractéristique est scindé est diagonalisable si et seulement

sl est nul.

1 ) ) . ) .
Par exemple, A = <;2 ) est une matrice nilpotente qui n’est pas diagonalisable.

Nous verrons dans le chapitre suivant que tout endomorphisme nilpotent u a son polynéome caractéristique scindé.
(et que donc xu(X)=X")

METHODE 75 (Etude de la diagonalisabilité) — Pour déterminer si un endomorphisme u est diagonalisable, on
procede en général de la facon suivante :
1. On détermine x,, le polynéome caractéristique de u ;
2. On factorise ce polynome pour obtenir le spectre de u ;
Cela passe par un calcul de det(X I, — Matp(u)) via la méthode du Pivot pour trouver des facteurs de
Xu, par une recherche de vecteurs propres évidents pour trouver des facteurs (X — \)* de x., ou par une
recherche de sous-espaces stables par u pour trouver des diviseurs de Xy.
Si le polyndéme caractéristique x,, n’est pas scindé, alors u n’est pas diagonalisable.
3. On détermine les sous-espaces propres Ex(u) de u. (une base By et leur dimension)
4. Conclure : Si la somme des dimensions des sous-espaces propres Ey(u) de u ne vaut pas n, alors u n’est
pas diagonalisable.
Sinon, u est diagonalisable et B = UAESpec(u) B, est une base de E qui diagonalise u.

EXEMPLES 76
1. On veut étudier la matrice :

0 3 2
A=|-2 5 2| c.#5K).
2 -3 0

Le polynéme caractéristique de A vaut : (factorisation via la méthode du Pivot ou via des racines évidentes)
xa(X)=X3 - 5X? 48X —4=(X -2)%(X —1).

Les racines de x a comptées avec multiplicité sont 1,2,2. Le sous-espace propre E1(A) = Ker(A — I3) est
alors de dimension 1. Trouvons-en une base. On résout I’équation AX = X, soit :

—x+3y+2z = 0
—2x+4y+2z = 0
2c —3y—2z = 0

2. \a(m).FFZEM\
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Ce systéme linéaire est équivalent & x =y = —z. Ainsi on a E1(A) = Kvy, pour
1
v = 1
-1

Le sous-espace propre Es(A) = Ker(A2I3) est de dimension 1 ou 2. Trouvons-en une base. On résout
l’équation AX —2X =0, soit :

—2x+3y+2z = 0
—2x+3y+2z = 0
2r —3y—2z = 0

Ce systéme linéaire est équivalent a4 2z — 3y — 2z = 0. Ainsi on a Es(A) = Kvy @ Kvs ou

3 1
vy = | 2 et v3=10
0 1

La matrice A est donc diagonalisable car la somme des dimensions de ses sous-espaces propres vaut 3. Une
base de diagonalisation de A est C = (v1,v2,v3). La matrice de passage de la base canonique o C est :

1 3 1
P=11 2 0
-1 0 1

La matrice de ’endomorphisme X — AX dans la base C est P~1 AP = Diag (1,2,2) = D. On obtient alors
A = PDP™, soit aprés calcul de P71 :

3 1 1 00 2 -3 =2
2 0)-10 2 O)-1—-1 2 1
0 1 0 0 2 2 -3 -1

1
1
-1

A:

2. On se place sur E = R,[X]. On définit la fonction :

u: Ry[X] — R,[X]
P(X) — (1—X2)P'(X)+nXP(X)

. Cette fonction est bien définie car :
w(X®) = (n — k)X 4 kX* 1 e R, [X], Vke[0,n],

(pour k = 0, Uexpression kX*~1 est nulle, et pour k =n on a uw(X"™) =nX""1). La fonction u est alors un

endomorphisme sur R,[X]. La matrice de u dans la base canonique (1, X,..., X™) est :
0 1 (0)
n 0 2
n—1
(0) 1 0

Son polynéme caractéristique ne parait pas facile a calculer.® On recherche directement les valeurs propres
de u. Un polynome P non nul de E est un vecteur propre de u s’il existe A € R tel que l'on ait :

(1—-X*)P'(X)+nXP(X)=\P(X).

Dans R(X), cela donne :
P'(X) nX—-X n-2A\ N n+ A
P(X) X2-1 2(X-1) 2X+1)

Si la factorisation de P(X) dans C[X] est am [, (X — ag)™, on a alors :
P(X) zT: ny,
P(X) ~ & X -

3. On peut pourtant le calculer avec une récurrence double par un développement selon certaines lignes/colonnes. Mais cela sera
pour un autre exemple ou en exercice.
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Ainsi, le polynéome P(X) doit étre de degré % + "—y‘ =n, 'ensemble de ses racines sur C est contenu

dans {1,—1}, et "T_A, "TH‘ doivent étre des entiers compris entre 0 et n.

Pour 0 < k <n, on pose P,(X) = (X — 1)¥(X +1)"*. Un calcul montre que l’on a alors :
u(Pr(X)) = (n — 2k)Pp(X).

Comme les nombres réels (n — 2k)yeco,n) sont deur a deux distincts, I’'endomorphisme u possede n + 1 =
dim(R,,[X]) valeurs propres distinctes. Ainsi, la famille (Py(X))gejo,n] de vecteurs propres de u est une
base de R,[X]. Cet endomorphisme est donc diagonalisable, avec pour valeurs propres (n — 2k)pe[o.n]-

3.5.2 Réduction des endomorphismes diagonalisables

REMARQUE 77 — Soit E un K-e.v. de dimension n. Soit v : E — E un endomorphisme. Supposons que u est
diagonalisable. Soit Spec (u) = {A1,..., A\r}. On a montré dans cette section que l'on a alors :

Dk dim(Ey, (w) = n;

E=E\(u)&...8E) (u);

dim(Ey, (u)) = my(Ag), VI <k <7r;

Xu(X) =TTy (X — M) m(Fa (),

e Pour By,...,B, des bases de Ey,(u),..., Ex. (u), la famille B= B, U...UB, est une base de E.

e La matrice Matg(u) est une matrice diagonale.

Pour tout 1 <k <r, ona Ug,, (u) = )\kIdEAl(u).
Ainsi, en notant Dy, = Akldim(Exk(u))a la matrice Matg(u) est diagonale par blocs, avec

Matg(u) = Diag(Ds, ..., D).
Pour 1 <k <, soit py : E — E la projection sur Ex, (u) parallélement a @, Ex;(u). On a alors :
u=Mpi+...+A\pr,
car ces deux endomorphismes sont égauz sur la base B.

REMARQUE 78 (Puissances d’un endomorphisme diagonalisable) — Soit E un K-e.v. de dimension n. Soit
u: E — E un endomorphisme. Supposons que u est diagonalisable, et reprenons les notations de la remarque
précédente.

Soit m > 0. On a alors ugkk(u) = AN ldg, | (u)-

Ainsi, on a :

Matg(u™) = Diag(DY*,..., D).
En utilisant les projections py, cela donne :
u™ = A"p1+ ...+ ANy,

car ces deux endomorphismes sont égauz sur la base B.

Ainsi, 'endomorphisme u™ est totalement décrit a 'aide du spectre et de la base de diagonalisation de u.

En particulier, u™ est diagonalisable, et les racines de son polynéme caractéristique xum sont A\T*, ..., A"
(certaines racines pouvant étre égales). C’est-a-dire :

X (X) =TI (X = A (),

D’un point de vue matriciel, si A € M,(K) est diagonalisable, on a P une matrice inversible et D =
Diag(as, . .., a,) une matrice diagonale telles que A = PDP~!.
Pour tout m >0, on a alors :

A™ = (PDP~ Y™ = PD™P~! = PDiag(al",...,a™)P~ .

n

On peut alors calculer facilement la matrice A™ a l'aide de deux produits matriciels.

EXEMPLE 79 — Reprenons le premier exemple de la page 48. Nous avons vu que la matrice
0o 3 2
A=|-2 5 2
2 =30
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est diagonalisable. Elle s’écrit A = P - Diag(1,2,2) - P~1 avec :

1 3 1 2 -3 -2
P=[1 2 0 et Pl=|-1 2 1
-1 0 1 2 -3 -1

Pour k € N, obtient alors les puissances de A par la relation A¥ = P - Diag (1’“, 2k, 2’“) - P71, Cela donne :

2 -3 -2 -1 3 2
A¥ = 1FP . Diag (1,0,0) - P~' 4 2P . Diag (0,1,1)- P! = 2 -3 2| +2*| -2 4 2
-2 3 2 2 -3 -1

On remarque que les matrices devant 1% et 28 dans Uécriture ci-dessus correspondent aux matrices dans la base
canonique des projections py et pa associées a la somme directe de sous-espaces propres K3 = E1(A) @ Fy(A).

REMARQUE 80 — Dans l'exemple précédent, pour My et Mo les matrices associées aux projections p1 et pa, on
2 -3 -2 -1 3 2
Mi=|2 -3 =2|=02I3—-A), eeMa=1|-2 4 2 | =(A4A-1).
-2 3 2 2 -3 -1

Les polynomes L1(X) = (2 — X) et Lo(X) = (X — 1) sont les polynémes d’interpolation associés a l’ensemble
{1,2} (L1(1) =1, L1(2) =0, L2(2) = 2, L2(1) = 0).

Nous verrons dans le chapitre suivant que lorsque A est une matrice diagonalisable, les projections py associées
aux sous-espaces propres de A peuvent étre calculées avec des polynémes d’interpolation de Lagrange.

Ce calcul ne nécessite pas de déterminer une base de vecteurs propres (donc la matrice de passage P ), ni de faire
un inverse de matrice (calculer P~1).
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Dans ce chapitre, I’ensemble K désigne un corps. On utilisera souvent K = R, C ou Q. Tous les objets que nous
verrons seront définis sur des K-espaces vectoriels E. Par contre, certains résultats ne seront vrais que pour des
e.v. F de dimension finie.

4.1 MORPHISME D’EVALUATION

DEFINITION 1 .
Soient E un K-e.v., u € L(E) et P =Y ap X" € K[X].
k=0
e On appelle évaluation du polynéme P en u I’endomorphisme de F suivant :

n
P(u) = Zakuk =aqoldg +a1u+ - + au”,
k=0

ol uF =uowuo---ou est la composée k-eme de u, et u° = Idg.
—_——

k fois
La fonction P — P(u) est appelée morphisme d’évaluation en wu.

e Soit A € #,(K). On définit ’évaluation du polynéme P en A par la matrice :
P(A) = Z a’kAk =aolp, + a1 A+ +a, A"
k=0
La fonction P — P(A) est appelée morphisme d’évaluation en A.

REMARQUE 2 — Soit E un K-e.v. de dimension n. Soient u € L(E), et B une base de E. On a déja vu que
Matg(u*) = Matgs(u)*, pour tout k > 0.
Ainsi, pour tout polynéme P € K[X], on a :

Matg(P(u)) = P (Matg(u)) .
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EXEMPLES 3
1. Soit E un K-e.v. et u: E — E un endomorphisme. Alors p est une projection si, et seulement si, P(p) =0
ot P=X2-X.
2. Soit A € K. Pour u= \-idg et P € K[X], on trouve alors P(u) = P(\) -idg.

3. Pour A= (1 0

0 2) et P(X)=(X-1)(X-2)=X2-3X+2,0na:

4. Pour E =C>®(R,C), on pose uw: f € E s f' € E Uendomorphisme de dérivation. Soit P =>"_, ap Xk €
C[X]. Alors, l’endomorphisme P(u) est opérateur différentiel sur C*°(R,C) suivant :
P(u) : C*(R,C) — C*(R,C)
fo— af+arf 4+ +anf™.

1 2

2
10 1 -1\ (1 -1 1 -1
P<A)_3<o 1)‘2(1 2)+(1 2)‘(1 2)“4'
PrRoOPOSITION 4

Soient F un K-e.v. et v : E — E un endomorphisme. Soient P, @ € K[X], A € K. Alors on a :
1. (AP)(u) = AP(u);
2. (P+Q)(u) = P(u) + Q(u);
Le morphisme d’évaluation en u, P € K[X] — P(u) € L(E), est une application linéaire.
3. (PQ)(u) = P(u) o Q(u);
Le morphisme d’évaluation en u, P € K[X] — P(u) € L(E), est un morphisme d’anneaux.

Soient n > 1 et A € A, (K).
Alors le morphisme d’évaluation en A, P € K[X] — P(A) € #,,(K), est une application linéaire et un morphisme
d’anneaux.

5. L’évaluation de P(X) =3 —2X + X2 en A = <1 _1> est :

Preuve — En prenant m = max(deg(P),deg(Q)), écrivons P et Q de la forme :

P=> aX® et Q=) byX"
k=0 k=0
o Soit \€K.Ona:
(AP)(u) = daoldg + Aa1u+ ... + dapu”™ = AP(u).

e On a:

m

<Z(ak + bk)Xk> (w) = (ak + bi)u®
k=0

k=0

(P+Q)(u)

= Z apu® + Z beu® = P(u) + Q(u).
k=0 k=0

Cela montre aussi que P — P(u) est une application linéaire.
e Vérifions d’abord la dernitre relation pour des monoémes. Soient P;(X) = XP et Q1(X) = X9, p,g e N. On a :

(P;Q1)(u) = (XPT9)(u) = uPte =yPonud = Py (u) o Pa(u).

Démontrons maintenant le cas général. On a :

n

PwoQu) = (O apu?)o (O bu)=> ap@” o (D> bu'))
k=0 k=0 1=0

=0 =
n
ak (Z biu® o ul)), par linéarité de u”
=0
n n n

Z akblukH) = Z ZaklekH(u)

=0 k=01=0

M 104

B
Il
<}

n
= Zaklek'H)(u), d’apres les points précédents
k=01=0

= (PQ)(u).

On vérifie de plus que 1(u) = u® = Idg, pour en déduire que P ~ P(u) est un morphisme d’anneaux.

NgE
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La preuve est identique pour une matrice A € ., (K) (ou bien on peut utiliser le lien entre A et ’endomorphisme X — AX). O

REMARQUE 5 — Pour u : E — E un endomorphisme, l’image du morphisme d’évaluation P — P(u) est donc
un sous-anneau de L(E) contenant u, et méme une sous-algébre de la K-algébre (L(E),+,0,.).

PROPOSITION 6

Soient F un K-e.v. et u : E — E un endomorphisme.

On note K[u] 'ensemble {P(u), P € K[X]} des polynémes en u. Alors :
e KJu] est une sous-algebre de L(E), qui est commutative ;
e KJu] est la plus petite sous-algebre de L(E) qui contient w.

Soient n > 1 et A € #,(K).

On note K[A] 'ensemble {P(A), P € K[X]} des polynémes en A.

Alors, K[A] est une sous-algebre commutative de ., (K). C’est la plus petite sous-algebre de ., (K) qui contient
A.

Preuve — K[u] est I'image de K[X] par le morphisme d’évaluation P — P(u) € L(E). Comme cette fonction est un morphisme
d’anneaux et une application linéaire, c’est un morphisme d’algebre. Son image est alors une sous-algebre de (L(E), +,o0,.).

Pour v1,v2 € K[u], on a P,Q € K[X] tels que v1 = P(u),v2 = Q(u). Cela donne :
v ovg = P(u) 0 Q(u) = (PQ)(u) = (QP)(u) = Q(u) o P(u) = vz 0v1,
donc v1 et v commutent.

Enfin, soit S une sous-algebre de L(F) contenant u. Alors S contient Idg et les uF, pour tout k < 1. Donc S contient toutes les

k

combinaisons linéaires de Idg,u,u?,...,u¥,.... Donc S contient tous les polynémes en u. Donc S contient Ku].

La preuve est identique pour une matrice A € ., (K). O

REMARQUE 7 — Nous avons vu & plusieurs reprises que les anneaur L(E) et #,(K) ne sont pas commutatifs,
ce qui empéche d’effectuer certaines opérations et rend faux certains résultats.
Le fait que les sous-anneauz Ku] et K[A] soient commutatifs est trés important.

REMARQUE 8 — Soient E un K-ev avec dimE > 2 et u : E — E un endomorphisme. Alors le morphisme
d’évaluation n'est pas surjectif car 'anneau L(E) n’est pas commutatif alors que K[u] oui. (pareil pour 4y, (K)
avecn > 2)

REMARQUE 9 — Soit E un K-ev de dimension finie. Soit u : E — E un endomorphisme. Alors K[u] est un
sous-ev de L(E), qui est un K-ev de dimension finie.

Donc, Ku] est un ev de dimension finie. Or, K[X] est un K-ev de dimension infinie. Le morphisme d’évaluation
P — P(u) nest donc pas injectif.

Cela veut dire que pour tout v € K[u|, il existe plusieurs polynomes P, Q tels que P(u) = Q(u). Autrement dit,
Décriture v = P(u) n’est pas unique.

11

EXEMPLE 10 — Soit A = (O 1

) € #>(R). La matrice B = (8 é) appartient ¢ R[A] car on a :

B=P(A) oi P= (X —1).

Mais on a aussi :
B=Q(A) o Q= (X -1)2+(X-1).

ProrosiTion 11
Soient E un K-e.v., et u un endomorphisme sur E. Soit ¢ un endomorphisme inversible sur E. Alors, on a :

P(pup™t) = ¢P(u)o~*, VP € K[X].
Soient n > 1 et A, P € #,(K) avec P inversible. Alors, on a :
P(PAP™') = PP(A)P~', VP € K[X].

Si deux endomorphismes w, v (ou matrices A, B) sont semblables, alors P(u) et P(v) (ou P(A) et P(B)) sont
semblables.

Preuve — Soit £ > 1. On a
(pup™)* = (dup™ ) (dudp™") ... (dup™!) = gulo~ .
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Ainsi, pour P(X)=ao+ ... +a,X", ona:

P(ouop™Y) = apldg + a1dud ™t + ... + an(oudp™ )" = (apldg + aru+ ... + anu™)d™! = ¢P(u)o L.
La preuve est identique pour les matrices. O
PROPOSITION 12

Soient n > 1 et A € #,(K). Alors :
P(*A) ='P(A),VP € K[X].

Preuve — On remarque que pour tout k > 1, on a tAF =tA.A. ... A ="tA 1A =14k
Ainsi, pour P(X)=ao+...+an X", ona:
tP(A) =taglp + a1 A+ ...+ anA”™ = aolp + a1tA+ ...+ anlA" = P(tA).

|
PROPOSITION 13 (Polynémes de matrices triangulaires)
Soit n > 1. Soit A € #,,(K) une matrice triangulaire supérieure par blocs :
A1 * e *
O A2 *
A= 0 A € M, (K),ny+...+n, =n.
O 0 Ar—l *k
0 0 A,
Alors, pour tout P € K[X], P(A) est une matrice triangulaire supérieure par blocs :
P(A) =
=],
0 0 P(Ar_l) *
0 0 P(A,)
Preuve — La définition du produit matriciel fait que, pour tout k£ > 1, on a (démontré dans des cours précédents) :
A’f * - *
0 Ak«
AF = ’
0
0 0 Ak | o«
0 0 Ak
On a de plus A® = I, = Diag(In,, ..., In,) = Diag(A9,... A).
On obtient ainsi le résultat par linéarité. O

COROLLAIRE 14
Soient F un K-e.v. de dimension n et v : £ — FE un endomorphisme.
Si u est diagonalisable, alors P(u) est diagonalisable pour tout P € K[X].

Preuve — Si u est diagonalisable, il existe une base B de E telle que Matg(u) soit diagonale.

Soit P € K[X]. D’apres la proposition précédente, la matrice Matg(P(u)) = P(Matg(u)) est elle aussi diagonale, donc P(u) est
diagonalisable. O

Les deux propositions suivantes vont se révéler par la suite particulierement utile.

PROPOSITION 15
Soient F un K-e.v. et u € L(E). Soit F un sous-espace stable par u.
Alors, pour tout P € K[X], le sous-espace F' est stable par P(u). On a de plus :

P(’LL)F = P(UF)
Preuve — Soit = € F et soit P = 37" ja;X*. Alors : P(u)(z) = 30, ajut(z).

Comme F est stable par u, les vecteurs u’(z) appartiennent & F, donc P(u)(z) est une combinaison linéaire d’éléments de F. Ainsi,
P(u)(z) € F et F est stable par P(u).

95



4.2. IDEAL ANNULATEUR ET POLYNOME MINIMAL

Soit ¢ € F. Par définition de P(u)p, on a :
P(u)p(z) = P(u)(z) = Zaiui(z) = Z a;uly(z) = P(up)(x).
i=0 i=0
Ce qui conclut. O

PROPOSITION 16
Soient E un K-e.v., u € L(FE), et P € K[X].
Alors, les sous-espaces vectoriels Im (P(u)) et Ker (P(u)) sont stables par w.

Preuve — Les sous-ev Im (P(u)) et Ker (P(u)) sont stables par P(u). Comme u et P(u) commutent, ces sous-ev sont stables par u. [

4.2 IDEAL ANNULATEUR ET POLYNOME MINIMAL

4.2.1 Polynoémes annulateurs

DEFINITION 17

Soient E un K-e.v., u € L(F), et P € K[X].

On dit que P est un polynéme annulateur\ % {t, Z 0\ de u si P(u) = 0.
Soient n > 1 et A € 4, (K).

On dit que P est un polyndome annulateur\ %[t Z 5\ de A si P(A) = 0.

REMARQUE 18 — Pour e, : P € K[X] — P(u) € L(X), l'ensemble des polynémes annulateurs de u est
exactement Ker(e,).

Comme e, est une application linéaire et un morphisme d’anneaux, ensemble est ainsi un sous-ev de K[X] et un
idéal de K[X].
On rappelle que les idéauz de K[X] sont de la forme M K[X], pour un M € K[X] (ces idéauzx sont principauz).
De plus :

o SiM =0 onaMK[X]={0};

e Si M #0, alors il existe un unique polynéme unitaire N tel que NK[X] = MK[X].

Nous verrons qu’en dimension infinie, un endomorphisme peut avoir ou ne pas avoir de polynome annulateur
non nul. En dimension finie, tout endomorphisme possede un polynéme annulateur non nul.

EXEMPLES 19

1. Pour tout endomorphisme u, le polynome nul P =0 est un polynome annulateur de u.
Le polynome constant P = 1 n’est le polynome annulateur d’aucun endomorphisme wu.
Pour p une projection, p est annulée par le polynéme X? — X (car p®> = p).
Pour s une symétrie, s est annulée par le polynome X2 — 1 (car s*> = Idg).
Pour w = Mdg, P(X) = (X — \) est un polynéme annulateur de u.

Soit A € M,(K) une matrice diagonalisable. On a P € #,(K) inversible et \,..., A\, € K tels que
A = PDiag(\, ..., \p) P71
Posons Q(X) = (X —A1)...(X = \,). On a alors :

S G o e

Q(A) = Q(PDiag(\, ..., A\n)P~Y) = PQ(Diag(A1, ..., An)) P
= PDiag(Q(\1),-..,Q(\,))P~" = PDiag(0,...,0)P"
=0,

donc Q est un polynéme annulateur de A.

D’aprés les résultats du chapitre précédent sur les matrices diagonalsables, on remarque que Q(X) =
(X — Ai) = xa(X). Donc xa est un polynéme annulateur de A. Nous reviendrons sur ce résultat dans @
ce chapitre (Théoréme de Cayley-Hamilton,).

7. Dans E = C*(R,C), l’endomorphisme de dérivation D : f — f' ne posséde pas de polynéme annulateur
non nul. Soit P € C[X]. Pour tout A € C, posons fy : x + e\,
Alors on a D(f\) = Afx, donc P(D)(fx) = P(\) fx.
Sil’on a P(D) =0, alors on a P(\) =0 pour tout A € C, ce qui implique que P(X) = 0.
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4.2.2 Polynome minimal, cas de la dimension finie

PROPOSITION 20

Soit E un K-e.v. de dimension de n. Soit u € L(E).
Alors il existe P € K[X] non-nul tel que P(u) = 0.
Soit A € A,(K).

Alors la matrice A possede un polynome annulateur non-nul.

Preuve — L’espace vectoriel £(E) est de dimension n?, donc la famille

2
(uo,u,uz,...,u” >

est liée. Il existe donc une relation de dépendance linéaire non triviale :

MIdg +Mu+...+ )\nzu"2 =0g(E), o1 Ao, ..., A2 € K ne sont pas tous nuls .

Le polynéme

2
n
P=) \X'
i=0
est ainsi un polynéme annulateur non nul de .

La preuve est identique pour la matrice A. O

DEFINITION 21

Soit £ un K-e.v. Soit v : E — E un endomorphisme qui possede un polynéme annulateur non-nul. Pour
ey : P € K[X] — P(u) € L(E), le noyau de ce morphisme n’est pas réduit & {0}.

11 existe donc un unique polynéme M € K[X], unitaire, tel que Ker(e,) = MK[X].

Ce polynome est appelé polynéme minimal de u \§/NZ515(\. On le note i, ou M,.

REMARQUE 22 — Si E est de dimension finie, alors tout endomorphisme u sur E posséde un polynéme minimal.
Pour v un endomorphisme possédant un polynéme minimal, on a :

P(u) =0 si et seulement si P | piy.

Le polynome minimal de u, p,,, est le polynome unitaire annulant de u de plus petit degré.
Pour A € #,,(K), on définit de méme le polynéme minimal de A que l’on note py.

La question qui se pose alors est : comment calculer le polynéme annulateur d’un endomorphisme ou d’une
matrice en dimension finie ?

Ce probleme est tres souvent difficile. Il existe cependant une méthode générale qui fonctionne, mais elle est trop
longue en général pour étre utilisée d’un point de vue algorithmique :

1. On commence par calculer un polynéme annulateur de v ou de A. Nous verrons dans le chapitre suivant
comment trouver un tel polynéme dans le cas de la dimension finie (théoréeme de Cayley-Hamilton).

2. Pour P un polynoéme annulateur de u (ou A), on factorise P dans K[X].

3. Parmi tous les diviseurs de P, on cherche ceux qui annulent u (ou A) et qui sont de plus petit degré
possible.

PROPOSITION 23
Soit E un K-e.v. de dimension n. Soient u,v € L(E) avec v inversible. Soit B une base de E. On a :

1.
HMat s (u) (X) = MH(X) 5

Hoyyp—1 (X) = /Lu(X) ;
3. Soient A, P € #,(K), avec P inversible. Alors :
ppap-1(X) = pa(X).

Le polynéme minimal est un invariant de similitude.

4. On a de plus :
pea(X) = pa(X).

Preuve — Soit P € K[X]. Les résultats précédents donnent :
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v

1. P(u) = 0 si et seulement si 0 = Matg(P(u)) = P(Matg(u)).

2. P(vuv™1) = vP(u)v~!. Donc P(PAP~1) = 0 si et seulement si P(u) = 0.

3. P(PAP~1') = P.P(A).P~!. Donc P(PAP~') = 0 si et seulement si P(A) =0.
4. P(A) = 0 si et seulement si 0 = P(A) = P(*A).

Comme le polynéme minimal d’un endomorphisme f est 'unique polynéme annulateur de f qui est non-nul, unitaire, et de degré

minimal, cela conclut la preuve. O

EXEMPLES 24
1. Pour u =0 ’endomorphisme nul, on a po(X) = X.
. Onaprg,(X)=X-—1.
. Le polynome minimal d’un endomorphisme est un polynome de degré supérieur ou égal a 1.

. Pour u un endomorphisme, on a u= N dg si et seulement si p,(X) =X — \.

Gv ™ o o

. Soit p une projection. Sip = 0 on a pp(X) = X. Si p = Idg on a pp(X) = X — 1. Sinon, on a
1y(X) = X2~ X.
En effet, X2 — X est un polynéme annulateur de p, donc son polynéme minimal p,, est un diviseur unitaire
de X? — X, de degré au moins 1. Ce polynéme vaut donc X?> — X ou X ou X — 1. Comme on a supposé
p#0 et p#Idg, on en déduit que p,(X) = X? — X.

6. De la méme facon, si s est une symétrie différente de id et de —id, alors ps(X) = X? — 1.

7. Pour u un endomorphisme nilpotent (3k > 1 tel que u* = 0), on a p,(X) = X", ot r est l'indice de

nilpotence de u. Réciproquement, si p,(X) = X", alors u est nilpotent d’indice r.

Nous terminons cette section par une propriété tres utile que nous avons déja vue pour le polynome caractéristique
Xu-

PROPOSITION 25
Soient E un K-e.v. et v un endomorphisme sur E. Soit F' un sous-ev de E stable par u.
Si u admet un polynéme minimal, alors 'endomorphisme induit ur possede un polynoéme minimal, et 'on a :

Moy divise fiy.

Preuve — Soit P € K[X]. On a vu que P(ur) = P(u)p. Ainsi, p,, est un polynéme annulateur de up. Donc up posséde un polyndome

minimal, et celui-ci divise piq,. O

EXEMPLE 26 — Soit A la matrice diagonale par blocs suivante :

10 0
A=[0 2 3| e.#®).
00 2

On associe A d l’endomorphisme v : X € R — AX € R3. Comme A est diagonale par blocs, on sait alors que
les sous-ev Fy = Rey et Fy = Vect(eq, e3) sont stables par u.

e Onaup =Idp,, donc py, =X —1.

o Sur Iy, ona :

2 3
Mat(€2763)(uF2) = (0 2) .

(¢ )2

on en déduit que (X — 2)? est un polynéme annulateur de up,. Comme (X — 2) n’est pas un polynéme
annulateur de up,, on a alors iy, = (X — 2)2.
Ainsi le polynéme minimal de A est un multiple de (X — 1) et de (X — 2)2. Comme (X — 1)(X — 2)? est un
polynéme annulateur de A, on en déduit que pa = (X — 1)(X — 2)%

Comme

4.2.3 Calculs de polynomes d’endomorphismes ou de matrices

ProPoOSITION 27

Soient £ un K-e.v. et © un endomorphisme sur E.

Si u posséde un polynéme annulateur P tel que P(0) # 0, alors u est inversible.
Pour P(X)=agp+... +a, X", onau"t = ,_ =%yk-l

ao
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Preuve — On a :

n n
0= P(u) =aoldg + a1u+ ...+ anu™ = apldg + Z apu® = apldg + u(z akuk_l).
k=1 k=1
Ainsi, on obtient :

—ap . —ap
Idp = u(—2uf 1) = (—2uF ",
ag ao
donc u est inversible, d’inverse u~! = ;—‘;kuk_l. O

PROPOSITION 28
Soient F un K-e.v. et v un endomorphisme sur F qui a un polynéme annulateur non-nul P. Soit M € K[X].
Soit R € K[X] le reste de la division euclidienne de M par P. On a alors :

Ainsi, tout polyndme en u est égal & un polynéme de degré au plus deg(u,,) — 1 en u, que 'on peut déterminer &
I’aide d’une division euclidienne.

Preuve — Soit M = PQ + R, deg(R) < deg(P) la division euclidienne de M par P. On a alors :
M(u) = (PQ)(w) + R(u) = Q(u) o P(w) + R(u) = 0+ R(u),
ce qui conclut. O

La connaissance d’un polynéome annulateur non nul d’'un endomorphisme u, ou de son polynéme minimal, est
ainsi tres utile. Nous verrons par la suite en quoi ces polyndémes donnent beaucoup d’informations sur u.

EXEMPLE 29 — Soit n > 2. On considére la matrice :

0 1 1
gt 0 (1)

(1 .1

1 1 0

e La relation (I, + J)? = n(I, + J) montre que l'on a :
J?=(n—1)I,+ (n—2)J

Ainsi le polynome P(X) = X? —(n—2)X —(n—1) = (X + 1)(X — (n—1)) est un polynéme annulateur de
J. Vu que J n’est pas une matrice diagonale, elle ne peut étre annulée par un polynome de degré 1. On a
donc pj(X)=X?-(n-2)X-(n—1)= (X +1)(X — (n—1)).

Comme p5(0) #£ 0, J est inversible, d’inverse :

J*lznil(J—(n—Q)In).

e On calcule alors J*, pour k € N, de la maniére suivante :

— On effectue la division euclidienne de X* par juy :
XF = 1;Q + an X + Br.

On obtient oy, et By, en évaluant X* en —1 et n — 1. Cela donne :

(—1F = (%) et Bu=(-1)f+ - ((n— 1 — (~1)).

n

qf =

3=

— On obtient ainsi :

n—1

T* = apd + By = (n— DS (T + ) + (—1)F (

1
kZ In—J) Yk € N*.
n n

Nous terminons notre étude sur le polynéome minimal par un exemple que ’on retrouve fréquemment, et qui se

révele tres utile : celui de la matrice compagnon®.

1. Voir la proposition-définition 45.
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ProrosITION 30

Soit n > 1. Soit P(X) =ag + a1 X + ...+ X™ un polynéme unitaire de degré n. Soit Cp € #,,.1(K) la matrice
compagnon de P.

Alors, on a pc, (X) = P(X).

Preuve — Notons (eg,...,en—1) la base canonique de K™. La forme de la matrice Cp donne alors :

n—1
Cpe; =¢€i4+1,Vi=0,...,n—2 et Chep_1=— E aper.

k=0

On a donc :

2 n—1
e1 = Cpeg, e2 = Cpeg, ..., en—1 =Cp "ep.
et
Cgeo = —apeg — ... — Oznflcg_leo.

On obtient alors que :
P(Cp)eg = 0.

Ainsi, pour tout k=1,...,n—1,on a:
P(Cp)e, = P(Cp)Cheo = CEP(Cp)eg = 0.
Cela montre que le polynéme P est un polynéme annulateur de Cp.

Soit R=3"}_, B X" un polynéme, avec r < deg(P) = n,et R(Cp) = 0. On a alors :

T T

R(Cp)eg =0 = Z BrChen = Z Brek-
k=0 k=0
Il s’agit d’une relation de dépendance linéaire portant les vecteurs ey, ..., e,. Ces vecteurs forment une famille libre, donc les

coefficients B sont nuls, ce qui donne R = 0. Le polynéme P est donc le polynéme unitaire annulateur de Cp de plus petit degré,

donc P = pcp- O
REMARQUE 31 — Soient E un K-e.v. de dimension n et u € L(E) un endomorphisme. En prenant v € E
non-nul, on peut déterminer le sous-ev S, (x) = Vect(x*, k > 0) en trouvant le plus petit entier k tel que la
famille (z,u(x),...,uF(z)) soit lice.

On a vu dans le chapitre précédent qu’il existe alors ag, . ..,a,_1 € K tels que u*(x) = —apr — aju(z) — ... —

ap_1u*~1(x). De plus, en notant P(X) =ap +a1 X +... +apr_1 X* 1+ X* ona Matiy u(a),....uk—1(2))(w) = Cp
et Xug, ) = Cp.

La proposition précédente nous dit alors que P = piyg . Le polynome P est donc un diviseur du polynome
minimal de w, f,.

4.3 POLYNOMES D’ENDOMORPHISME & ELEMENTS PROPRES

Les notions développées dans cette section concernent les endomorphismes. Elles s’appliquent aux matrices de
M, (K) en considérant les endomorphismes canoniquement associés sur K.

4.3.1 Valeurs propres

PROPOSITION 32

Soient E un K-e.v., u € L(E), X € Spec (u), et P € K[X].
Pour tout z € Fy(u), on a P(u)(x) = P(\)x.

Donc, P()) € Spec (P) (u).

Preuve — Comme x € Ey(u), on a u*(x) = Az pour tout k, d’otr :

P P P
P(u)(x) = <Z oekuk> (z) = Z afuk (z) = <Z ozk)\k> = P(Na.
k=0 k=0

En prenant z # 0, on obtient donc P(u)(z) = P(\)z avec x # 0, ce qui conclut. O

COROLLAIRE 33
Soient E un K-e.v. et w € L(E). Soit P un polynéme annulateur de u.
Alors, les valeurs propres de u sont des racines de P.

Preuve — Les relations P(u) = 0 et u(z) = Az avec = # 0 entrainent P(A\)z = 0 et donc P(\) = 0. O
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EXEMPLE 34 — Soit E = F & G un espace vectoriel avec une décomposition en somme directe. On suppose que
F et G ne sont pas résuits a {0}. Soit « € K. On définit Uapplication linéaire :

a:F — F
r — xp+toarg, ou x=zxp+zxq, TFEF, xg€d.

Le polynéme (X — 1)(X — «) est un polyndme annulateur de a, donc le spectre de a est contenu dans {1, a}.
Comme les noyauz Ker ((a — Idg)) = F et Ker ((a — aldg)) = G sont non nuls, on a Spec (a) = {1,a}, avec
Ei(a) =F et Ey(a) =G.

Pour a = 0 on retrouve la projection sur F' parallélement a G, et pour « = —1 on retrouve la symétrie par
rapport a F parallélement a G.

Lorsque u posséde un polynéme annulateur (par exemple en dimension finie) on a le résultat suivant qui donne
une caractérisation du spectre de w :

THEOREME 35
Soient E un K-e.v. et u € L(E) possédant un polynéme annulateur non-nul.
Alors, les valeurs propres de u sont exactement les racines de p,,(X) dans K.

Preuve —
e Comme py (u) = 0, les valeurs propres de u sont des racines de fiy,.

e Soit o une racine de Mp,. Ona donc My (X) = (X — a)N(X). Par minimalité de p,,, 'endomorphisme N (u) est non nul.
Donc Im (N (u)) # 0. Soit z = N(u)(z) € Im (N (u)) avec z # 0. On a alors :

(u—aldg)(z) = (u — aldg) o N(u)(z) = muy(u)(z) =0,

donc a est une valeur propre de u.

4.3.2 Théoréeme de Cayley-Hamilton

Pour le reste de ce chapitre, les espaces E seront de dimension finie.

THEOREME 36 (Théoréme de Cayley-Hamilton)
Soient £ un K-e.v. de dimension n et v : £ — E un endomorphisme.
Alors, le polynoéme caractéristique de u annule w :

Xu(u) = 0.
Preuve —
Méthode No 1 : Point de vue des endomorphismes. Soit z € F non-nul. Soit et p le plus petit entier tel que uP(x) appartienne au
sous-espace cyclique F' = Vect{z,u(z),...,uP~!(z)}. Il existe donc une famille ay,...,ap—1 € K tels que
p—1
uP(z) = Z —apu ().
k=0
Le sous-ev I est stable par u et la matrice de 'endomorphisme up dans la base (z,u(z),...,uP~(x)) est :
o o0 -~ 0 O —ag
1P 0 --- 0 O —a1
A— 0 1
: 0 0 —ap-3
00 -+ 1 0 —apo
0 0 0 1 —ap-

Cette matrice est la matrice compagnon du polynéme P(X) = XP + Zi;é apXFk.

On a vu d’une part que xu,(X) = xa(X) = P(X), et d’autre part que py, = pa(X) = P(X). Comme on a fiy . (ur) =0,
on obtient donc que xu (up) = 0.

Comme F est stable ar u, xup divise xu. Il existe Q € K[X] tel que xu = QXur- On en déduit :

Xu(w)(2) = Q(u) © Xup (u)(2) = Q(u) (Xup (ur)(2)) = Q(u)(0) = 0.

Donc xu(u)(z) = 0 pour tout z € E. On en conclut que xu(u) = 0.

Méthode No 2 : Point de vue matriciel. 2 Notons A la matrice de v dans une base quelconque d’un espace vectoriel de dimension n.
11 suffit de démontrer que x4 (A) = 0, puisque xu = x4 €t xu(u) =0< xa(A) =0.

2. Cette preuve est valable dans C ou R.
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Notons com (A, — A) = B(A). On a alors B(A)(Aln, — A) = det(Al, — A)I, = xa(A)In. Comme B(X) est une comatrice, ses
coefficients sont des polynémes en les coefficients de AI,, — A de degré au plus n — 1. Cette matrice est donc de la forme :
B(\) = A~1B, 1 +A\""2B,, 9+ ...+ ABy + By, ou les matrices By, ..., Bn_1 sont des matrices dont les coefficients sont
des polynomes en les coefficients de A. Cela donne donc :

B\, — A)

(A" 1B, 1 +A""2B, o +...+AB1 + Bo)(M, — A)
A'B, 1+ A" Y (B2 — Bp_1A)+ A" 2(By_3 — Bp_2A4) + ...
+A2(By — B2A) + A\(Bg — B1A) — By A.

xA(X) est un polynéme unitaire de degré n. Notons x4 (\) = A" 4+ an—1A" "L + ...+ a1 A + ap. On a donc xa(N\)Ip =
ANy + an— 1 A" Y, + ... 4+ a1\ + agl,. Comme B(A) (M — A) = xa(A)In, on obtient :

Brn_1 = In,
B, 2 —Bp1A = an—11In
B, 3 — Bp2A = an—21In
By —B1A = ail,
—BoA = aoln.
Ainsi, x4 (A) vaut :
XA(A) = A”+an,1A”_1+‘..+a1A+a0In

B,_1A™ + (Bn72 — anlA)An_l + (Bn,3 — BTL,QA)ATL_2 + ...+ (Bo — BlA)A — BpA
= B, 1A"+ B.,L,QAn_l — Bp_1A™ + B7L,3An_2 — B.,L,QAn_l + ...+ BoA — BlA2 — BpA =0.

COROLLAIRE 37

Soient F un e.v. de dimension n et u € L(E).

Alors p, (X)) divise x..(X).

Le polynéme minimal de u divise son polynome caractéristique.

COROLLAIRE 38
Soit u est un endomorphisme d’un R-e.v. de dimension finie.
Alors il existe une droite ou un plan vectoriel qui est stable par u.

Preuve — Si u posséde une valeur propre J, il existe z € F non nul tel que u(z) = Az. Vect = est alors une droite stable par w.

Si uw ne posséde pas de valeur propre réelle, alors son polyndéme caractéristique se factorise sur R sous la forme d’un produit de
irréductibles de degré 2 :

t
xu(X) = [T(X? +pe X + ap).
k=1
Le théoreme de Cayley-Hamilton montre que ’on a :

t
H (W? + pru + g Idg) = xu(u) = 0.
k=1

Il existe donc un k tel que u? + pru + ¢ Id g ne soit pas inversible, donc non-injectif. Soit = € Ker (u2 + pru + qk IdE) non-nul. On
a donc

u?(z) = —qrz — pru(z),
c’est-a-dire que Vect{z, u(x)} est stable par u et de dimension 1 ou 2. (ce sous-ev est de dimension 2 car la famille (z,u(z)) est libre)

O

4.3.3 Indice d’un endomorphisme & Endomorphisme nilpotent

Dans ce paragraphe, nous introduisons un outil général puis nous ’appliquons au cas des endomorphismes
nilpotents. Ces deux points serons utiles pour la suite de notre étude.

PROPOSITION-DEFINITION 39
Soient E un K-e.v. de dimension finie, et f € L(E).
Alors, il existe un unique entier naturel r € N tel que :

{0} = Ker (fo =1Idg) C Ker (f) € --- C Ker (f") = Ker (f”'l) =...=Ker(f)=---

Cet entier est appelé I'indice de I’endomorphisme f.
On a aussi :

r(f) = min{k € N,Ker (f*) = Ker (f**')} = min {k € N, Ker (f*) = Ker (f') VI > k}.
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Démonstration. La suite des noyaux des f* est croissante :
Ker (fk) C Ker (karl) ,Vk e N

Ainsi, la suite (dim Ker (f*))r>0 est une suite croissante d’entiers, majorée par dim(E). Il existe donc un rang
r > 0 tel que dim Ker (f7) = dimKer (f™), c’est-a-dire Ker (f7) = Ker (f"+1).

Montrons par récurrence sur k > 1 que I'on a : Ker <f’"k = Ker ("), Vk > 1.

e On a Ker (f") = Ker (f”‘l), donc cela est vrai pour k = 1.
e Soit k > 2. Supposons cela vrai pour k — 1. Soit x € Ker (f“’k). On a donc

0= f*x) = fr71(f(2).

Ainsi, on a f(z) € Ker (f™1) = Ker (f7), donc 0 = f7(f(z)) = [ (x).
On a donc z € Ker (') = Ker (f7), ce qui donne Ker (f"+*) C Ker (f7). L’inclusion réciproque étant
toujours vraie, on en déduit que Ker (f7) = Ker (f7+F).

Alinsi, en prenant r le plus petit entier positif tel que Ker (f7) = Ker (fT+1), on a:
{0} =Ker (f°) =Idg C Ker (f) C -+ C Ker (f7), et Ker (f?) = Ker (f"),vqg >r.
Cela montre aussi que cet entier 7 est unique. O

EXEMPLES 40
1. Soit f un automorphisme de E. Alors son indice vaut 0 car Ker (f) = Ker (Idg) = {0}.
2. Soit f une pojection de E différente de Idg. Alors son indice vaut 1 car Ker (f) # {0} et car f2 = f.
3. L’endomorphisme f : P € K,[X] — P’ € K,,[X] est d’indice n + 1.

PROPOSITION 41

Soient E un K-e.v. de dimension n et f € L(E) un endomorphisme nilpotent.
Alors, on a : x¢(X) = X",

Preuve — Soit ¢ € N* tel que f? = 0. Nous donnons deux méthodes de démonstration de ce résultat.

Méthode No 1 : Passage aux complexes. Cette preuve est valable si K = C ou si K est un sous-corps de C. Soit B une base de F et
A= MatB(f).
Comme on a A? = 0, pour toute valeur propre A € K de A, on a A? = 0, donc A n’admet qu’une seule valeur propre, 0.
Comme K est inclus dans C, on peut voir A comme une matrice de .#,(C). Donc x4 (X) € C[X]. Ce polynéme est donc
scindé sur C, et ses racines sont des valeurs propres de A. On obtient donc :

xf(X) =xa(X)=X"

Méthode No 2 : Récurrence sur la dimension de 1’espace. Cette preuve est vraie peu importe le corps K.

e Pour n = 1 : Tous les endomorphismes sont de la forme f = Aldg. La seule homothétie qui est nilpotente est
I’endomorphisme nul. Dans ce cas, on a x¢(X) = X.

e Soit n > 2. Supposons le résultat vrai au rang n — 1 et montrons-le au rang n.
On a f7 = 0 donc f n’est pas inversible. Ainsi, on a Ker (f) # {0} et on peut considérer un vecteur non nul e; € Ker (f).
Complétons la famille (e1) en une base B de E. Alors la matrice de f dans cette base est de la forme :

Mats(f):(g # v #)-

Cette matrice est triangulaire supérieure par blocs. On a donc :
09 # - #
0 = Matg(f9) = (0 M4 )

On en déduit que M? = 0, et donc que M est une matrice nilpotente. Comme M € .#,,_1(K), 'hypothese de récurrence
donne s (X) = X1,
On a alors x£(X) = xatats(r)(X) = (X = 0)xar (X) = X

O

REMARQUE 42 — Cette proposition permet de caractériser les endomorphismes nilpotents : f est nilpotentesi et
seulement si son polynéme caractéristique vaut X 3m(E)

En guise de synthese, on obtient la proposition suivante qui s’avérer riche pour la suite de notre étude.

PROPOSITION 43
Soient F un K-e.v. de dimension finie, et f € L(F) un endomorphisme nilpotent.
Alors, les nombres entiers suivants sont égaux :
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e L’indice de nilpotence de f;
e L’indice de f en tant qu’endomorphisme sur un ev de dimension finie;

e Le degré du polynéme minimal de f.

Preuve — Notons r I’indice de nilpotence de f, 7’ son indice et 7"’ le degré de son polynéme minimal. On a alors :
e Pour tout k£ > r, Ker (fk) = F = Ker (karl) et donc v’ < r.

e Pour tout k > r’, Ker (fk) = Ker (fT,> . Or f7 = 0. Donc Ker (f") = E et donc Ker (fT/> = E ou encore fT/ = 0. Cela
donne r < r'.

e Par définition du polynéme minimal, on a fT” =0, doncr < r”.

e Comme f" =0, le polynéme X" est annulateur de f et 7| X", ce qui donne 7'/ < 7.

On obtient ainsi ’égalité entre r, v’ et r’. O

4.3.4 Lemme des noyaux

THEOREME 44 (Lemme des noyaux)
Soient E un K-e.v. et w : E — F un endomorphisme. Soient P, ..., P,K[X] des polynémes premiers entre eux
deux a deux, et soit P = P; ... P.. Alors, on a la décomposition en somme directe :

Ker (P(u)) = @ Ker (Px(u)) .
k=1

De plus, la projection py de Ker (P(u)) sur Ker (Py(u)) parallelement a €, Ker (F;(u)) est de la forme
Uk (4)Ker(P(w)) POUr un polynéme Uy € K[X].

Preuve — Notons F' = Ker (P(u)). Nous allons démontrer le résultat par récurrence sur r > 2.
e Supposons tout d’abord r» = 2. Comme P; et P> sont premiers entre eux, le théoreme de Bézout donne un couple
(A1, A2) € K[X]? tel que :
A1Py + APy = 1.
On note p1 = (A1P1)(u)F et p2 = (A2P2)(u)p. On a alors :
(ArP)(w)p + (A2P2)(w)p =p1 +p2 =1dp.  (B)

Soit z € Ker (P1(u)). On a P(u)(z) = (P2(u) o P1(u)) (z) = 0, donc « € F, et Ker (P1(u)) C F. On obtient de méme que
Ker (P2(u)) C F. Ainsi, on a :
(Ker (P1(u)) + Ker (P2(u))) C F.
Soit € E. La relation (B) nous permet d’écrire :
z=x1+z2 avec z1 = (A1P1)(u)(z) =pi(z) et x2=(A2P2)(u)(z) = p2(x). (P)
On a alors : Pa(u)(z1) = (P2A1P1)(u)(z) = (A1) (u) o (P)(u)(z) =
donc zo € Ker (Py(u)). Donc, on a Ker (P1(u)) + Ker (P2(u)) = F.
e Soit maintenant « € Ker (P (u)) N Ker (P2(u)) . La relation (B) donne :
z = Az(u) o P2(u)(z) + A1(u) o P1(u)(z) =0+ 0=0.
On obtient finalement la somme directe : Ker (P (u)) @ Ker (P2 (u)) = F.
e On remarque que l’on a de plus :
— Va € F, (p1 o p2)(®) = ((A1P1)(w) 0 (A2 Pa)(w)(x) = (A1A2)(u) 0 P(w)(x) = 0, donc py o pz = 05
— p1 =p1oldr =p1o(p1+p2) =p1op1 et de méme p2 = p2 o pa.
Ainsi, les applications linéaires p; et p2 sont des projections sur F.

0, donc z1 € Ker (P2(u)) . De méme, on a Pi(u)(z2) =0,

e Il reste & montrer que Im (p1) = Ker (P2 (u)).

— Soit y € Im (p1). On a 3z € F tel que y = p1(x), ce qui donne Pz (u)(y) = (P2(u) o p1)(z) = (A1)(u) o P(u)(z) = 0.
Donc y € Ker (P2(u)), d’ott Im (p1) C Ker (P2(u)).
— Réciproquement, soit « € Ker (P2(u)). On a & = p1(z) + p2(x), et p2(z) = (A2P2)(u)(z) = A2(u) o P>(u)(z) = 0. Donc,
z = pi(z) € Im (p1).
On montre de la méme fagon que Im (p2) = Ker (P (u)). Ainsi, les projections p1 = (A1 P1)(u)r et po = (A2P2)(u)F sont les
projections associées a la somme directe que l’on a obtenue.

Soit maintenant » > 2. Supposons le résultat vrai pour » — 1.

e Comme Pi,..., P. sont premiers entre eux deux a deux, P; et Ry = P» --- Pr sont premiers entre eux. On a ainsi :
F = Ker (P(u)) = Ker (P1(u)) ® Ker (R1(u)) (R)
d’apres la preuve du cas r = 2.

e L’hypotheése de récurrence nous fournit alors la décomposition :
s
Ker (R () = €D Ker (P (w)) .
k=2

Cela montre la somme directe désirée.
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e De plus, la projection p;1 : ' — F sur Ker (Py(u)) parallelement & @) _, Ker (P (u)) est la projection associée & la somme
directe (R). D’apres la preuve du cas r = 2, il existe donc un polynéme U; € K[X] tel que p1 = Ui (u)p. Par permutation,

c’est aussi le cas de des projections pa,...,pr.
O
Le lemme des noyaux est un résultat tres important en algebre linéaire.
COROLLAIRE 45
Soient F un K-e.v. et u € L(E). Soit P un polynéme annulateur non-nul de u. Soient P; ..., P, des polynémes
premiers entre eux deux a deux tels que P = Py --- P,..
Alors, on a :

E = P Ker (Py(u)).

k=1

1 00
EXEMPLE 46 — Pour A= |0 2 1| € .#35(R), on a vu que (X — 1)(X — 2)? est un polynéme annulateur de
0 0 2

A. Ainsi, on a R3 = Ker (A — I3) & Ker ((A — 213)?).

REMARQUE 47 — Pour u un endomorphisme et A\1,..., A, des valeurs propres de u distinctes, les polynomes
X — Ai,..., X — )\, sont premiers entre eux deur a deux.
On retrouve avec le lemme des noyauz le fait que Ker (u — A\ Idg), ..., Ker (u — \.Idg) sont en somme directe.

REMARQUE 48 — Soient u un endomorphisme et Py, ..., P. des polynomes premiers entre eux deux & deu.
Notons Qr, = H#k P;. Alors les polynémes Q1, ..., Q, sont premiers entre eux dans leur ensemble. D’aprés le
théoréme de Bezout généralisé, il existe donc Ay, ..., A, € K[X] tels que Q1 A1 + ...+ Q. A, =1, de sorte que

ldg = Ql(u) o Al(“’) +...+ Qr(u) o Ar(u)

En reprenant les éléments de la preuve du lemme des noyauz, pour F = Ker ((Py ... P.)(u)) la projection py
dans F sur Ker (Py(u)) parallélement a 69:75!@ Ker (P;(u)) est alors égale a : p = QrpAkr(u)F.

4.3.5 Synthese

Faisons un bilan de certains résultats obtenus dans ce chapitre et dans le chapitre précédent.

Soit E un K-e.v. E de dimension n. Soit v € £L(E) un endomorphisme.

§ 1. Polynéme caractéristigue — Le premier élément d’information que nous avons pour u est son polynome

caractéristique x,(X). On a :
.

Xu(X) _ H(X _ /\k>mu,(kk)7.‘_i€:1Piai)
k=1
avec

Spec (u) = {A1,..., A}, et Pr...,Ps irréductibles et de degré > 1.

Pour pour toute valeur propre A, I'entier m, (Ag) est appelé la multiplicité de Ay pour u.
Comme x,, est unitaire et de degré n, on a m, (A1) + ...+ my(A.) <n.

§ 2. Polynome minimal — D’apres le théoreme de Caley-Hamilton, le polyndme minimal de u, u,, divise son
polynome caractéristique. Ainsi, on a deg(u,) < deg(xw) < n.

De plus, les valeurs propres de w sont les racines de ., dans K.

On obtient donc :

(X)) = [T = A=, P,
k=1
avec 1 < 1y (Ag) < my(Ag) pour tout 1 <k <r et 5; < a; pour tout 1 < i <s.
L’entier 7, (\x) est appelé I'indice de la valeur propre \;. (c’est la multiplicité de X — A dans p,, (X)) Ax pour w.

§ 3. Sous-espace propres — Nous avons vu que les sous-espaces propres de wu,
Ey, (u) =Ker(u— A Idg), 1 <k <,
sont en somme directe. Leur dimension vérifie :

1 <dim(Ey, (u)) < my(Ag), VI <k <7
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8 4. Sous-espaces caractéristiques — Pour toute valeur propre A de u, nous pouvons écrire, comme dans le
paragraphe 4.3.3, la suite croissante des noyaux de (u — A\, Idg)* :

{0} & Ker (u— Ay Idp) = By, (u) € -+ € Ker ((u— A Idp) = O))
= Ker ((u — Ak IdE)'”;W)“) =...=Ker((u— M Idg)?) =---

ou 7}, (Ax) est donc l'indice de 'endomorphisme u — A Idg .
On définit alors le sous-espace caractéristique \ 1775 [A]\ de u comme :

Py, (u) = Ker ((u ~ A IdE)“'»W) .
On obtient alors la proposition suivante :

ProrosiTion 49
Soient E un K-e.v. de dimension n, et v : E — E un endomorphisme avec Spec (u) = {A1,..., \r}.
Avec les notations précédentes, on a alors :

(k) =ru(A), VI < k < 7.

L’indice 7/, (A\x) de Pendomorphisme u — A Idg est égal a I'indice 7,(\x) de la valeur propre \; (la multiplicité
de Mg dans p, (X)).

Preuve — Soit 1 < k < r. Le polynéme minimal de u s’écrit alors :
pau(X) = (X = X)W Q(X)
ol Q(X) est un polynéme premier avec (X — Ag).
Soit ¢ € N. Supposons g < 74 (A). Comme pi,, divise (X — Ag)9Q(X), le lemme des noyaux donne :
E = Ker (Pg(u)) = Ker ((u — A\ Idg)?) @ Ker (Q(u)) .
On obtient donc que :
Ker ((u — Ag Idg)?) = Ker ((u — A\ IdE)T“O‘k)) , Vg < roy(Ag)-

Supposons maintenant que ¢ < ry(Ag). Alors py ne divise pas (X — A\;)?Q(X), donc (u — A Idg)?Q(u) # 0. Le lemme des noyaux
donne donc :
E # Ker (Pg(u)) = Ker ((u — A\ Idg)?) @ Ker (Q(u)) .
On en déduit que
Ker ((u — My Idg)?) # Ker ((u ~ IdE)Tu“k)) .

Donc, les propriétés de l'indice de u — A\ Idg, 7, (\g), nous disent que cet indice vaut exactement ry (Ar). Ce qui conclut. O

REMARQUE 50 — On déduit donc de cette propriété la fagon dont les noyauz itérés de (u — A\, Idg) grossissent :

{0} € Ker (u— Ay Idg) = By, (u) € -+ € Ker ((u - N\ IdE)’“uW)) — ... =Ker ((u - N\ IdE)muW)) — ..
PROPOSITION 51

Soient E un K-e.v. de dimension n, et u : E — E un endomorphisme avec Spec (u) = {A1,..., A }.

Avec les notations précédentes, on a alors :

dim (Ker ((u ~ A IdE)“W))) = mu(), V1< k<7

Preuve — On a xo(X) = [Ti_, (X — Ap)™=R)Q(X), avec Q un polyndme qui n’a pas de racines.
On pose Fy, = Ker ( (u — A\g IdE)m“o"f)> le sous-espace caractéristique associé a la valeur propre Ag.
On pose F = Ker (Q(u)).
Le théoreme de Cayley-Hamilton et le lemme des noyaux donnent la somme directe :

E =Ker (xu(u)) = @f—1 Fr & F.
Comme Fj, = Ker ((u — )\kIdE)m“(Ak')), pour endomorphisme induit up, , on a ainsi :

(wr, — M ldp )™ %) = (u— A Idg) R = 0.

Donc (X — A,)™«(*&) est un polynéme annulateur de U, -
Cela veut dire que (ur, — AgIdF, ) est un endomorphisme nilpotent.
Le polynéme caractéristique d’un endomorphisme nilpotent est de la forme X™.
On a donc Xup, ~Apldp, = X dim(Fg)
Ainsi :
Xup, = det(XIdp, —up,) = det((X — M) Idp, — (up, — ATdp,) = (X = Ag) ).
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Sur F = Ker (Q(u)), on a de méme Q(ur) = Q(u)r = 0.
Cela veut dire que Q(X) est un polynéme annulateur de up. Le polynéme minimal de up est donc un diviseur de Q(X).
Comme @ n’a pas de racines, fiy n’a pas de racines non plus.
D’aprés un résultat précédent, on a donc Spec (up) = 0.
Le polynéme caractéristique de up n’a pas de racines non plus, donc xu . (X) = R(X), avec R polynéme sans racines.
Vu que
E = Ker (xu(u)) = &}_, F & F,
on a la factorisation suivante : x(X) = H;:IX“F;C Xup -
En conclusion, nous avons deux factorisations du polynéme caractéristique de u :

TTCX = A0™ %) x QX) = () = [T (X =A™ (@) i),
k=1 k=1

Cela donne donc :
XuF(X) = R(X) = Q(X)7 et mu()‘k) = dim (FB\)C (U‘)) s V1 S k S T.

4.4  DIAGNALISATION, TRIGONALISATION

Les notions développées dans cette section concernent les endomorphismes. Elles s’appliquent aux matrices
carrées de 4, (K) en considérant les endomorphismes associés sur K".

4.4.1 Diagonalisation

Soient E un ev de dimension finie et uw € L(E) un endomorphisme. On a vu que u est diagonalisable si et
seulement si x,, (X) est scindé, et si la dimension du sous-espace propre Ej, (u) vaut m(\g) pour tout k = 1,...,r.
Cela donne le résultat :

THEOREME 52
Soient E un ev de dimension finie et v € £L(F) un endomorphisme.
Alors, u est diagonalisable si et seulement si son polynéme minimal est scindé & racines simples.

Preuve — On pose Spec (u) = {A1,..., A},
e Si u est diagonalisable, on a E = @]_, Ker (u — A Idg).
Pour P(X) = (X — A1) ... (X — Ar), le lemme des noyaux donne :
E = Ker (P(u)) .

C’est-a-~dire, P(u) = 0. Donc le polynéme minimal de u, Xxu, divise P. Comme P est un polynéme scindé & racines simples,
Ly est alors un polyndéme scindé a racines simples.
Comme Ay,..., A, sont les racines de p, on a méme py (X) = P(X).

e Réciproquement, on suppose que ., est scindé a racines simples. Comme les racines de ., sont les valeurs propres de u, on a
donc py(X) = (X — A1) ... (X — Ar). Le lemme des noyaux nous donne alors :

E = Ker (pu(u)) = @ Ker ((v — ax Idg)) .
k=1

Donc F est la somme directe des sous-espaces propres de E. Cela veut dire que u est diagonalisable.

COROLLAIRE 53
Soient E un ev de dimension finie et v € £L(F) un endomorphisme.
Alors, u est diagonalisable si et seulement s’il est annulé par un polynéme scindé a racines simples.

Nous avons obtenu une nouvelle condition qui caractérise la diagonalisabilité.

COROLLAIRE 54
Soient FE un ev de dimension finie et u € £(F) un endomorphisme.
Soit F' un sous-ev de E stable par u. Si u est diagonalisable, alors up est diagonalisable.

Preuve — On sait que up est annulé par pu., ce qui conclut. O

PRrOPOSITION 55 (Rappel)
Soient E un ev de dimension finie et v € £(F) un endomorphisme diagonalisable avec Spec (u) = {A1,..., A }.
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Soit py, : E — E la projection sur Ej, (u) parallelement & €B,;, Ex,(u). Alors, on a :

u=MAp1+...+\pr
u = A"p1+ ...+ A, YMm >0

Preuve — Voir Chapitre Diagonalisation. |

PROPOSITION 56

Soient E un ev de dimension finie et u € £(F) un endomorphisme diagonalisable avec Spec (u) = {A1,..., A\ }.
Onawu=MAps+...+A\pr, o0 pg: E— E est la projection sur Ey, (u) parallelement & @#k Ey, (u).

Soient Ly, ..., L, € K[X] les polynémes d’interpolation de Lagrange associés & ensemble {\q, ..., A }. Alors, on
a:

-\
pk:Lk(U):H#ku L VI<E<Znr.
Ar— A

7

Preuve — Les propriétés des polynémes d’interpolation de Lagrange nous disent que Ly (A\;) =0 sii # k et Li(Ag) = 1.
Or, on a :
Li(up,, () = Lk(Nildp, () = Le(Ai)ldE,  (u)-
Donc Lk(uE,\i(u)) =0sii#ket Lk(uExk(u)) = IdEAi(u)'
L’endomorphisme Ly (u) est donc égal & py, sur Ey, (u), pour tout 1 < ¢ < r. Comme ces sous-espaces sont en somme directe dans E,

on en déduit que Lg(u) = pg, ce qui conclut. O

COROLLAIRE 57
Soit u € L(F) un endomorphisme diagonalisable, avec Spec (u) = {A1,..., A}, dont on connait A = Matg(u).
On peut alors calculer ©™ de deux fagons :

e Méthode 1 : On détermine une base B’ de vecteurs propres de u.
On détermine P la matrice de passage de B vers B’. On calcule P~! 'inverse de P.
Alors, on a Matg(u) = A= PDP~!, ot D est une matrice diagonale. Cela donne :

Matg(u™) = Matg(u)™ = A™ = PD™P~!, ¥m > 0.

On détermine donc u™ en calculant D™ (facile), puis en effectuant le produit PD™P~1.

e Méthode 2 : On détermine les polynémes interpolateurs de Lagrange L1, ..., L, associés & {A1,..., A} en
développant 'expression Ly (X) = H#k%.
Alors, on a

u™ = A"Ly(u) + ...+ A" Ly (u), Ym > 0.

-1 0 1
EXEMPLE 58 — On pose A= | 2 0 2|. Montrer que A est diagonalisable, et A™ pour tout m > 0.

2 00
On commence par caluler le polynome caractéristique de A. Un calcul de déterminant donne : xa(X) =
XX -1)(X+2).
Le polynéme caractéristique de A est scindé a racines simples, donc A est diagonalisable. De plus, on obtient que
Spec (A) = {—2,0,1}.
Soient Ly, Lo, Ly les polynémes d’interpolation de Lagrange associés a {—2,0,1}. On a :

X-0)(X-1) X2-X
LX) = ((—2—0§E—2— i) G
Lo )_(X+2)(X—1)_X2+X—2
2 (0+2)(0—1) -2
Loixy - XX —0) X2 gax
3(X) (1+2)1-0) 3

Pour tout m > 0, on a donc :
A" = (=2)"L1(A) + 0™ Lo (A) + 1™ L3(A).

Pour m > 1, cela donne A™ = (—2)"§(A% — A) + 0 + £(A? + 24).

On calcule :
3 0 -1
A2=|2 0 2
-2 0 2
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On obtient donc :

4 0 -2 1 01

—2)™m 1
Am:( 6) 0 0 O +§ 6 0 6
-4 0 2 2 0 2

DEFINITION 59

Soient F un ev de dimension finie et (u;);es une famille d’endomorphismes de E.

On dit que les endomorphismes (u;);ecr sont simultanément diagonalisables s’il existe une base B de E dans
laquelle toutes les matrices Matg(u;) sont diagonales.

Une telle base B est appelée une base de diagonalisation simultanée.

ProPoOSITION 60

Soient E un ev de dimension finie et (u;);c; une famille d’endomorphismes de E.

Les endomorphismes (u;);ec; sont simultanément diagonalisables si et seulement si, u; est diagonalisable et si u;
commute avec uj;, pour tous i, j € I.

Preuve —
“=" Pour B une base de diagonalisation simultanée, Matp(u;) est diagonale. Or, deux matrices diagonales commutent.

“«<” Montrons la réciproque par récurrence forte sur la dimension n de E.
Sin > 1, tous les endomorphismes sont de la forme u; = A\;Idg, et le résultat est vrai.
Soit n > 1. Supposons le résultat vrai sur tout espace de dimension < n.
Soit 2 de dimension n + 1. On distingue deux cas.

e Si tous les u; sont des homothéties, u; = A\;Idg, n’importe quelle base convient.

e Sinon, il existe i0 € I tel que u;, n’est pas une homothétie. Comme u;, est diagonalisable, il possede donc au moins
deux valeurs propres. On peut alors écrire :
E=FaG

ot F' est un sous-espace vectoriel propre de u;, et G' la somme directe des autres sous-espaces vectoriels propres de u;,.
Ces sous-espaces vectoriels sont de la forme Ker (P(u;,)) pour des polynomes P.

Ils sont donc stables pour chaque endomorphisme w; car u; commute avec P(u;,). On note (u}); et (u}'); les familles
d’endomorphismes induits sur F' et G. Ce sont des familles d’endomorphismes diagonalisables qui commutent deux a
deux.

Comme les dimensions de F' et G sont strictement inférieures a celle de E, par hypothese de récurrence il existe B’ et
B’ des bases de F et G de diagonalisation simultanée. En posant B = B’ U B”, on obtient une base de diagonalisation
simultanée des (u;).

O

4.4.2 Trigonalisation

DEFINITION 61

Soient E un ev de dimension finie et v € £(F) un endomorphisme.

On dit que u est trigonalisable s’il existe une base B de E dans laquelle la matrice Matg(u) est triangulaire
supérieure.

La base B est appelée une base de trigonalisation de u. .

Soit A € ., (K). On dit que A est trigonalisable s’il existe une matrice inversible P telle que P~1AP soit
triangulaire supérieure.

REMARQUE 62 — Si la matrice de u dans la base (eq, ..., e,) est triangulaire supérieure, alors la matrice de u
dans la base inversée (e, ...,e1) est une matrice triangulaire inférieure.

THEOREME 63
Soient E un ev de dimension finie et v € £L(F) un endomorphisme.
Alors, u est trigonalisable si et seulement s’il existe P € K[X] scindé tel que P(u) = 0.

Preuve —

“=" Si u est trigonalisable, on a une base B de E telle que A = Matg(u) soit triangulaire supérieure. On a vu que le polyndéme
caractéristique d’une matrice triangulaire supérieure est : x4(X) = (X —a1,1)...(X — an,n). C’est un polynéme scindé.
Le théoreme de Cayley-Hamilton nous dit alors que : x4 (u) = xu(u) = 0.

“«<=" Nous démontrons la réciproque par récurrence sur n, la dimension de E.
Sin=1onawu= Mdg et le résultat est vrai.
Soit n > 1, supposons que tout endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n — 1 qui annule un polynéme scindé est
trigonalisable.
Si u est annulé par un polynéme scindé P(X) = []; (X — Bg), le lemme des noyaux nous dit qu’au moins une des racines
de P est une valeur propre de u. Quitte & réordonner, prenons 31 comme valeur propre de u. Il existe donc e; € E non-nul tel

3. Nous avons vu que c’est le cas si tous les sous-espaces vectoriels Vect (eq, ..., e;) sont stables par u. Voir le corollaire 64.
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que u(e1) = frer.
On complete la famille (e1) en une base B = (e1,...,en) de E. On a alors :

pr L
B = Matg(u) = (0 B
Cette matrice est triangulaire supérieure par blocs. On a donc :

Bk = (%iC B*”“> =0=P(B)= (P(éﬁ) P(*B’)> )

On en déduit que P(B’) = 0, c’est-a-dire que la matrice B’ € .#,,_1(K) est annulée par un polynéme scindé. Par hypothese
de récurrence, B’ est alors semblable & une matrice triangulaire supérieure. Ainsi, B est trigonalisable et donc u I’est aussi.

O
COROLLAIRE 64
Soient E un K-ev de dimension finie et u € £(E) un endomorphisme.
On a les équivalences :
1. w est trigonalisable;
2. X est scindé;
3., est scindé;
4. Spec (u) est non-vide, et pour Spec (u) = {A1,..., A}, on a
Mmy(A1) + ... + my(N\) = dim(E).
Preuve — L’équivalence entre les trois premiers points est immédiate.
Le polynoéme caractéristique de u, xv, est scindé si et seulement s’il est de la forme :
X (X) = TI_y (X = X)) X),
Or, les racines de X« sont exactement les valeurs propres de u, et on a »_;_; my(A;) = deg(xu) = n. O
REMARQUE 65 — Tout endomorphisme sur un C-espace vectoriel de dimension finie est donc trigonalisable. De
méme, toute matrice complexe A est trigonalisable et s’écrit :
A=pTP!

avec P inversible et T triangulaire supérieure.

Ce nest pas le cas sur R ou un endomorphisme (une matrice) est trigonalisable si, et seulement si, sn polynéme
caractéristique est scindé. Par exemple une matrice de rotation rotation R(6) (0 % Omod ) de R? n'est pas
trigonalisable.

REMARQUE 66 — Si u est un endomorphisme trigonalisable, alors Spec (u) est non-vide.
Pour tout F' sous-ev stable par u, si u est trigonalisable alors up est trigonalisable, donc up a un spectre non-vide.

EXEMPLE 67 — On vérifie avec la méthode du Pivot que le polynome caractéristique de la matrice
0 3 3
A=|-1 8 6 € M5(R)
2 —-14 -10

vaut X (X +1)% et que les vecteurs :

2 3
Xl = 1 et X2 = 3
-1 —4

sont des vecteurs propres associés aux valeurs 0 et —1. Prenons pour X3 le premier vecteur de la base canonique.
Alors (X1, X, X3) est une base de trigonalisation de A, et la matrice de ua : X — AX dans cette base est :

0 0 2 2 3 1
PlAP=[0 -1 —1|, aveeP=[1 3 0
0 0 -1 -1 —4 0

On cherche un vecteur Xy tel que AXy = Xo — X4. Aprés résolution, on trouve Xy = %0,—1,2). La famille
(X1, X2, X4) est alors une autre base de trigonalisation, et la matrice de ua dans cette base est :

0 0 0 2 3 0
J=QtAQ=10 -1 1|, avee@Q=[(1 3 -1
0 0 -1 -1 -4 2

Cette fois la matrice J est diagonale par blocs, avec des blocs diagonauz qui sont triangulaires supérieurs.
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PROPOSITION 68 (Trigonalisation simultanée)

Soient E un K-ev de dimension finie et u; € L(E), i € I, des endomorphisme.

Si les endomorphismes u; sont trigonalisables et commutent deux a deux, alors il existe une base B de E dans
laquelle les matrices de tous les u; sont triangulaires supérieures.

Preuve — Nous démontrons cela par récurrence sur n la dimension de E.

Sin=1,o0n awu; = \;Idg, et cela est vrai.

Soit n > 2. Supposons le résultat vrai au rang n — 1.

Soit ¢ € I. Comme u; est trigonalisable, son spectre est non-vide. Soit A € Spec (u;). Le sous-espace Ker (u; — AIdg) est stable par
tous les u;, j € I. Donc, pour € Ker (u; — AIdg) non-nul, on a u;j(z) = Az, pour tout j € J. On poursuit la preuve de la méme

fagon que celle de 60. g

PROPOSITION 69

Soient E un K-ev de dimension finie et u € £(F) un endomorphisme.

Alors, u est nilpotent si, et seulement si, il existe une base B de E dans laquelle la matrice Matp(u) est triangulaire
supérieure stricte. (de diagonale nulle)

Preuve —

“=" Si u est nilpotent on a x,(X) = X", donc u trigonalisable. Pour B une base de trigonalisation de u, A = Matg(u) est
triangulaire supérieure. Or, les coefficients diagonaux de A sont les racines de ., comptées avec multiplicité. Donc, la matrice
A est triangulaire supérieure stricte.

“<” S’il existe une base B dans laquelle la matrice A = Matg(u) est triangulaire supérieure stricte, on obtient x.(X) = xa(X) = X",
donc u™ d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, donc u est nilpotent.

O

4.4.3 Décomposition dite de Dunford

Nous allons étudier une nouvelle forme de réduction plus poussée que la trigonalisation.

PROPOSITION 70 (Décomposition de Jordan-Chevalley (dite de Dunford))

Soient E un K-ev de dimension finie et u € £(F) un endomorphisme.

Si x,, est scindé, alors il existe un unique couple d’endomorphismes (d,n) € (L(E))
nilpotent tels que

2 avec d diagonalisable et n

u=d+n e don=nod.

De plus, ces endomorphismes sont des polynomes en wu.

Preuve — On écrit xo(X) = [T (X — Ap)™* et Fy, = Ker ((u — A\, Idg)™*) le sous-espace caractéristique de Ay.

Existence. D’aprés le lemme des noyaux on a E = @), _, Fi. D’aprés la remarque 48, la projection py sur Fj parallelement &
@;ék F; est un polynoéme en u. On le note pp = Px(u). On pose alors :

™ r
d:Z)\kPk et n:u—d:Z(u—)\kIdE)opk.
k=1 k=1
On rappelle que p; o p; = d;,jp;, pour tous 1 < 4,5 < r. Ainsi, d laisse stable chaque Fj, et I'on a dr, = AxIdF, . Donc d est
diagonalisable.
De méme, on montre par récurrence sur ¢ > 0 que
»
nd=> " (u— XA Idg)? opy, Vg € N*.
k=1
Pour ¢ = max{my,k=1,2,...,7}, ona (u— Ag IdE)%k =0 car F, = Ker ((u — A Idg)™*).
Cela donne (u — A Idg)? o pr, = 0. Ainsi, on a n? = 0, donc n est nilpotent.
Enfin, d et n sont des polyndémes en u, donc ils commutent.

Unicité. Soit (d’,n’) un autre couple vérifiant les conditions. Comme d’ et n’ commutent, ils commuent avec u = d’ + n’, donc ils
commuent aussi avec d et n qui sont des polynémes en u. Ainsi, d et d’ sont simultanément diagonalisables dans une méme
base, ce qui implique que d — d’ est diagonalisable.

D’autre part, n et n’ commutent et sont trigonalisables, donc ils sont trigonalisables dans une méme base B. Alors,
Matg(n’ —n) = Matg(n') —Matg(n) est une matrice triangulaire supérieure de diagonale nulle. On en déduit que x,,/_,, (X) =

X dim(E) et donc que n’ — n est nilpotent.
Comme on a d—d’ = n’—n, d—d’ est donc nilpotent. Le seul endomorphisme diagonalisable et nilpotent étant I’endomorphisme
nul, on obtien d — d’ = n’ — n = 0, ce qui donne 'unicité.

O
REMARQUES 71
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1. Ainsi, tout endomorphisme trigonalisable u possede une décomposition de Dunford.

2. En fait, comme u laisse ses sous-espaces caractéristiques stables, on a défini d et n sur chaque sous-espace
caractéristique Fy par :

dpk = )\]cldp,<7 et NE, = UF, _dFk = UFp, — )\kIdFk'

On remarque alors que dF et ne, sont des polynome en U, et que ces endomorphismes commutent.
k k k’
Le lemme d@s noyauxr nous dZt ue leS espaces Fk- sont en somme diT@cte avec B = ) Fk» ce qui permet
g k=1 ’
de ]air@ remonter le COmpO’rtement sur Chaque Fk a un COmpO'f'tement sur E.

3. Soit B une base adaptée a la somme directe des sous-espaces caractéristiques Fi, ..., F., on a alors :
my ma Moy
— — —
m| [ A

Cette matrice est diagonale par blocs. Chaque bloc Ay, de taille my X my, est la matrice de la restrictition
ur de u au sous-espace caractéristique Fj,.

Comme Xy, = (X — Ap)™, pour N = Ay — Mg,
nilpotente.

On a donc Ak = A\ilm, + Ni avec Ny = A — AL, nilpotente.
Cela donne alors :

. on en déduit que xn, = X%, et donc que N est

ALy Ny
A2lm N.
Matg(d) = ’ ’ et  Matp(n) = ’

Ao, N,

Et ces deux matrices commutent : DN = ND.

4. Comme Xy, (X) = (X = N)™*, on peut aller un peu plus loin en prenant une base By, de Fy, qui trigonalise
ug. Dans cette base, la matrice de dy, sera encore ALy, , et la matrice de ny sera une matrice triangulaire
supérieure stricte.

Donc, dés que l’endomorphisme u est trigonalisable, on peut trouver une base B de E dans laquelle la
matrice Matp(u) est diagonale par blocs, avec des blocs triangulaires supérieurs.

5. L’écriture u = d + n donnée par la décomposition de Dunford s’utilise pour calculer uP :
LIy
P=(d+n)P = d¥ onP=k.
u? = (d+n) kgio <k’> on

Dans ’expression ci-dessus, on peut retirer les termes de la somme pour lesquels p — k est plus grand que
lindice de nilpotence de n.

4.4.4 Réduction de Jordan

Nous allons donner une réduction encore plus poussée que la précédente.

DEFINITION 72
Soient n > 1 et A € K. On appelle bloc de Jordan \ % /L 245\ de taille n pour A la matrice de la forme

A1 0 (0)
A1
Tu(A) = o | €4®
(0) A1
A
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REMARQUE 73 —
1. Jn(X\) est nilpotente si, et seulement si, A = 0.
2. On a Spec (Jn(N) = {A} et x7,00)(X) = p7,(0) = (X =)™

3. Pour 1<m<n, ona J,(0)" = <On0m,m OInfm > .

PROPOSITION 74
Soient E un K-ev de dimension finie et © € L(E) un endomorphisme. Soient A € Spec (u) et r(A) I'indice de
(u— Adp).
Pour m < r(\), soit o € Ker ((u — AIdg)™) \ Ker ((u — AIdg)™™1).
On pose a; = (u — A1dg)™ *(«), Vi € [1,m]. Alors, on a :
1. La famille B = (a1, ..., ) = (u—Aldg)™ 1 (a),..., (u — A1dg)(a), @) est libre.
2. Le sous-espace F' = Vect(B) est stable par u, et on a Matg(up) = Jm(A).

Preuve —
1. D’apres la définition, on on a @ = am et o; # 0g, Vi € [1,m].

Soient A1, ..., Am € Ktels que >7" ; Xja; = 0. Supposons que les \; ne sont pas tous nuls. On pose m’ = max{i, A; # 0} < m.

Cela donne :
!

m

Z)‘iai =0pg, avec \,,s # 0.

=1
On a donc Og = (u — )\IdE)m/’l(Z?il Aia;) = Apran, Aot A,,r = 0, ce qui est une contradiction.
On en déduit que la famille B = (a1, ..., am) est libre.

2. La famille B est donc une base de F.
Or, on a (u — A1dg)(o;) = a1, Vi € [2,m], donc u(a;) = Aa; + a;—1 € F.
Enfin, on a (u — AIdg)(a1) = (v — AIdg)™(a) = 0, donc u(a1) = Aay € F. Ce qui donne le résultat.

O

REMARQUE 75 — Dans la proposition précédente, on a en fait F' = S, _x14; (), le sous-espace cyclique engendré
par a pour u — AIdg. Cet espace est de dimension m, et une base est engendrée par « :

(u—=A1dp)"a = 0g + (u—AIdp)" ta = a; + (u=A1dp)™ ?a =y + -+ (u=Aldg)a = apm_1 — @ = ap,.

Afin de montrer que toute matrice trigonalisable posseéde une décomposition en blocs de Jordan, nous allons
montrer cela dans le cas nilpotent. Nous aurons besoin du lemme suivant, issu du cours sur les applications
linéaires.

LEMME 76
Soient E, F' des K-ev de dimension finie et u : £ — F' une application linéaire. Soit By = (z1,x2,...,2,) une
base de Ker (u) et By = (y1, 92, ...,ys) une famille de vecteurs de E. On note B = By U B;. Alors, on a :

1. B est libre si, et seulement si, u(B;) est libre.

2. B est une base de F si, et seulement si, u(5B;) une base de Im (u) .

PropoSsITION 77
Soient E un K-ev de dimension finie et u € £(F) un endomorphisme nilpotent.
Alors, il existe des sous-espaces cycliques de u, S, (1), ..., S.(x,), tels que :

E =P Su(xs).
=1

Preuve — Nous démontrons le résultat par récurrence sur n > 1 la dimension de E.
Sidim(E) =1, on a u =0 et le résultat est vrai.
Soit n > 2. Supposons le résultat vrai au rang n — 1, et démontrons-le pour E de dimension n.

Comme u(E) est stable par u, on considére u’ I’endomorphisme induit par u sur u(E). Comme u est nilpotent, u n’est pas inversible,
donc dim (u(E)) < n. De plus, u/ est encore nilpotent. Par hypothése de récurrence, u(E) s’écrit comme une somme directe de
sous-espaces cycliques pour u’.

Ainsi, il existe une base de u(FE) de la forme :

1 Y2 Yt
u(y1) u(y2) e u(yt)
Bymy = : : :
uk1=1(yp) uk2 =1 (yy) cukeT (),
(Wt (y1) =0g) (uP2(y2) =0g) ... (uPt(ye) =0g)
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Les vecteurs de la i-iéme colonne forment une base du sous-espace cyclique engendrée par y;, S,/ (y;), de dimension k; > 0.

Comme y1,...,yt € u(E), solent x1,...,z: tels que y; = u(x;),i € [1,t]. On obtient les vecteurs ci-dessous :
z1 x2 e Tt
u” By (gy) u(z1) u(z2) ... nen)
ukl*l(zl) uk2—1($2) ukt*l(xt)
base de Ker (u) : uF1(z1) uk2 (22) . uPt (z4), Titly.-,Ts.
(1t (zq) =0g) (uP2tl(z2) =0g) ... (uPttl(z:) =0g) (complétés)

La famille (u1(z1),u2(z2),...,uP (1)) est libre, car sous-famille d’une base de u(FE), et est contenue dans Ker (u). On peut donc
la compléter en une base de Ker (u), en rajoutant des vecteurs que ’on notera zt41,...,zs a la derniere ligne du tableau ci-dessus.

Les autres vecteurs dans ce tableau sont les images réciproques d’une base de u(FE). D’apres le lemme 76, ces vecteurs du tableau
ci-dessus forment une base de E. Les vecteurs dans la i-iéme colonne sont une base du sous-espace cyclique engendré par z;, Sy (z;).

Cela termine la récurrence. O

REMARQUE 78 — Dans la preuve précédente, en ordonnant les vecteurs de la base B selon leurs sous-espaces cy-
cliques respectifs B = (u*t (x1),uF1 =1 (zy), ... u(wy), 21, uF? (22), w21 (z0), . .. ulze), T, - - s ub (24), T4, Tegn, - - -, X)),
on obtient :

jfﬂ (0)

Mats(u) s (0)

T (0)

THEOREME 79 (Décomposition de Jordan)

Soient E un K-ev de dimension finie et u € £(F) un endomorphisme.

Si x. est scindé, alors il existe une base B de E dans laquelle la matrice de u est diagonale par blocs avec des
blocs de Jordan.

On dit que © a une forme de Jordan :

jkl (/\1 )
jkz ()‘2)
Matg (U) =
Ji ks (/\S)
Les \; sont les valeurs propres de u (qui peuvent apparaitre plusieurs fois). *
Preuve — Supposons que x«(X) = [];_; (X — X;)™i avec A, @ € [1,7] deux & deux différents. On pose F; = Ker ((u — A; Idg)"™"?) le

sous-espace caractéristique associé a \;.
On pose v; = (u — X\;Idg) F,. Comme Xur, (X) = (X —X;)™i, on a xv; (X) = X™i. Donc, v; est nilpotent.
D’apres la proposition 77, il existe une base B; de F; dans laquelle la matrice de v; a une forme de Jordan. Comme on a
Up;, = v+ ;i Idg, on obtient :
Ty (Ns)

Tko (Xi)
Matg, (ur,) = b2

4 Ty (Xi)
L’espace F est la somme directe des sous-ev Fy, i € [1,7]. En posant B = B1 U...U B, on obtient donc une base de E dans laquelle

la matrice de u est de la forme voulue. O

REMARQUE 80 — Soit A € #,(K).
e Si A est diagonalisable, on a A= PDP~', et A" = PD™P~!,
Les puissances de A se calculent facilement.
e Si A est trigonalisable, on a A= PTP~', et A™ = PT™ P!,
Calculer les puissances de A revient a calculer les puissances d’une matrice triangulaire supérieure quel-
conque. Ce n’est pas si facile.

e Si A est trigonalisable, la décomposition dite de Dunford donne A =D + N, et A™ = (D + N)™.
Les puissances de A s’expriment facilement en fonction de D et de N.
Pour les calculer, il faut cependant calculer les puissances de la matrice nilpotente N. Cela prend un peu
de temps.
Dans la décomposition A = PTP™', cela revient ¢ séparer T en T = D' + N’, avec N’ une matrice
triangulaire supérieure stricte.
Cette forme de matrice nilpotente est un peu plus facile a gérer, mais il faut quand méme calculer
N2, N3, ... ,N™ 1 pour calculer les puissances de T.

4. 11 y a en général plus d’un bloc de Jordan pour chaque valeur propre, plusieurs A; peuvent avoir la méme valeur.
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o Si A est trigonalisable, la décomposition de Jordan donne A= PJP~™! et A™ = PJ"P~1,

Comme les puissances d’un bloc de Jordan se calculent facilement, les puissances de la matrice de Jordan

J se calculent facilement. On peut donc calculer facilement les puissances de A.
La réduction de Jordan est une réduction de Dunford améliorée (ainsi qu’une trigonalisation améliorée), ou la
partie nilpotente/triangulaire stricte a une expression simplifiée, ce qui permet de calculer des puissances ou de
la manipuler plus facilement.
En retour, trouver une base dans laquelle on a une réduction de Jordan demande plus de temps que pour trouver
une base de trigonalisation.

EXEMPLES 81
1. Dans l’exemple 67, la matrice J est la forme de Jordan de la matrice A.

2. On pose la matrice :

-1 -1 0 0
0 -1 0 O
A= 0 2 0 -1
0o -2 2 3

Le calcul du polynéme caractéristique donne xa(X) = (X — 1)(X —2)(X + 1)2, donc Spec (A) {—1,1,2}.
Les trois sous-espaces caractéristiques sont :

0
e la droite Ker (A — 1), engendrée par X1 = ( 91>,

0
e la droite Ker (A — 214), engendrée par Xo = < 9 )
-2
e le plan Ker ((A + 14)2),
On détermine d’abord le sous-espace propre qu’il contient : Ker (A + Iy) est la droite engendrée par

1
X5 = (g)
0 0

On cherche un antécédent de X3 par A+ I,. On obtient : X4 = (11>.

1
Donc, pour P = (X1 X, X; X4) € GL4(R), on a :

10 0 O
_1 {02 0 o0
PrAP = 00 -1 1
00 0 -1
EXEMPLE 82 — On pose la matrice :
11111 1
0201 2 3
0 0201 —1
A= 0 00 2 1 2
0 000 2 O
0 00O 0 2

Un caleul de déterminant donne : x(X) = (X — 1)(X — 2)5.
Le sous-espace caractéristique Ker (A — Ig) est engendré par la premiére colonne de A, que l'on note X;.
Notons B=A—2I, on a :

—

0
B=1
0
0

[
Ju

[ele]elele)e]
=

[eleleleleyty
o]

[

B3=B'=

)

coocornw
coooco |
[eleleleleiy
ccoocco
coooco |
[=]elalole) |

3
1
0
0
0
0

cococoor
cocooo |
cocooco

Soit u I’endomorphisme canoniquement associé a A et v = (u —21dg) g, (u)-

On a alors p,(X) = pa(X) = (X — 1)(X — 2)® et dim (Fz(u)) = dim (Ker (B?)) = 5. De plus, v est un
endomorphisme nilpotent sur Fy(u) qui est d’indice 3.

On cherche des sous-espaces cycliques dont la somme directe donne Fa(u).
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On résout le systéme BY = 0 pour trouver une base de Ker (v) :

Bl = 81 = {Y17Y2} =

[elelelelysd
OOO—O

On résout le systéme B2Y = 0 pour compléter la famille By en une base de Ker (vz) :

By=81USs, Sy ={Y¥3,Ys} =

[slellelele)]
| vowoo

1

On résout le systeme B2Y = 0 pour compléter la famille By en une base de Ker (vz) :

0
0
By =By US;, S3={Ys} = 9
4
e On regarde la famille
-3 1 4 1 1
) -3 1 1 1 0
T:{B Y5aBYV37BY47Y'17Yv2}: 8 ) 8 ) 8 ) 8 ) 0 )
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

qui est une famille de vecteurs de Ker (B), et on cherche & en extraire une famille libre de rang maximal.
Cette famille est de rang 2, et une sous-famille libre de rang maximal est : T* = {B?Ys, BY,}.

Alors, Fo(u) est la somme directe des sous-espaces cycliques engendrés par Yy et Yi. Une base de Fa(u) est
donc :
Bl 0 «u?(Ys) =B%s <« u(Y;)=DBYs <+ Y;5
37\ 0 «—uYy) =BY, +~ Y, ‘

Pour l’endomorphisme v, cela donne :

0
Mat; (v) = <§
0

[eleleleltd

00
10
00
00
00

OO0 O

> = (" %)

Done, pour la matrice P = (Xl B%Y; BY; Y; BY, Y4) € GLg(R), on a :

P7lAP = = J3(2)

J2(2)

OO O OO
O OO O NN O
S oo N~ O
S o NN HE OO
O OO OO
N = OO OO

4.5 APPLICATIONS

4.5.1 Applications aux équations différentielles

Soit I’équation différentielle linéaire a coefficients constants d’ordre p :
f(P)—f—ap_lf(p‘l)+---+a1f’+a0f:0 (ED)

avec (ag,...,ap—1) € CP, d’inconnue f € C*(R,C).

On appelle polyndme caractéristique de (ED) le polynome :

p—1
X(X)=XP+ ) apXF,
k=0

On note sa factorisation dans C[X] :
T

() =TT = a0,

k=1
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ou les A\, sont deux a deux distincts et les py sont non-nuls.

Soit D I’endomorphisme de dérivation sur C*° (R, C). Alors, 'ensemble S des solutions de (ED) est le noyau de
I'endomorphisme x(D).

Le lemme des noyaux nous fournit alors la décomposition en somme directe :

S =P Ker (D — N\ Idg)™).
k=1

Résoudre I'équation (E D) se ramene donc & résoudre r équations différentielles linéaires plus simples.
Soient 1 < k #r et f € C*(R,C). On démontre par récurrence sur pg > 1 la relation suivante :

(D = N Idp)P* (f(2)eT) = M DPx(f)(x).
On en déduit alors que :
Ker (D — A\pIdg)P*) = {x € R+ P(z)e*™, P € Cp,_1[X]}.

Ainsi, tout élément f de S s’écrit de fagon unique comme :
rER+— f(z) = ZPk(ac)eA"’”, Pi,...,P. € C[X], deg(Px) < pi. — 1.
k=1

L’espace vectoriel des solutions S est donc de dimension p; + ...+ pr = p.
On retrouve ce dernier point comme conséquence du théoreme de Cauchy sur les équations linéaires a coefficients
constants d’ordre 1 ou 2.

EXEMPLE 83 — Résoudre sur R l’équation différentielle :
y®) — 13y 4+ 67y — 171" + 216y = 108y. (E)

L’équation (E) est une équa. diff. linéaire & coefficients constants, d’ordre 5.

Pour D : y — y' Uendomorphisme de dérivation sur C*° (R, C), les solutions de (E) sont exactement les fonctions
dans Ker(P(D)), avec P(X) = X°—13X*+67X3—-171X2+216X —108. (les fonctions y telles que P(D)(y) = 0)
On remarque que 2 est une racine de P. En calculant P', on remarque que P'(2) = 0, donc 2 est une racine
double de P.

On obtient alors en factorisant : P(X) = (X? —4X +4)(X3 —9X?2 4+ 27X — 27).

On reconnait le polynome (X — 3)3. On a donc P(X) = (X — 2)?(X — 3)3.

D’aprés le Lemme des noyauz, on a donc :

Ker(P(D)) = Ker((D — 21d)*) @ Ker((D — 31d)*).
D’apres les résultats de la section, on a ainsi :
Ker(P(D)) = Vect(z — exp(2z), 2 — zexp(2x),  — exp(3x), z — zexp(3z), z — 22 exp(3z)).
Une fonction y est solution de (E) si et seulement s’il existe ay, ..., a5 € C tels que

y(z) = (12 + ag) exp(2z) + (azz? + ayz + as) exp(3z), Vo € R.

4.5.2 Applications aux suites récurrentes linéaires a coefficients constants

On prend K = Q, R, ou C. (ou un sous-corps de C)
On considere 1’équation récurrente linéaire a coefficients constants d’ordre p :

Yn € N, Upyp + Qp_1Unip_1 + -+ Q1Upt1 + @y =0 (ER)

avec g, ..., p—1 € K. L’inconnue est une suite u = (uy,), € K.

On appelle polynéme caractéristique de (F'R) le polynome :
p—1
X(X) = X7+ ) apX*k,

k=0
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On suppose que le polynéme x(X) est scindé sur K, de factorisation :

T

X(X) = [T (X = 0P,

k=1

avec les racines Ay deux a deux distinctes et py > 0.
On note T 'endomorphisme de translation sur £(KY), défini par :

T:KN — KN
(Un)nen  +— (un+1)neN-

L’ensemble S des solutions de 1’équation (ER) est le noyau de I’endomorphisme x(7°) sur K.
Comme une suite dans S est déterminée par ses p premiers termes, 'application

u:S — KP
(un)nEN — (Uo, cee 7up71)

est un isomorphisme, donc dim(S) = p.
De plus, le lemme des noyaux nous fournit la décomposition en somme directe :

S= é}Ker ((T - )\k IdKN)pk) .

k=1

1l faut alors déterminer, pour tout k, le noyau de 'endomorphisme (T — A Idgn )P*.
Ce sous-espace est de dimension py.

e Si A\, =0, il s’agit du noyau de TP*. C’est évidemment ’espace vectoriel des suites (u,,) telle que u, =0
pour tout n > pi. On retrouve qu’il est de dimension py.

e Supposons A, # 0. Soit U € K[X] un polynéme. Un calcul montre que

(T = M Tdg) (AU (1)) er) = ATV (), o

avec V(n) le polynéme U(n + 1) — U(n).
On montre alors par récurrence sur py que Ker ((T' — A\, Idg)P*) contient I’ensemble :

{ORU (1) e U € KIX], deg(U) < p — 1}

Cet ensemble est lui aussi un sous-espace vectoriel de dimension py, puisqu’il est 'image de K, _1[X] par
I’application linéaire injective
®: K, _1[X] — Ker((T — M\ Idg)P*)
U — ()\ZU(n))neN.

Notons qu’on utilise ici le fait que K contienne N (c’est faux si K = Z/pZ par ex.)
Par égalité des dimensions, on obtient alors :

Ker (T — M Idg)?*) = {\fU (), e, U € Ky, 1[X]} .

En supposant que ag # 0, on trouve finalement que toute solution u de (E'R) est de la forme :
T
Vn e Ny u, = Z ArUk(n)
k=1

pour une unique famille Uy, ..., U, € K[X] avec deg(Uy) < pr — 1.
On retrouve aussi que ’espace S est de dimension p.
EXEMPLE 84 — Trouver toutes les suites (un)n & coefficients complexes vérifiant

Unta = dUpts — SUpyo — dupr1 + duy,, Yn > 0(E)

Pour T : (un)n = (Uny1)n Uapplication linéaire de décalage & gauche sur (C)V, les suites u = (uy,)n vérifiant (E)
sont evactement les suites telles que P(T)(u) = 0, pour P le polynome P(X) = X* —4X3 +3X2+4X —4. On
trouve que 1,—1,2 sont des racines de P. On obtient P(X) = (X — 1)(X + 1)(X — 2)%

Ainsi, on a Ker(P(T)) = Vect((1™)n, (=1)™)n, (2™)n, (n27),).

Done, une suite u vérifie (E) si et seulement s’il existe a,b,c,d € C tels que

Up = a + b(—=1)" + (en + d)2", Vn > 0.
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Chapitre 5 Orthogonalité

5.1 BASES ORTHONORMEES

Nous travaillerons jusqu’a la fin de ce chapitre sur un R-e.v. euclidien E désigne un espace vectoriel euclidien,
muni de sa norme euclidienne ||-|| et de la distance d associée.

5.1.1 Familles orthonormées

DEFINITION 1
Soit E un R-e.v. euclidien. Soit = € F.
On dit que z est unitaire \ -/ [f] &\, ou normé , si ||z = 1.

EXEMPLES 2
2 . _ (1 =1 o
1. Dans R?, z = (ﬁ’ ﬁ) est unitaire.
2. Dans R™ muni du produit scalaire canonique, les vecteurs de la base canonique sont unitaires.

3. Pour E = C%(R/27Z) I’e.v. des fonctions continues et 2m-périodiques sur R, muni du produit scalaire :
27

(r9)— 1 [ f@gt)ds,

les fonctions sin et cos sont unitaires.

DEFINITION 3
Soit E un R-e.v. euclidien. Soient x,y € F.
On dit que z et y sont orthogonaux \ =% H\ si 'on a < z|y >= 0. On note alors x_Ly.

REMARQUE 4 — Comme (.|.) est symétrique, on a < x|y >= 0 si et seulement si < y|x >= 0. Donc la relation
précédente est symétrique.

EXEMPLES 5

1. Dans R?, on a x( L

1= 1

1L L),

2. Pour R™ muni du produit scalaire canonique, les vecteurs eq,. .., e, de la base canonique sont orthogonaux
deuz a deuz.

3. Pour E = C°(R/27Z) l’e.v. des fonctions continues et 2m-périodiques sur R, muni du produit scalaire :

2

(ro)— 1 [ f@gta)ds,

les fonctions sin et cos sont orthogonales.

DEFINITION 6
Soit E un R-e.v. euclidien. Soit A une partie de E.
On définit Porthogonal de A, noté AL, par :

At ={zcEtelsquex Ly Vyc A}.

ProposiTiON 7
Soient E un R-e.v. euclidien, et A une partie de E.
Alors A' est un sous-espace vectoriel de E.

Preuve — Soit A une partie de E.
e A~ contient le vecteur nul puisque celui-ci est orthogonal & tout élément de A.
e Soient z,y € A+ et A € R. Pour tout y € A, on a :

(tlz + Ay) = (tlx) + Altly) = 0.

Ainsi, z + Ay € AL, donc AL est un sous-espace vectoriel de E.
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EXEMPLES 8
1. Ona {0}t =E.
2. On a B+ = {0}. En effet :
o E1 est un sous-e.v. de E, donc il contient 0.

e Pour z € E*, alors on a xLx, donc ||z])* =< z|z >= 0. Cela donne = =0, donc E+ = {0}.

3. Soient A, B des sous-parties de E. Si A C B, alors B+ C A*. <
4. Soit a € E non-nul. Alors le sous-e.v. {a}* est exactement le noyau de la forme linéaire non nulle
bo : T < alr >. Ainsi, {a}t est un hyperplan de E. <

DEFINITION 9
Soit E un R-e.v. euclidien. Soient F,G deux sous-e.v. de E.
On dit que F' et G sont orthogonaux \ 1F72 %38\ si 'on a z Ly, ¥(z,y) € F x G.

EXEMPLES 10

1. Pour F un sous-e.v. de E, les sous-e.v. F' et F+ sont orthogonaux, puisque par définition les éléments
de F+ sont orthogonaux a tous les éléments de I .

2. Les sous-espace vectoriels F' et G sont orthogonaugz si, et seulement si, F C G*. <

THEOREME 11 (Théoréme de Pythagore \ 2 [z g #\ )
Soient E un R-e.v. euclidien et z,y € E.
Alors = et y sont orthogonaux si et seulement si ||z + y||> = ||z||* + |Jy||* .

Preuve — Conséquence de la Proposition 26 et de la définition de I'orthogonalité. O

DEFINITION 12

Soit F un R-e.v. euclidien. Soit (e;);c; une famille de vecteurs de E.

On dit que la famille (e;);e; est une famille orthogonale \ 1F7C[7] = 2H\ si tous ses vecteurs sont deux a deux
orthogonaux.

On dit que la famille (e;);e; est une famille orthonormée \ H7:/fE1F % [A] =41\ (ou orthonormale) si tous ses
vecteurs sont unitaires et deux a deux orthogonaux.
EXEMPLES 13

1. Dans R? muni du produit scalaire canonique, la famille ((%, \_/—%), (%, %)) est orthonormée.

2. Dans R™ muni de son produit scalaire canonique, la base canonique (€1, ..., ey) est une famille orthonormée.
3. Pour E = C%(R/27Z) l’e.v. des fonctions continues et 2m-périodiques sur R, muni du produit scalaire : <
1 2m
(f.9)— — [ @) gw)ds,
0

la famille {x — x> cos(z), x> cos(2x), x> cos(nx),Vn € N

1
V2
z+—sin(z), x+—sin(2z), =z~ sin(nz),Vn € N*} est orthonormée.
PROPOSITION 14

Soit E un R-e.v. euclidien. Soit (21, a,...,2,) une famille de vecteurs de E.
Si cette famille est orthogonale, alors on a :

2 n
2
= llaill®.
i=1

n
D i
i=1

Preuve — Par bilinéarité du produit scalaire, on a :
n n n
S D) DR B DR
i=1 =1 1<i,j<n i=1
puisque < z;|z; >= 0 si i # j. O
PROPOSITION 15

Soit F un R-e.v. euclidien. Soit (e, €2, ...,e,) une famille de vecteurs de E.
Si cette famille est orthonormée, alors on a :
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n

1. Pour z = Z)‘i e; € Vect(ey,...,en), on a \; =< g;|z >, V1 <i < n.
i=1

2. La famille (eq, e, ..., e,) est libre.

Preuve

1. Par linéarité & droite du produit scalaire, on a :

n
< ei|:c >= Z)\j < ei|6j >= ;.
Jj=1

n
2. Soit (A;)i1gign € R™ tel que Z Ak er = 0. Alors on :
k=1

n n
0= <el0>=<ei| Y Aper >=> A <eileg >= N, Vi € [1,n].
1=k i=k

Donc cette famille est bien libre.

5.1.2 Bases orthonormées

DEFINITION 16

Soit E un R-e.v. euclidien de dimension finie n. Soit B = (e1,ea, ..., e,) une base de E.

On dit que la base B est une base orthonormée \ I/ IEZ 4\ de E (ou b.o.n.) si la famille (eq, ez, ... ,e,) est
orthonormée.

EXEMPLE 17 — Dans R? muni du produit scalaire canonique, la famille ((%, \7—%), (%, %)) est une base
orthonormée.
Dans R™ muni du produit scalaire canonique, la base canonique (e1, ..., e,) est une base orthonormée.

PROPOSITION 18
Soit E un R-e.v. euclidien de dimension finie n.
Alors E possede au moins une base orthonormée.

Preuve — Raisonnons par récurrence sur n la dimension de E.
e Sidim (E) =1, pour z # 0, la famille (H’;—H) une base orthonormée de E.
e Soit n > 1. Supposons que tout e.v. euclidien de dimension n — 1 posséde une base orthonormée. Soit E un e.v. euclidien de

dimension n.
Soit a € E non-nul. Quitte a prendre m, on peut supposer que a est unitaire.

On a vu que ensemble {a}* des vecteurs orthogonaux & a est un hyperplan de E. Comme dim({a}) = n — 1, I'hypothese de
récurrence nous dit que {a}J- possede une base orthonormée (e1,e2,...,en—1). Comme a est unitaire et orthogonal & tous
les e;, la famille (e1,e2,...,en—1,a) est donc une famille orthonormée. D’apres la proposition précédente, cette famille est
libre. Comme elle contient n vecteurs, c’est donc une base orthonormée de E. Ce qui conclut.

O

REMARQUE 19 — Soit E un R-e.v. euclidien de dimension finie. Tout sous-espace vectoriel F' de E est euclidien
pour le produit scalaire induit, et donc admet au moins une base orthonormée.

PROPOSITION 20

Soient F un R-e.v. euclidien de dimension n, et B = (e1,€a,...,e,) une base orthonormée de E. Soient x,y € E.
On a:
n
1. xzz<x|ei> €.
i=1

2. Pourz =" | zie;ety=> "  y;e;,ona
n n
< x|y >:inyi et |zf)? :Zacf
i=1 i=1

Preuve — L’égalité x = Z < zle; > e; est une conséquence de la Proposition 15.
i=1

81



5.1. BASES ORTHONORMEES

Pour z = 3" | x;e; et y =Y 1", y; €, la bilinéarité du produit scalaire donne :
n n n n

(@ly) = Q wieil Y wjes) =
i=1 j=1 =

n
z;yjleilej) = le Yi-
- =1 i=1

1

On en déduit alors que ||z||? = (z|z) = S al O

COROLLAIRE 21

Soit F un R-e.v. euclidien de dimension n, et B = (e1,ea,...,e,) une base orthonormée de E. Alors, on a :
e La fonction f:x =x1e1+ ...+ zpe, € E— (21,...,2,) € R isomorphisme d’espaces vectoriels de E
sur R™.
e Sil’on munit R™ de sa structure euclidienne canonique, cet isomorphisme f conserve la norme et le produit
scalaire.
e Pour z,y € E de coordonnées (x1,xa,...,2,) et (y1,Y2,...,Yn), ON & :
n 1/2
2
d(z,y) = |z =yl = [ D (@i — )
i=1

Ainsi, un e.v. euclidien de dimension n s’étudie et se manipule de la méme fagon que (R™, (.|.)).

5.1.3 Procédé d’orthonormalisation de Schmidt

THEOREME 22
Soit F un R-e.v. euclidien de dimension n. Soit B = (e1, e, ..., e,) une base de E.
Alors il existe une base orthonormée (f1, fa,..., fn) de E telle que :

Vect(eq, ea,...,ep) = Vect(f1, fo,..., fp), VP € [1,n].

On peut construire cette base a ’aide d’un algorithme.

Preuve — Nous allons démontrer cela par récurrence sur p. Cette démonstration donne en fait un algorithme efficace qui permet de @
construire cette base. On I'appelle le procédé d’orthonormalisation de Schmidt \ %47 F A0 (L.

e Le vecteur fi doit étre un vecteur unitaire et colinéaire a e1. On prend alors f1 = Hj—iu
e Soit 1 < p < n. Supposons avoir une famille (f1,f2,...,fp) orthonormée telle que :
VeCt(el» €2, .. 7ek) = VeCt(f17 f27 ceey fk)7 Vk € II17p]]

Comme on a Vect(e, ez,...,ep) = Vect(f1, f2,..., fp), tout vecteur de Vect(ey, e2, ..., ep11) peut s’écrire comme combinaison
linéaire de f1, f2,..., fp,€p+1.
On cherche donc gy, 11 orthogonal & f1,f2,...,fp, de la forme :

P
Gpt1 = ept1— O Ni fi-
i=1
L’orthogonalité avec f1,..., fp donne :
0 =< filgp+1 >=< filept1 > =X, V1 <i<p
En prenant A\; =< filep41 >, le vecteur gp41 est donc orthogonal & f1,...,fp. Le vecteur gp41 est aussi non nul puisque :

€p+1 g VeCt(eher .- '7617) = VECt(fl, fa,-. ~7fP)'

On pose alors fp11 = HZP%H.
P
La famille (f1, f2,..., fp+1) est alors une famille orthonormée, donc libre, dans Vect(e1, ez, ..., ept1). Comme elle possede

p + 1 vecteurs, c’est donc une base de ce sous-e.v. :

Vect(f1, f2,. .., fp+1) = Vect(er, ez, ..., ept1).

EXEMPLE 23 — On prend E = R3, muni du produit scalaire (voir Exemple 5) :
1
<(z,y,2)|(2,y,2) >=x2' +yy' + 22 + i(xy’ +2y+axd +2 2 +yd +y 2)

dont la norme associée est :

(@, y,2)[| = Va2 +y> + 22 +ay+zz+yz

A partir de la base canonique (e1, e, e3), construisons une base orthonormée (fi, fa, f3) de R® avec le procédé de
Schmidt.
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o Le vecteur e; = (1,0,0) est unitaire, donc on peut prendre f; = e.
e Cherchons go orthogonal a f1 de la forme : go = ea — A f1.
1
On a < filga >=< filea > —\, donc il suffit de prendre A =< fi|es >= 7 Cela donne :

1 1
—(-Z1 — —_(~1,2,0).
g2 < 2a 50> et f2 \/g( ) 70)

e Cherchons gs orthogonal a f1 et fo de la forme : g3 =es — X\ f1 — pu fo. 1l suffit de prendre :

1 1
A=< fl‘eg >:§ et p=< f2|€3 >= —F.

2V3

Cela donne : L1 )
=(-=,—2,1 t =—(-1,-1,3).
gs ( 37 37 > e f3 \/6( ) ) )
REMARQUE 24 — Soit E un R-e.v. euclidien de dimension n, B = (e1,ea, -+ ,e,) une base de E,et C =
(f1, fa, -+, fn) une base orthonormée obtenue avec le procédé de Schmidt.
Soit P La matrice de passage de B vers C. Alors la matrice P est triangulaire supérieure et ses éléments diagonaux
sont non-nuls (f; est une combinaison linéaire de ey, ..., e;).

5.1.4 Supplémentaire orthogonal

PROPOSITION-DEFINITION 25
Soit F un R-e.v. euclidien de dimension n. Soit F' un sous-e.v. de E. Alors, on a :

1. F et F* sont supplémentaires dans F ;
2. dim (F*) 4 dim (F) = dim (E) ;
3. (FHt =F.

o i
Le sous-ev F'* est appelé le supplémentaire orthogonal \ 1% #h\ de F. On écrit alors E = F @ F*, pour signifier
que la somme directe entre F et F* est orthogonale.

Preuve —
1. e On a FNF+ = {0} puisqu'un vecteur = dans F et F- est orthogonal & lui-méme, ce qui implique que = = 0.

e D’apres le théoréme de Scmhidt, il existe B = (e1,e2,...,ep) une base orthonormée de F. Soit « € E. On pose

p
y= > <eilx> e;. On a donc :
i=1

< eily >=<ei|lz >, Vi € [1,p].

En posant z = z — y, le vecteur z est ainsi orthogonal & eq,...,ep, donc & Vect(ei,...,ep) = F. Ainsi, on a xz =y + z,
avec y € F et z € F+. Donc F et F1 sont supplémentaires dans E (le vecteur y est appelé projeté orthogonal de x sur
F).

2. Conséquence du fait que F et F1L sont supplémentaires.

3. Comme tout élément de F est orthogonal & tout élément de F- on a F C (F+)1. Comme on a :

dim ((FJ-)L) =n—dim (FJ') = dim (F),

on en déduit que F = (F1)L.

O
ProrosiTION 26
Soit E un R-e.v. euclidien de dimension n.
Alors, toute famille orthonormée de E peut étre complétée en une base orthonormée de E.
Preuve — Soit (e1,e2,...,ep) une famille orthonormée de E. On pose F = Vect(ei,...,ep). Alors F est le supplémentaire
orthogonal de F' dans E. D’aprés le procédé de Schmidt, F+ posséde une base orthonormée. Notons-la (ep+15---,€n). On obtient
alors que (e1,ea,...,eyn) est une famille orthonormée de E & n = dim(FE) vecteurs, donc c’est une b.o.n. de E. O

REMARQUES 27

1
o Comme nous l’avons vu dans la démonstration précédente, si E = F & G, la réunion d’une base orthonormée
de F et d’une base orthonormée de G est une base orthonormée de E.
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e Réciproquement, si B = (e1,ea,...,e,) est une base orthonormée de E et si p < n, alors les sous-espaces
vectoriels :
F = Vect{e1,...,e,} et G =Vect{ept1,...,en}

sont deux sous-espaces vectoriels orthogonauz et supplémentaires dans E.

5.1.5 Equations d’un hyperplan

REMARQUE 28 — Soient E un R-e.v. euclidien et a € E. On rappelle que l'on note ¢, la forme linéaire définie
sur E par ¢,(z) =< a|lz >, et que 'on a {a}* = Ker (¢,).

DEFINITION 29
Soit E un R-e.v. euclidien. Soient H un hyperplan de E et v € E. On dit que le vecteur u est un vecteur normal
\ 1245\ Phyperplan H si u est non-nul et si u est orthogonal & H.

PROPOSITION 30
Soit E un R-e.v. euclidien de dimension n. Soient B = (eq,...,e,) une b.o.n de E, H un hyperplande E et a € E
non-nul, avec a = aie; + ...+ anen.
Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) H =Ker(¢q);
(ii) H={z =mz1€1+...Tpe,, tels que Y i a;xz; =0.}

(iii) a est un vecteur normal & H.

Preuve

i) <= i1) Puisque B est orthonormée, on a ¢, (x) = 0 si et seulement si > " | a; z; = 0.

#i1) => 1) Si a est un vecteur normal & H, alors le noyau de ¢, est un hyperplan contenant H (de dim n — 1). Il est donc égal & H.
1) = 4i1) Si H = Ker (¢q), alors tous les éléments de H sont orthogonaux au vecteur a. Donc a est un vecteur normal & H.

O

Prorosition 31
Soit E un R-e.v. euclidien de dimension n. Soit f : £ — R une forme linéaire sur E.
Alors il existe un unique a € F tel que f = ¢,.

Preuve
Unicité. Si a,b € E sont tels que ¢4 = ¢p, alors on a :
Vz € E, <alz >=<blz > cest-a-dire Vz € E, < a—blz >=0.
Le vecteur a — b est donc orthogonal a tous les éléments de F, et par conséquent il est nul.
Existence.
e Si f =0, alors le vecteur nul convient.

e Sinon, le noyau de f est un hyperplan H. Comme dim(H) = n — 1, Porthogonal H' de H est de dimension 1. Pour
a € Ht non-nul, on a alors H = Ker (¢,). Ces deux formes linéaires non nulles ont le méme noyau. Elles sont donc
proportionnelles : il existe A € R tel que f = A g = dra-

O

REMARQUE 32 — On peut aussi démontrer cette proposition en utilisant le théoréme du rang. La fonction
fia€ Ewr ¢, € LIE,R) est une application linéaire de E dans L(E,R), Uespace vectoriel des formes linéaires
sur E.

e Son noyau est réduit a 0, car si ¢, = 0, alors tous les vecteurs de E sont orthogonauzr au vecteur a et
donc a = 0. Donc f est injective.

e Comme dim (E) = n = dim (L(E,R)), f est donc isomorphisme. Ainsi, toute forme linéaire s’écrit de
facon unique sous la forme ¢, .

Ce résultat est connu sous le nom de théoréme de représentation de Riesz \ Riesz 7/ e \.

5.2 PROJECTIONS ORTHOGONALES

5.2.1 Projections vectorielles

DEFINITION 33
Soit E un R-e.v. euclidien de dimension finie. Soit F' un sous-e.v. de E. Soit P la projection sur F' parallelement

84
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aF+.
La projection P est appelée projection orthogonale \ I- 2 7%\ sur F. On la note P = pp.

PRrROPOSITION 34
Soient E un R-e.v. euclidien de dimension finie, et F' un sous-e.v. de E. Soit B = (e, es,...,e,) une base
orthonormée de F'. Alors, pour tout z € FE, on a :

p
pr(z) = Z < xle; > e;.
i=1

Preuve — On a = = pr(z) + (z — pr(x)). Comme z — pp(x) € F- on a (x — pr(z)|e;) = 0, c’est-a-dire < z|e; >=< pp(x)|e; >.
Comme pp(z) € F, on obtient le résultat. O

REMARQUE 35 — Ainsi, il suffit d’avoir une base orthonormée du sous-espace F, par exemple avec l’algorithme
de Gram-Schmidt, pour pouwvoir calculer tres facilement la projection orthogonale sur F.

EXEMPLES 36

1. Soit E un R-e.v. euclidien de dimension n. Soit a € E unitaire. La proposition précédente nous donne alors
Dexpression de m, la projection orthogonale sur la droite vectorielle engendrée par a : w(x) =< zla > a.
Si le vecteur a n’est pas unitaire et est non-nul, alors a’ = ﬁ est unitaire. La projection sur la droite

vectorielle engendrée par a vaut alors :

) = ot (2l o o)
lall flafl — {ala)
Soit B une base orthonormée de E. Si (x1,x2,...,xy,) (resp. (ai,as,...,a,)) sont les composantes de x

(resp. de a) dans la base B, on a donc :

n
> aiT;
m(z) = % a.
> q;

=1

<.
=N

2. Dans le procédé d’orthonormalisation de Schmidt, on construit le vecteur gp41 comme :

p
Jp+1 = €p4+1 — Z)\l fl avec \; =< fi|6p+1 > .
=1

Ainsi, pour F' = Vect(eq,e,...,€p), 0n a gpt1 = €pt1 — pr(eps1). Le théoréme de Pythagore nous donne

alors :
p

P
2 2 2 2
l1gp+11” = llepalI” = llpr(eprn)ll” = llepsall” = DA = llepal® =D {epsalfi)®.
i=1

i=1

Cela permet de calculer plus rapidement ||gp41]|.

5.2.2 Distance a un sous-espace

DEFINITION 37
Soit E un R-e.v. normé. Soient A une partie non-vide de F, et € E. On définit la distance de x & A comme :

d(z, A) = Jnf d(z,y) = Jnf |z = yl|.

L’existence de cette quantité d(x, A) vient du fait que {d(z,y), y € A} est une partie non vide de Ry.

PROPOSITION 38

Soit £ un R-e.v. euclidien de dimension finie. Soient F' un sous-ev de F et x € E.

Alors, la distance de x a F' vérifie d(x, F') = ||z — pr(x)]], ot pr(z) est le projeté orthogonal de x sur F.
De plus, pr(z) et Punique vecteur y € F tel que d(z, F) = ||z — y||.
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Preuve — Soit y € F. D’apres le théoréeme de Pythagore, on a :
d(z,9)* = |l — y|* = (& = pr()) + (pr(2) = y)|* = & = pr @)1 + llpr(2) = ylI* > llz = pr(@)|® = d(z, pr(2))*.
On a donc d(z, F) > d(y, pr(z)). Et comme pp(y) € F, on obtient d(z, F) = d(z, pr(z)).

De plus, on a d(z,y) = d(z, F) = d(z,pr(x)) si et seulement si ||pr(z) — y||?> = 0, ce qui est équivalent & y = pp(z). O

REMARQUE 39 —
e Pour chercher a minimiser ||z — y|| avec y € F, on peut chercher & minimiser ||z — y||?, comme on le fait dans
la preuve de la proposition.

Comme ||.|| est une norme euclidienne, on a ||x —y||?> = (x —y,x —y), et on peut utiliser les propriétés du produit
scalaire dans les calculs.
o Si(e1,...,e.) est une base orthonormée de F, on a pp(x) = > ,_, (2, ex)ex.

Ainsi, on a
.

d(z, F)* = |z = pr(@)|® = o =Y _(z, ex)exl|”.

k=1
Si on compléte la famille orthonormée (ey,...,e.) en une base orthonormée (e1,...,e,) de E, on a alors
=Y (z,e)e.
Cela donne donc
T n n
d(z,F)* = ||z — Z(%%)%HQ = Z (z,e)eil* = Z (x, ).
k=1 i=r+1 i=r+1

Avec une base orthonormée de F' complétée en une base orthonormée de E, on obtient une expression trés simple
de la distance d’un vecteur x a F'.

PROPOSITION 40
Soit E un R-e.v. euclidien de dimension finie. Soient H un hyperplan de E et a un vecteur normal a H. Soit
z € E. On a alors :

d(z,H) =

Preuve — La distance d’un vecteur x & H est la norme du vecteur x — pg (). Or,  — pg(z) € HL = Vect(a). On a donc :

a

z—pg(T) = A"
lall

pour un certain A € R. On trouve :
a a a
A=< (z —pu@)|— >=<z|— > +<pu(z)|— >.
[lall llall llal|
=0

D’ou la formule cherchée. O
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