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Avant-propos

Vous trouverez au fil de ce cours différents symboles :

e Le symbole “g%”, situé dans la marge, signifie que le point correspondant est un point délicat (il s’agit
d’un virage dangereuz).

e Le symbole “[0” est un marqueur signifiant la fin d’'une démonstration.

° @ Ce cours peut comporter des fautes de frappe, des coquilles, voire des erreurs d’argumentation. Ainsi,
il faut toujours étre vigilant lorsque vous le suivez et que vous le travaillez . Vérifier que les exemples sont
justes et que les preuves n’ont pas de fautes est un exercice tres utile (et indispensable) pour comprendre
les notions et comprendre leurs utilisations.

Vous trouverez aussi des notations mathématiques :

v “pour tout”

3 "l existe”

€ “appartenant a”

- “inclus dans”

= “implique”

& 7équivalent a”

R une relation binaire

= pour certaines relations d’équivalence

N I’ensemble des entiers naturels

Z I’ensemble des entiers relatifs

Q I’ensemble des nombres rationnels

R I’ensemble des entiers relatifs

C I’ensemble des nombres complexes

(G, x) un groupe

eG I’élément neutre d’'un groupe G

g ! Iinverse dans un groupe d’un élément g

(9) le sous-groupe de G engendré par g

(H,+) un groupe commutatif (parfois)

aZ, I’ensemble des multiples de a

pged(a, b) le plus grand diviseur commun d’entiers a et b

ppcm(a, b) le plus petit multiple commun d’entiers a et b

a=bmod n a est congru & b modulo n (n divise b — a)

K un corps (en général R, C ou Q, parfois Z/pZ)

M »(K) I’ensemble des matrices & n lignes et p colonnes a coefficients dans K
My (K) I’ensemble des matrices carrées n x n a coefficients dans K
E; ; les matrices de la base canonique de ., ,(K)

M1 Iinverse d’une matrice carrée M

M la transposée d’une matrice M

rg(M) le rang d’une matrice M

Tr(M) la trace d’une matrice carrée M

K[X] I’ensemble des polynoémes a une indéterminée a coefficients dans K
K, [X] I’ensemble des polynomes a une indéterminée a coefficients dans K, de degré au plus n
deg(P) le degré d’un polynéme P

a=bmodn la relation de congruence modulo n (n divise b — a)

Z/nZ I’ensemble des classes d’équivalence pour la relation de congruence modulo n
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un anneau

I’élément nul d’un anneau A pour 'addition +

I’élément unitaire d’'un anneau A pour la multiplication x

I'inverse dans A d’un élément a inversible
un idéal de I'anneau A

I'idéal de A engendré par a

I’anneau des classes d’équivalence modulo n

le corps a p éléments, avec p premier

le corps des fractions rationnelles a coefficients dans K

I’ensemble des bijections d’un ensemble F dans lui-méme

la composition des applications, donc (o(FE), o) est un groupe.
Pensemble des permutations de [1,n] (le groupe symétrique d’ordre n )

une transposition
un p-cycle
la signature de o

groupe alterné d’ordre n

un ensemble ou un espace vectoriel

un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel E
un endomorphisme de ’espace vectoriel F

le déterminant de la famille de vecteurs (uq, ...
le déterminant de I’endomorphisme f

le déterminant d’une matrice carrée A

la comatrice

la trace d’un endomorphisme u
la trace d’une matrice carrée M

, U, ) par rapport a la base B

le sous-espace vectoriel propre a une valeur propre A de ’endomorphisme u
le sous-espace vectoriel caractéristique a une valeur propre A de ’endomorphisme

le spectre d'un endomorphisme u

le polynéme caractéristique d’une matrice carrée A
le polynéme caractéristique d’un endomorphisme u

la matrice compagnon d’un polynéme P

Pordre de multiplicité d’une valeur propre A (dans x,)

I'indice d’une valeur propre A (ordre de multiplicité dans g, )

le morphisme d’évaluation des polynémes en un endomorphisme u
le morphisme d’évaluation des polynémes en une matrice carré A
la sous-algebre engendrée par un endomorphisme

I'idéal annulateur de u
le polynéme minimal d’un endomorphisme
le polynéme minimal d’une matrice carrée A

le produit scalaire de deux vecteurs(éléments) x et y

la norme de x

la distance entre deux vecteurs(éléments) = et y
deux vecteurs(éléments) x et y sont orthogonaux
I'orthogonal ou le supplémentaire orthogonal de A

F et F- sont supplémentaires de E
la forme linéaire ¢, () =< alz >

la projection orthogonale sur F parallelement 3 F+



Chapitre 1 Vocabulaire, logique et raisonnements
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1.1 VARIABLES ET QUANTIFICATEURS

DEFINITION 1
Une proposition est une phrase mathématique qui est soit vraie, soit fausse.

En mathématiques, on utilise des variables. Il s’agit de lettres (z, y, a, n, «, B, ...) qui ont parfois des indices
(21, x2, . ..). Une variable ne désigne pas un objet particulier mais des objets appartenant & un certain ensemble.

Les objets mathématiques que nous utilisons se concoivent dans trois grandes familles : les ensembles (N, Z, Q, R, R? R[X], M,
les nombres et éléments d’un ensemble (entiers, rationnels, réels, vecteurs, matrices, ...), les fonctions (dérivées,
suites, polyndmes, séries, . ..).

Souvent, une proposition dépend d’une ou plusieurs variables. La valeur de vérité de la proposition (vraie
ou fausse) peut alors étre donnée lorsque l'on précise les valeurs des variables. En général, on note P(z) une
proposition qui dépend de la variable est x.

1.1.1 Quelques regles de calcul pour les propositions

PROPOSITION 2
Soient P, @ et R des propositions. On a :

e non(nonP) = P,

e non(P et Q) = (non P) ou (nonQ),
non(P ou Q) = (non P) et (non @),
Pet(QouR) = (PetQ)ou(PetR),
Pou(QetR) = (PouQ)et (PouR),

e La proposition « P et (non P) » est toujours fausse,

e La proposition « P ou (non P) » est toujours vraie : soit P est vraie, soit non(P) est vraie.

Preuve — On peut démontrer ces propriétés avec des tables de vérité. Donnons un exemple.

Pl Q| PetQ | non(PetQ) | non(P) | non(Q) | non(P) ou non(Q)
VIV \% F F F F
V| F F \% F \ \%
F |V F \% \% F \%
F | F F \% \% \ \%
Donc non(P et Q) = non(P) ou non(Q). O
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1.1.2 TImplication

Soient P et () des propositions. La proposition « P = @ » est la proposition qui est
e fausse lorsque P est vraie et () est fausse,

e vraie dans les autres cas.

REMARQUE 3 — Lorsque « P = @Q » est vraie, on dit que
e P est une condition suffisante pour @,

e () est une condition nécessaire pour P.

DEFINITION 4
e La proposition « Q = P » s’appelle la réciproque de l'implication « P = @ ».

e La proposition « non(Q) = non(P) » s’appelle la contraposée de l'implication « P = Q ».

PropPoSITION 5 (Implication et contraposée)
OnaP=Q = (nonQ) = (nonP).

1.1.3 Equivalence

Soient P et @ des propositions. La proposition « P < @ » (se lit « P équivalent a @) » ou « P si et seulement si
() ») est la proposition qui est
e vraie lorsque les propositions P et () sont toutes les deux vraies ou toutes les deux fausses,

e fausse dans les autres cas.

PROPOSITION 6 (Equivalence et double-implication)
OnaP&Q = (P=Q)et (Q= P).

1.1.4 Quantificateurs

Soit E un ensemble. Soit P(x) une proposition dépendant de la variable z, avec x € E.

DEFINITION 7 (Quantificateur “pour tout”)
Le quantificateur V (se lit « pour tout » ou « quel que soit ») permet de définir la proposition « Va € E, P(x) »
qui est :

e vraie lorsque pour tous les éléments x appartenant & E, P(x) est vraie,

e fausse sinon (c’est-a-dire si P(x) est fausse pour au moins un élément = de E).

DEFINITION 8 (Quantificateur il existe”)
Le quantificateur 3 (se lit « il existe ») permet de définir la proposition « Iz € E, P(z) » (« il existe ... tel
que ») qui est :

e vraie lorsque P(x) est vraie pour au moins un élément x de F,

e fausse lorsque P(z) est fausse pour tous les éléments = de E.

Apres ces deux quantificateurs, il faut toujours préciser I’ensemble ot on prend notre variable : « Va, z(1—x) > 0 »
n’a pas de sens (pour tout x dans quoi?).
«Vr € R, (1 —x) > 0 » est fausse, mais « Vo € [0,1], z(1 — ) > 0 » est vraie.

Attention! Les symboles « V » et « 3 » ne sont pas des abréviations, ils ne doivent pas étre utilisés dans une
phrase en frangais.

PROPOSITION 9 (Négation et quantificateurs)
On a:

e non(Vzx € E, P(z)) = Jz € E, non(P(x)),
e non(3z € E, P(x)) = Vz € E, non(P(x)).

Attention! Dans une proposition, on ne peut pas échanger les positions de V et 3.

Par exemple, "Vz € R,y € R tel que 3y — 4 = 2”7 est une proposition qui est vraie. Mais, "dy € R t.q. Vx € R on
a 3y — 4 = z” est une proposition qui est fausse.
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1.2 METHODES DE DEMONSTRATION - EXEMPLES, RAISONNEMENTS
CLASSIQUES

Un raisonnement mathématique est un processus permettant d’établir, a partir de propositions vraies, de
nouvelles propositions, de nouveaux résultats, en utilisant des principes logiques. Dans cette partie, nous étudions
différents types de raisonnement.

Lorsque I'on écrit une proposition mathématique, il est sous-entendu qu’elle est vraie.
Sinon, on ne ’écrit pas.

1.2.1 Vocabulaire

Une proposition s’énonce souvent sous la forme « Si A alors B» ( A= B ).

e La proposition A regroupe les hypothéses .

e La proposition B regroupe les conclusions .

1.2.2 Quelques exemples de rédaction

uand on dit « Supposons », on part de 'hypothese que P est vraie.
Quand dit « S P t de 'hypothe P est i

Pour bien rédiger en mathématiques, on doit respecter certaines regles.

e On doit introduire les nouveaux objets.

— Pour introduire une variable x qui représente un élément quelconque d’un ensemble FE, on peut
écrire :
« Soit x € E» ou « Soit x un élément de E ».
— Pour donner un nom, par exemple M, a une quantité connue ou a un objet que ’on va souvent utiliser,
on peut écrire :
« Posons M =...» ou« Notons M =...» (ou«Onpose M =...,Onnote M =...»).
V2+3
4
e On doit mettre des liens logiques entre les arguments, comme par exemple :

Par exemple, « Posons M = ».

— « Donc » , « D’ol1 », « Ainsi » ,

— « On en déduit que »,

— « Or » (permet d’ajouter un argument),

— « Finalement » (pour une conlusion a la fin du raisonnement), ...

e On peut annoncer ce que l'on veut faire. Cela aide a bien clarifier I’objectif.

« Montrons que ... », « On veut montrer que ... ».

EXEMPLES 10

e On veut montrer la proposition » Vx € E, P(x) ».
On pose x un élément quelconque de E et on montre que P(x) est vraie.
FEzxemple de rédaction :

Soit x € E. Montrons que P(x) est vraie.

Donc P(zx).
Ainsi, pour tout x € E, on a P(x).

e On veut montrer la proposition « 3z € E, P(x) ». En général, on trouve explicitement un élément xg € E
tel que P(xq) est vraie. Le raisonnement peut se faire par analyse - synthése.

e On veut montrer qu’un x € E qui vérifie P(x) doit étre unique.
On suppose qu’il en existe deux et on montre qu’ils sont égaux.

e On veut montrer une inclusion A C B. On prend un élément quelconque x dans A, on montre que x est
dans B.

e On veut montrer une égalité d’ensembles A = B. Souvent, on procéde par double inclusion : on montre
A C B puis on montre B C A.
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e On veut montrer une implication « P = Q ». On suppose que P est vraie et on montre que Q est vraie. S’il
n’y a pas besoin de faire d’autres hypothéses/méthode de démonstration, on parle alors de raisonnement
direct.

e On veut montrer une équivalence « P <= @ ». Souvent, on procéde par double itmplication : on montre
d’abord « P = @ » puis on montre « Q =—> P ».

e On veut montrer la proposition « P ou @ ». On peut montrer limplication « non(P) = Q ».

Rappelons que pour prouver qu’'une proposition P est fausse, on peut montrer que sa négation non(P) est vraie.
Par exemple, pour montrer que la proposition « Vo € E, P(x) » est fausse, on peut montrer que sa négation
«3Jdxz € E, non(P(x)) »

est vraie. Donner un élément zy de E tel que non(P(zg)) est vraie s’appelle un contre-exemple .

Attention! Lorsque l'on utilise la fleche « < », il faut étre stir que le sens direct (=) et le sens réciproque (<)
soient vrais.

REMARQUE 11 (Utiliser une implication) — Dans un exercice, pour appliquer un théoréme de la forme A = B
(« Si A alors B »), on commence donc par vérifier que A (les hypothéses) est vraie. On écrit par exemple

« On a A. D’apreés le théoréme ..., on sait que A implique B. Donc on a B »

ExXEMPLES 12 (Exemples de rédaction de preuves) o Démontrons que pour tout n € Z, sin est pair alors
2 .
n* est pair.

1l s’agit de la proposition «¥n € Z, (n est pair = n? est pair) ».

Preuve : Soit n € Z. Montrons que si n est pair alors n? est pair.

Supposons n pair. Nous allons montrer que n? est pair par raisonnement direct

Par hypothése, n est pair, donc il existe k € Z tel que n = 2k. On a donc n? = (2k)? = 4k? = 2(2k?) et
2k* € Z.

Donc n est pair.

Donc, pour tout n € Z, sin est pair alors n? est pair.

e Démontrons que, pour tout (a,b) € R?, (a+ b)? = a® + b* si et seulement sia =0 ou b= 0.
Il s’agit de la proposition «¥(a,b) € R%, ((a+b)2 =a?+b* < (a=00ub=0)). »

Preuve : Soit (a,b) € R2. Montrons, par double implication, que (a + b)? = a® + b? si et seulement si
a=0oub=0.

> Supposons que (a + b)? = a® + b>. Montrons que a =0 ou b = 0.
On sait que (a + b)? = a? + 2ab + b2 et, par hypothése, (a + b)? = a® + b2. Donc

a® + 2ab + % = a® + b,

Donce, 2ab = 0, c’est-a-dire ab=10. Donc a =0 ou b= 0.
Donc si (a+b)? =a? +b% alorsa =0 ou b= 0.
4 Réciproquement, supposons a =0 ou b = 0. Montrons que (a + b)? = a? + b?.
a=0 oub=0, dans les deuz cas, on a ab =0 et donc (a +b)? = a® + 2ab + b*> = a® + b?.
Donc sia =0 oub=0 alors (a + b)? = a? + b>.

e Démontrons que la proposition «¥n € N, 2" > n? » est fausse.

Preuve : Donnons un contre-exemple.
Pourn =3, on a8 =23 < 3%2=29. Il existe donc un entier naturel n tel que 2™ < n?. Donc la proposition
«Vn €N, 2" > n? » est fausse.

e Démontrons Uégalité d’ensembles {x € R | 2%+ z +2 < 2} =[-1,0].

Preuve : Procédons par double inclusion.

e Montrons que {:17 ER|22+x+2< 2} C [-1,0]. Soit x € R tel que 2> +x +2 < 2, alors 2?> + x < 0,
donc x < —22 < 0. On a donc x <0 et z(x+1) <0 doncx+12>0, c’est-a-dire x > —1. Finalement,
-1 <z<0.

e Montrons que [-1,0] C {z € R | 2® + v +2 < 2}. Soit x € [-1,0]. Alors a® + v +2=a(z+1)+2<2
carxr<0etx+1>0.

Par double inclusion, on a donc l'égalité.



1.2. METHODES DE DEMONSTRATION - EXEMPLES, RAISONNEMENTS CLASSIQUES

1.2.3 Raisonnements classiques

Nous avons déja mentionné et fait des exemples pour :
e Le raisonnement direct : Pour montrer qu'on a « P = @Q », on suppose que P est vraie, et on utilise
directement des calculs/théorémes pour obtenir que @ est vraie.
e Le contre-exemple : Pour montrer que « P = @) » est fausse, on cherche un cas de figure (un nombre entier
n, un nombre réel x, une fonction f) dans lequel P est vraie et @ est fausse.

e La double-implication : Pour montrer qu’on a « P < @ », on montre d’une part que « P = @ » est vraie,
et réciproquement que « P <= ) » est vraie. En général, I'une des implications est bien plus facile que
Pautre.

e La double-inclusion : Pour montrer qu'on a £ = F (pour E, F' des ensembles), on montre d’une part que
E C F, et réciproquement que F' C E. En général, I'une des inclusions est bien plus facile que I'autre.

Raisonnement par contraposée (ou par contraposition)

Pour montrer que la proposition « P = () » est vraie, on peut montrer que sa contraposée, qui est la proposition
« non(Q) = non(P) », est vraie. On parle de raisonnement par contraposée .

EXEMPLE 13 — Démontrons que pour tout n € Z, si n? est pair alors n est pair.

Cette proposition s’écrit « ¥n € Z, (n® pair = n pair) ».

Preuve : Soitn € Z.

Plutét que de montrer « n? pair = n pair », on montre la contraposée « n impair = n? impair », plus facile @
démontrer.

Supposons que n est impair. Nous allons montrer que n’ est impair.

Par hypothese, n est impair, donc il existe k € Z tel que n = 2k + 1. On a donc

n? = (2k +1)? = 4k* + 4k +1 = 2(2k* + 2k) + 1,

et 2k% + 2k € Z. Donc n? est impair.
Donc sin est impair alors n? est impair. On en déduit par contraposée que si n? est pair alors n est pair.

Raisonnement par I’absurde

On souhaite démontrer qu’une proposition P est vraie. Le raisonnement par 1’absurde consiste a supposer que
P est fausse, c’est-a-dire & supposer que non(P) est vraie et montrer que cela conduit & une contradiction. On
en déduit alors que P est vraie.

EXEMPLE 14 — Démontrons que V2 est un nombre irrationnel® .

Preuve : Supposons, par labsurde, que v/2 est un nombre rationnel. Alors il existe deux entiers p € Z et
g € N*, premiers entre euxz?, tels que /2 = B.
q

On a donc 2¢*> = p*. On en déduit que p? est pair. Or, nous avons vu a l'ezemple 13 que pour tout n € Z, si
n? est pair alors n est pair. Donc p est pair. Il existe donc k € Z tel que p = 2k. On a donc p* = 4k?, puis
2¢% = 4k2. Donc finalement, ¢> = 2k%. On en déduit que ¢* est pair. Donc, comme précédemment, q est pair.
On en déduit que 2 divise p et 2 divise q. Ceci est absurde car cela contredit le fait que p et g sont premiers
entre eux!

Donc /2 est un nombre irrationnel.

Raisonnement par disjonction de cas

Le raisonnement par disjonction de cas permet de simplifier un raisonnement en distinguant toutes les situations
possibles. Cela est notamment utilisé lorsque la proposition dépend d’une variable x.

nn+1)2n+1)
6

1. L’ensemble des nombres irrationnels est R\ Q : ce sont les nombres réels qui ne sont pas des nombres rationnels
2. Si un entier naturel d divise p et divise q alors d =1

EXEMPLE 15 — Démontrons que, pour tout n € N, est un entier naturel.
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Preuve : Soit n € N. Montrons que n(n + 1) est divisible par 2.

e 1¢" cas : m est pair. Alors n(n+ 1) est pair.

e 27 cas : n est impair. Alors n+ 1 est pair et donc n(n + 1) est pair.

Donc, dans tous les cas, n(n+ 1) est divisible par 2.

Montrons maintenant que n(n+ 1)(2n + 1) est divisible par 3.

e 1°" cas : m est un multiple de 3. Alors n(n +1)(2n + 1) est un multiple de 3.

e 2¢m¢ cas : n+ 1 est un multiple de 3. Alors n(n+ 1)(2n+ 1) est un multiple de 3.

e 3°™m¢ cas s n—1 est un multiple de 3. Alors 2n+1 = 2(n—1)+3 est un multiple de 3, et donc n(n+1)(2n+1)
est un multiple de 3.

Donc, dans tous les cas, n(n+ 1)(2n + 1) est divisible par 3.

Ainsin(n+1)(2n+1) est toujours divisible par 3 et par 2. Or 2 et 3 sont premiers entre eux donc n(n+1)(2n+1)
est divisible par 6.

Raisonnement par récurrence

Soit P(n) une proposition dépendant d’une variable n € N. Soit ng € N.
Démontrer par récurrence que la proposition « Vn > ng, P(n) » est vraie repose sur le principe suivant :

Si P(ng) est vraie (initialisation ) ET pour tout n > ng, « P(n) = P(n+ 1) » est vraie (hérédité ), alors, pour
tout n > ng, P(n) est vraie.

REMARQUE 16 — FEn général, ng vaut 0, 1 ou 2.
On peut donc, par exemple, rédiger un raisonnement par récurrence comme suit :

« Démontrons le résultat par récurrence. Notons, pour tout entier n > ng, P(n) la propriété 7. .. ... »

e Initialisation : Vérifions P(ng) (ce ng est a délerminer en fonction de l’énoncé et la vérification
est souvent facile.)

D’ou P(ny).
o Hérédité : Soit n > ng. Supposons P(n), montrons P(n+1). Dans cette étape, on va utiliser la
propriété P(n), qui est I’hypothése de récurrence .

D’ou P(n+1).
Par récurrence, on en déduit donc que, pour tout n > ng, on a P(n).

REMARQUE 17 — Attention : Il est tres important de démarrer Uhérédité au méme entier ng que linitialisation.
Si on montre P(0) et pour tout n > 1, P(n) = P(n+1), cela ne montre pas que P(n) est vraie pour tout n > 0.

n(n + 1)'

n
EXEMPLE 18 — Démontrons que, pour tout n € N*, Z k= 3

k=1

Preuve : Démontrons le résultat par récurrence sur n. Notons, pour tout n € N*, P(n) la propriété :

«;k_”(”;U»,
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1(1+1)

e [nitialisation : Pourn=1, on a1l = . D’ou, P(1).

e Hérédité : Soit n > 1. Supposons P(n), montrons P(n+ 1).

On a
n+1 n
Zk:( k>+(n+1).
k=1 k=1

Donc d’aprés Uhypothése de récurrence P(n),

2 2 2

Zk:n(n—l-l)+n+1:n(n+1)+2(n+1) (n+1)(n+2)

D’ots P(n+1).
n
Par récurrence, on a donc démontré que, pour tout n € N*, Z k=
k=1

n(n+1)
—

Le principe que 'on vient de détailler est appelé une récurrence simple : on déduit P(n + 1) directement de
P(n). Parfois, on ne peut déduire P(n + 2) que de P(n + 1) et P(n). On parle alors de récurrence double . Le
principe est le suivant :

Si P(no) et P(ng + 1) sont vraies (initialisation) ET pour tout n > ng, la proposition « (P(n) et P(n+ 1)) =

P(n+2) » est vraie (hérédité), alors, pour tout n > ng, P(n) est vraie.
EXEMPLE 19 — Soit (un)nen la suite définie par
Uug = 2,

U1:3,

pour tout n € N, up o = 3upy1 — 2Up,.

Démontrons que, pour toutn € N, u, =1+ 2".

Preuve : Démontrons le résultat par récurrence sur n. Notons, pour tout n € N, P(n) la propriété :
«Up =14+2" ».

e Initialisation : On aug =2 =1+2% et u; =3 =1+ 2! donc P(0) et P(1) sont vraies.
o Hérédité : Soit n € N. Supposons P(n) et P(n + 1), montrons P(n + 2).
On a upys = 3Upt1 — 2uy,, donc par hypothéses de récurrence,

Upya =3 x (142" —2x (14+2") =343 x 2" —2 —2ntl =1 4 2 x 2"t =1 4 27+2,
Dot P(n + 2).

Par récurrence, on a donc démontré que, pour tout n € N, u,, =1+ 2".

Enfin, il arrive que P(n+ 1) ne puisse se déduire que de P(ng), P(ng+1), ..., P(n). On parle alors de récurrence
forte . Le principe est le suivant :
Si P(ng) est vraie (initialisation) ET pour tout n > ng, la proposition « (P(no) et P(ng+1) et ... et

P(n)) = P(n+ 1) » est vraie (hérédité), alors, pour tout n > ng, P(n) est vraie.

zntl -1
N — sz #1 ,
Rappelons que pour tout n € N et pour tout = € C, E Tt = z—1 . Cette somme s’appelle
k=0 n+l siz=1

une somme géométrique.

Raisonnement par double-inégalité

Dans certaines situations, pour montrer que deux nombres réels a, b sont égaux, on montre a la place que a < b
et que b < a.
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Cette méthode est analoque de la double-implication et a la double-inclusion.

Ce raisonnement est en général utile lorsque a et/ou b sont obtenus comme des majorants/minorants/limites.
Dans ces situations, il faut souvent revenir aux propriétés de sup, inf lim pour obtenir les inégalités voulues, et
ainsi obtenir ’égalité.

Exemple : Le théoreme des gendarmes contient une double-inégalité. Avec u, < v, et v, < w, on s’assure que
lim,, u,, < lim,, v,, puis que lim,, v,, < lim,, w,,. L’hypothese lim,, u,, = lim,, w,, apporte le résultat.

EXEMPLE 20 — Soit E un espace vectoriel normé, et soit A € Lo(E) une application linéaire continue sur E.
Par continuité de A, sup({”fgﬂu, X € E*}) emiste et est fini. On note ce nombre ||| Al||.

Alors, on a sup({4AL, X € B = |l = inf({C > 0 o [AX] < CIX], VX € E}), et [I4]] =

AX
sup({ 12X, X € B, | X]| = 1}).
Pour montrer que ces deux sup et que cet inf sont égaux, le plus pratique est de raisonner par double-inégalité.
On note a,b, ¢ ces trois quantités, puis on vérifie (Ezercice) que a <b, b<a, a<¢, ¢ <a.

Lorsque E est de dimension finie, la sphére unité de E est un compact. Une fonction continue sur un compact
atteint ses bornes, donc le deuziéme sup est atteint. Il existe X de norme 1 tel que [|AX || = |||A|l]-1 X = |||Alll-
Si l’on a une idée de la valeur de ||| A||| (disons 2), on peut alors dans un premier temps montrer que ||AX|| < 2| X||
pour tout X € E (|||Alll < 2), puis trouver un X non-nul tel que ||[AX| = 2||X]|| 2 < |||A]l|)-

Mais, trouver un vecteur X en lequel A atteint sa norme n’est pas toujours facile. En dimension infinie il n’existe
en général pas. Cependant, on peut généraliser la méthode en utilisant la définition séquentielle du sup : On
montre dans un premier temps que ||AX | < 2| X|| pour tout X € E (|||A]l| < 2). Puis, on trouve une suite (X,)n
de vecteurs de norme 1 tels que ||AX,| —n 2 (2 < [||A]l])-

Raisonnement par analyse-synthese

Lorsque 'on veut chercher les solutions d’un probleme et montrer que celles que ’on a trouvées sont les seules,
on utilise le raisonnement par analyse-synthese.

Ce raisonnement s’effectue en deux étapes :

1. Analyse : On suppose que I'on a une solution du probleme et on cherche des propriétés vérifiées par cette
solution.

2. Synthese : Parmi les éléments vérifiant les propriétés obtenues dans ’analyse, on détermine ceux qui sont
bien solutions du probleéme (il n’y en a pas d’autres).

On obtient ainsi 'ensemble des solutions du probleme.

Ce raisonnement est particulierement utile pour démontrer 1’existence et 1'unicité d’une solution a un probleme.
Cependant, c’est le raisonnement le plus difficile & utiliser car c’est le plus élaboré (il faut trouver les bonnes
propriétés lors de la phase d’analyse pour pouvoir bien conclure avec la synthese).

Pour un raisonnement par ’absurde, par contraposée, par récurrence, on sait ce que l'on doit obtenir (on connait
le "résultat” auquel on doit aboutir), alors que pour une analyse-synthése on ne sait pas ce que 1'on doit obtenir
(et il faudra trouver le "résultat”, en plus d’y aboutir).

EXEMPLE 21 — Déterminons I’ensemble des fonctions f : R — R telles que, pour tout (z,y) € R?,
fly—f@)=2-2—-y.

Preuve : Raisonnons par analyse-synthése.

e Analyse : Soit f : R — R une fonction telle que, pour tout (x,y) € R?, f(y — f(x)) =2 -2 —y.
Soit x € R. Prenons y = f(x) € R. Alors f(0) =2 —x — f(x). Donc f(z) =2— f(0) — z.

Donc f est de la forme f(z) =a—x ot a € R.
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e Synthése : Déterminons parmi les fonctions de la forme x — a — x celles qui vérifient la condition de
lénoncé. Soit a € R. Soit f :x+— a — x.
On a

fy—fl@)=fly—(a—2z)=fly+z—a)=a—(y+r—a)=2a—z—y.

Donc f vérifie la condition de I’énoncé si et seulement si 2a = 2, soit encore si et seulement si a = 1.
e Conclusion : 1l existe donc une unique fonction vérifiant la condition de l’énoncé, c’est la fonction x — 1—x.
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2.1 DEFINITIONS

DEFINITION 1
Soient F et F deux ensembles. On appelle fonction de E dans F' un triplet f = (E, F,G) olt G est un ensemble
vérifiant :

1. GC EXF,
2. pour tout x € E, il existe un unique y € F tel que (z,y) € G.

Avec les notations précédentes,
e FE est appelé 'ensemble de définition ou ensemble de départ de f,

e [ est appelé 'ensemble d’arrivée de f,

G est appelé le graphe de f.

Pour tout « € E, 'unique y € F tel que (z,y) € G est noté f(x). On 'appelle 'image de x par f.

Siy € Fetsiaxe E est tel que f(x) =y, on dit que = est un antécédent de y par f.
L’ensemble des fonctions de E dans F est noté FE¥ ou F(E, F).

NOTATION : En général, le triplet f = (F, F,G) est noté de la fagon suivante :

f+ E — F

avec f(x) remplacé par son expression.

On utilise aussi la notation f : E — F pour dire que f est une fonction de F dans F'.

EXEMPLES 2

o Soit E un ensemble. On appelle fonction identité de E, notée idg, la fonction définie par

dg: E — FE.
T — T

o Soient E et F deux ensembles. Soit a un élément de F'. On appelle fonction constante a a la fonction
définie par
f+ E — F .
r — a

e Soient E un ensemble non vide et A une partie de EE. On appelle fonction indicatrice de A, notée 14
la fonction définie par
1,: EF — {0,1}
lsize A

—
’ Osix ¢ A

10
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IMAGE DIRECTE, IMAGE RECIPROQUE

DEFINITION 3
Soit f : E — F une fonction. Soit A C E.

e L’image directe f(A) de A par f est 'ensemble des images par f des éléments de A :
flA)={yeF|3zeAy=f(a)} ={f(x) |z € A}.

e L’image de E par f est simplement appelée image de f. Elle est souvent notée Im(f) plutdt que f(E).

@ Siz € A alors f(z) € f(A) mais la réciproque est fausse : f(z) € f(A) n’implique pas z € A (voir le schéma
ci-dessus).

DEFINITION 4
Soit f : E — F une fonction. Soit B C F'. L’image réciproque de B par f est 'ensemble

f7(B)={z € E| f(z) € B}.

f~1(B) correspond & I’ensemble des éléments de E qui sont envoyés dans B par la fonction f. C’est aussi
I’ensemble des antécédents des éléments de B par f.

PROPOSITION 5
Soit f : E — F une fonction. Soient A et B des parties de F.

1. Si AC Balors f~1(A4) c f~4(B).
2 fHAUB) = f (AU FY(B).
3. fUANB) = f1(A) N f1(B).
4 f71 (CpA) = Cuf(A).
PROPOSITION 6
Soit f : E — F une fonction. Soient A C E et B C F.
1LAC F(f(4)).
2. f(f4(B)) c B.

2.2 INJECTIVITE, SURJECTIVITE ET BIJECTIVITE
Injectivité

DEFINITION 7

On dit qu’une fonction f : E — F est injective si tout élément de ’ensemble d’arrivée F' a au plus un
antécédent dans E par f.

Dit autrement, f : E — F est injective si pour tous z1, o € E, on a

f(.%‘l) = f(JZQ) — 1 = 3.
Ou encore, f : E — F est injective si pour tous 1 # 23 € E, on a f(z1) # f(x2).

METHODE 8 — Pour montrer qu’une fonction f n’est pas injective, on montre qu’il existe deux éléments x1 et
xo de E distincts tels que f(x1) = f(x2), en donnant explicitement les éléments x1 et 5.

11
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PROPOSITION 9
Soient f: F — F et g: F — G deux fonctions.

e Si f et g sont injectives alors g o f est injective.

e Si go f est injective alors f est injective.

Surjectivité

DEFINITION 10

On dit qu'une fonction f : E — F est surjective si tout élément de I’ensemble d’arrivée F' a au moins un
antécédent dans F par f.

Dit autrement, f: E — F est surjective si pour tout y € F, il existe € E tel que f(z) = y.

Ou encore, f: E — F est surjective si Im(f) = F.

REMARQUE 11 — Soit f : E — F une fonction. La fonction f: E — Im(f) est surjective.
v —  f(2)

METHODE 12 — Pour montrer qu’une fonction f : E — F est surjective, on peut montrer que pour tout y € F,
Uéquation y = f(x) admet au moins une solution x € E.

ProrosiTiON 13
Soient f: F — F et g: F — G deux fonctions.

e Si f et g sont surjectives alors g o f est surjective.

e Si go f est surjective alors g est surjective.

% Si g o f est surjective, la fonction f n’est pas forcément surjective.
Bijectivité

DEFINITION 14

On dit que f: F — F est bijective si f est injective et surjective.

Ainsi, f : E — F est bijective si tout élément de ’ensemble d’arrivée F' a un unique antécédent dans E par f.
Dit autrement, f: E — F est bijective si pour tout y € F, il existe un unique x € F tel que f(z) = y.

Ou encore, f : E — F est bijective si pour tout y € F, "équation y = f(x) a une unique solution = € E.

EXEMPLES 15
e La fonction idg : E — E est bijective.

e La fonction f: Ry — R4 estinjective et surjective, donc bijective.
r — 2’

PROPOSITION-DEFINITION 16
La fonction f: E — F est bijective si et seulement s’il existe une fonction g : FF — F telle que go f = idg et

Dans ce cas, la fonction g est unique. Elle est appelée bijection réciproque de f et est notée f~1.

@ Il ne suffit pas que go f =idg ou que f o g = idp pour que f soit bijective.

Si f est bijective, la bijection réciproque est la fonction qui a un élément y de F' associe I'unique antécédent de y
par f dans E, noté x :
ft: F — E .
y +— xtel quey = f(x)

Si f est bijective : y = f(z) &z = f(y)

METHODE 17 — Pour déterminer si une fonction est bijective,

12
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e Soit on donne directement ['expression d’une fonction g telle que go f =idg et fog =1idp, et dans ce cas,
f est bijective, de bijection réciproque f~' =g,

e Soit on résout, pour tout y € F, l"équation y = f(x) d’inconnue x. Si, pour tout y € F, cette équation
admet une unique solution x, alors f est bijective et on a également obtenu l’expression de f~1,

o Soit on montre que f est injective et surjective, mais dans ce cas on n’a pas ’expression de f~'.

x —T

e’ —e
EXEMPLE 18 — Montrons que la fonction sh: R — R ; © — ———— est bijective et déterminons sa bijection

réciproque.

Soit y € R. Résolvons l’équation y = sh(x) d’inconnue x € R. Pour tout x € R,
r _ -

y =sh(z) = % st et seulement st (eI)2 —2ye®™ — 1 =0, soit encore si et seulement si e* est une racine
strictement positive de X2 — 2yX — 1, soit encore si et seulement si e® =y + \/y% + 1.
Donc, pour tout © € R, y = sh(z) si et seulement si x = In(y + /3y +1).
Ainsi, pour tout y € R, I’équation y = sh(x) admet une unique solution = sur R, z =In(y + /y%> + 1).
La fonction sh est donc bijective, de bijection réciproque sh™ : R — R ; y — In (y + /Y2 + 1),
ProprosITION 19
Soient f: E — F et g : FF — G deux fonctions.
e Si f est bijective alors f~! est bijective et (f_l)_1 = f.

e Si f et g sont bijectives alors g o f est bijective et (go f)™ ' = flog™L.

EXEMPLES 20
e La fonction f: R* — R* est une involution et est donc bijective, de bijection réciproque elle-méme.
T —
e La fonction f: P(E) P(E) est une involution et est donc bijective, de bijection réciproque

—
elle-méme.
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Chapitre 3 Relations binaires - Relations d’équivalences

Table des matieres du chapitre
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3.1 RELATIONS BINAIRES

DEFINITION 1

Soient F et F' deux ensembles. Soit G une patrie de E x F.

On appelle relation binaire le triplet R = (E, F, G).

Si (z,y) € G, on dit que z est en relation avec y, et on le note zRy.
On parle de la relation R.

@ L’ordre dans un couple est important. On peut avoir xRy mais pas yRz.

Dans la suite du chapitre, on s’intéresse aux relations sur E et E. Ce sont les relations les plus utiles en
mathématiques.
Lorsque E = F, la relation R est appelée relation binaire sur F.

On note souvent une relation R avec un symbole =, <, ~, C...

EXEMPLES 2 Donnons quelques exemples de relations binaires sur un ensemble :

la relation d’égalité = sur F,
les relations d’inégalité <, < sur R, Q, Z ou N,
la relation d’inclusion C sur P(E) (ensemble des parties de E),

la relation de comparaison < sur Fonct(E,R) (fonctions de E dans R), définie par f < g si f(z) < g(zx)
Vr e F,

la relation de divisibilité

sur Z, définie par m | n s’il existe k € Z tel que n = mk.

pour tout n € N, la relation de congruence modulo n sur Z, notée = mod n, définie par a = b mod n s’il
existe k € 7. tel que a = b+ kn.

pour tout a € R, la relation de congruence modulo o sur R, notée = mod «, définie par a = b mod « s’il
existe k € Z tel que a = b + ka.

la relation « avoir le méme signe » sur R*.

On définit des propriétés intéressantes pour les relations.

DEFINITION 3
Soit E un ensemble. Soit R une relation binaire sur E.

e R est dite réflexive si : pour tout z € F, on a Rz,

e R est dite symétrique si : pour tout (z,y) € E?, si 2Ry alors yRu,

e R est dite antisymétrique si : pour tout (z,y) € E?, si 2Ry et yRa alors z = y,

e R est dite transitive si : pour tout (z,vy,2) € E?, si #Ry et yRz alors 2Rz.

EXEMPLES 4

La relation d’égalité = sur E est réflerive, symétrique, antisymétrique et transitive.
On remarque qu’une relation peut donc étre symétrique et antisymétrique.

La relation < sur R est réflexive, antisymétrique et transitive.
Elle n’est pas symétrique car par exemple 2 < 3 mais 3 £ 2.

La relation < sur R est symétrique et transitive.
Elle n’est ni réflexive, ni antisymétrique. Par exemple, 1 £ 1.

14



3.2. RELATIONS D’EQUIVALENCE, CLASSES D’EQUIVALENCE

o La relation de divisibilité sur Z est réflexive et transitive.
Elle n’est ni symétrique, ni antisymétrique. En effet, on a 1|2 mais 241, et 1| — 1 et —1|1 mais 1 # —1.

e La relation d’inclusion C sur P(E) est réflexive, antisymétrique et transitive.
Elle n’est pas symétrique car par exemple {1} C {1,2} mais {1,2} ¢ {1}.

e La relation « avoir le méme signe » sur R* est réflexive, symétrique et transitive.
Elle n’est pas antisymétrique car par exemple, 1R2 et 2R1 mais 1 # 2.

Nous allons étudier deux grandes familles de relations.

3.2 RELATIONS D’EQUIVALENCE, CLASSES D’EQUIVALENCE

La premiére famille est celle des relations d’équivalence.
Une telle relation permet d’identifier des éléments de E qui sont en relation muuelle, pour regarder les ensembles
d’éléments qui sont en relation. Par exemple, la nationalité.

Définition et exemples

DEFINITION 5
Soit E un ensemble et R une relation binaire sur F.
On dit que R est une relation d’équivalence sur E si R est réflexive, symétrique et transitive.

RINE)

Une relation d’équivalence est souvent notée = ou ~. On parle d’éléments de E "équivalents”, "semblables”.

EXEMPLES 6

e La relation d’égalité = sur E est une relation d’équivalence.

e La relation « avoir le méme signe » sur R* est une relation d’équivalence.

e Pour tout n € N, la relation de congruence modulo n sur Z est une relation d’équivalence.
Pour tout a € R, la relation de congruence modulo o sur R est une relation d’équivalence.

Si (A;)ier est une partition de E (A; NA; =0 sii# j, et UierAi = E), la relation d’appartenance a un
sous-ensemble A; est une relation d’équivalence. (xRy si i € I tel que x,y € A;)

Classes d’équivalence et ensemble quotient

DEFINITION 7

Soient E un ensemble et R une relation d’équivalence sur F. Soit « un élément de E.

On appelle classe d’équivalence de = pour la relation R (ou plus simplement classe de x) 'ensemble des éléments
y de E qui sont en relation avec x :

Cl(z) = {y € E tels que 2Ry} .
On la note Cl(z) ou T.

EXEMPLES 8

e La classe d’équivalence de 1 pour la relation d’équivalence « avoir le méme signe » sur R* est [’ensemble
des nombres réels non nuls de méme signe que 1, c’est-a-dire l’ensemble des nombres réels strictement
positifs : C1(1) = R¥.

e Soitn € N. Soit r € Z. La classe d’équivalence de r pour la relation de congruence modulo n dans Z est

Cl(r)y={p€Z|p=rmodn}
={peZ|3keZp=r+kn}
={r+kn|kecZ}
=nl+r

PROPOSITION 9
Soient E un ensemble et R une relation d’équivalence sur E.
Pour tout (z,y) € E2, on a Cl(z) = Cl(y) si et seulement si 2Ry.
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3.2. RELATIONS D’EQUIVALENCE, CLASSES D’EQUIVALENCE

Notons donc que si y € Cl(z) alors Cl(y) = Cl(x).

DEFINITION 10
Soient E un ensemble et R une relation d’équivalence sur E. Soit C' une classe d’équivalence pour R.
On appelle représentant de la classe d’équivalence C tout élément = de C.

On a alors C = Cl(x).

EXEMPLE 11 — Nous avons vu que R est une classe d’équivalence (celle de 1) pour la relation d’équivalence
« avoir le méme signe » sur R*.
Tout élément de R est un représentant de cette classe. Des représentants de cette classe sont donc par exemple

1, oum, ou/2... Ainsi, R* = Cl(1) = Cl(r) = CL(v2)...

ProposiTiON 12

Soient F un ensemble et R une relation d’équivalence sur E.

L’ensemble des classes d’équivalence de E forme une partition de F, c¢’est-a-dire :
— Elles sont non vides,
— Elle sont deux a deux disjointes,

— Leur réunion est égale a ’ensemble E.

REMARQUE 13 — Ainsi, toute relation d’équivalence sur E donne une partition de E, et toute partition de E
donne une relation d’équivalence sur E.

Chaque relation d’équivalence sur E correspond & une partition de E. (penser par exemple au pays de naissance,
cela partionne Uensemble des étres humains)

EXEMPLES 14

e La relation « avoir le méme signe » sur R* a exactement deux classes d’équivalence : R et R* . Ces deux
classes d’équivalence forment bien une partition de R*.

e Pour tout n € N, la relation de congruence modulo n sur Z possede exactement n classes d’équivalence :
les ensembles nZ +r ={nk+r |k €Z} avecr € {0,...,n—1}. On les note souvent 0, 1, ..., n — 1.
On a choisi comme représentant des différentes classes les entiers 0, 1, ..., n — 1.

DEFINITION 15

Soient E un ensemble et R une relation d’équivalence sur E.

L’ensemble des classes d’équivalence de E pour la relation R s’appelle I’ensemble quotient de E par R.
On le note E/R. C’est un sous-ensemble de P(E) (ensemble des parties de FE).

EXEMPLES 16
o L’ensemble quotient de R* par la relation « avoir le méme signe » est l'ensemble {R* | R* }.
o L’ensemble quotient de E par la relation d’égalité = est I’ensemble {{z}, x € E}.

e Soit n € Z. L’ensemble quotient de Z par la relation de congruence modulo n est U'ensemble {nZ,nZ +
1,....nZ+n—1}={0,1,...,n — 1}. On note cet ensemble Z/nZ.

e Pour f: E — F, la relation « avoir la méme image par f » est une relation d’équivalence. L’ensemble
quotient de E par cette relation d’équivalence est {f~1({y}), v € Im(f)}. (A vérifier. )

Les relations d’équivalence servent a étudier les éléments d’un ensemble E de fagon simplifiée.

Par exemple, la congruence modulo n sert a étudier les entiers de Z seulement selon le reste de leur division
euclidienne par n. La relation « signe » sur R étudie les nombres réels selon leur signe.

La relation « avoir le méme rang » chez les matrices n X p étudie les matrices selon leur rang (ou les familles de
p vecteurs de K™ selon leur rang).
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Chapitre 4 Structures algébriques : Groupes, Anneaux,
Corps
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4.1 GROUPES

Dans tout ce chapitre, si cela n’est pas précisé, E désigne un ensemble.

DEFINITION 1

Soit £/ un ensemble.

On appelle loi de composition interne (ou opération) sur E toute fonction ¢ : E x E — E. L’image ¢(a,b)
(écriture préfixe) sera souvent notée a x b (écriture infixe), et la loi de composition sera appelée .

EXEMPLES 2— Les ensembles et opérations suivants : (Z,+), (P(E),N), (R3,A), ou A est le produit vectoriel,
sont des ensembles munis d’une loi de composition interne.

DEFINITION 3
Soit (F, %) un ensemble muni d’une loi de composition interne .
Une partie F' C E de E est dite stable par * si 'on a « xy € F' pour tous z,y € F.

La restriction de * & F' x F est alors appelée loi induite sur F.

DEFINITION 4
Soit (G, *) un ensemble muni d’une loi de composition interne.
On dit que (G, *) est un groupe si la loi x vérifie les propriétés suivantes :

1. La loi x est associative :
Vo,y,2 € G, onaxx*(y*xz)=(zxy)*z;

2. L’ensemble G possede un élément neutre pour la loi * :

Jdee G, tel que Ve € G,exx =x%xe =z,
3. tout élément est inversible :

VreG,JyeGtelquexxy=y*xz =e.

On appelle y le symétrique de = que 1’on notera parfois y~! (I'inverse) ou —y (’'opposé).

De plus, le groupe (G, *) est commutatif (ou abélien ) si la loi est commutative : Vo, y € G, zxy =y * .

EXEMPLE 5 — Nous allons d’abord donner quelques exemples que nous avons déja rencontrés.
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4.1. GROUPES

. Les ensembles Z, Q, R et C munis de la loi d’addition + sont des groupes, qui sont abéliens.

. L’ensemble N muni de l’addition n’est pas un groupe. (Pourquoi ?)

. Les ensembles de matrices M, ,(K) munis de la loi d’addition sont des groupes, qui sont abéliens.
. Les ensembles K[X]| munis de la loi d’addition sont des groupes, qui sont abéliens.

. Les espaces vectoriels E munis de leur loi d’addition de vecteurs sont des groupes, qui sont commutatifs.

S N S

Les ensembles Q, R et C munis de la multiplication ne sont pas des groupes. (Pourquoi ?)
Mais Q*, R* et C* munis de la multiplication le sont, et sont commutatifs.

7. Les ensembles de matrices inversibles GL,,(K) munis de la multiplication matricielle sont des groupes. Si
n > 2 ces groupes ne sont pas abéliens.

Par exemple A = <(1) 1) et B = (1 (1)> sont des matrices inversibles, mais AB # BA.

REMARQUE 6 — Soit (G,*) un groupe. Alors G posséde un unique élément neutre.

En effet, pour e, e’ deux éléments neutres de G, on aexe' =€ etexe’ =e, donce=¢'.

DEFINITION 7
Soit (G,*) un groupe. Pour tout élément = € G et tout entier n € Z*, on notera :

e 7! le symétrique de = (ou inverse de z);

o 0:=¢;

e r":=xx...%x sin est strictement positif;
n fois

o 1" - —1

‘=x 1x... %2 ! sin est strictement négatif.
—

—n fois

REMARQUE 8 — Avwec cette notation, pour tout x € G et tous n,m € Z et k € N*, on a :

Vxa™ =" et (M) =" k. a” = b,
—
k fois
PROPOSITION 9
Soit (G, *) un groupe. Soient a,b € G.
Alors, on a (axb)"t =b"txa™ L.
Preuve — On a (a%xb)x (b" 1 xa™ 1) =eq, et (b1 xa" 1) x (axb) = eqg. O

Si les éléments a et b ne commutent pas, alors (axb)™' =b"txa !t #a "l xb7L.

ProPoOSITION 10

Soient (G1,*1) et (Ga,*2) deux groupes.

L’ensemble G = G; X G5 muni de la loi produit :
GxG — G

*
((g1,92), (h1,h2)) = (g1 %1 b1, 92 %2 h2)
On l'appelle produit direct des groupes G; et Gs.

est lui aussi un groupe.

4.1.1 Sous-groupes et ordre d’un élément

DEFINITION 11
Soit (G, ) un groupe. Soit H un sous-ensemble de G.
On dit que H est un sous-groupe de (G, ) s’il vérifie les propriétés suivantes :

1. L’élément neutre e appartient a H ;
2. Pour tous x,y appartenant & H, le produit x x y appartient & H (autrement dit H est stable par la loi %) ;
3. Pour tout x appartenant a H, 'inverse de = appartient a H.

Si H est un sous-groupe de G, on notera H < G.

PROPOSITION 12
Soient (G, ) un groupe et H un sous-groupe de G.
Alors 'ensemble H muni de la loi % restreinte & H est un groupe.
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4.1. GROUPES

La proposition suivante donne un critére simple pour montrer qu’'un sous-ensemble est un sous-groupe.

PropPOSITION 13
Soient (G,*) un groupe et H un sous-ensemble de G.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. H est un sous-groupe;

1

2. H est non vide, et pour tous z,y appartenant a H, x xy~ " appartient a H.

EXEMPLE 14 —

1. Soit (G,*) un groupe et e son élément neutre. L’ensemble {ec} est un sous-groupe de G. On lappelle le
sous-groupe trivial de G.

2. Soit n € Z un entier. L’ensemble nZ = {nk,k € Z} des multiples de n est un sous-groupe de (Z,+).

3. L’ensemble U= {z € C, |z| =1} est un sous-groupe de (C*, x).
Pour n > 0, lensemble U, = {z € C, 2" =1} est un sous-groupe de U (Pourquoi ?).

4. Soit E un ensemble et A une partie de E. L’ensemble des bijections f : E — E telles que f(x) = x, Vz € A,
est un sous-groupe de (Bij(E), o).

REMARQUE 15 —

e Soit (G, ) un groupe et H un sous-groupe de G. Soit x € H. Alors H contient tous les z™, n € Z.

e Pout G un groupe, et X,Y des sous-groupes de G, la relation : X <Y si X est un sous-groupe de Y, est une
relation d’ordre. Cette relation d’ordre n’est pas totale en général.

@ Il faut bien penser a vérifier que le sous-ensemble H est non-vide pour montrer que c’est un sous-groupe.
L’ensemble vide () est un sous-ensemble de G, mais pas un sous-groupe.

PROPOSITION 16 (Intersection de sous-groupes)
Soient (G, ) un groupe et (H;);er une famille de sous-groupes de G.
Alors le sous-ensemble N;c 7 H; est un sous-groupe de G.

PROPOSITION 17
Les sous-groupes de (Z,+) sont de la forme nZ, avec n € N uniquement déterminé.

Sous-groupe engendré par une partie

PROPOSITION-DEFINITION 18

Soient (G, *) un groupe et S une partie de G.

On appelle sous-groupe engendré par S le plus petit sous-groupe contenant S.
On note (S) ce sous-groupe. Il est caractérisé par la relation :

()= ) H

SCH<G

Lorsque S est un singleton {2}, on note {(x) le groupe engendré par {x}.
On l’appelle aussi le sous-groupe engendré par x.

REMARQUE 19 — Soit (G, ) un groupe et S une partie de G.
L’ensemble A de tous les produits ai . . .xay,, avec a; € S ou al-_l € S pour tout i € [1,n], est un sous-groupe de G .

En particulier, pour x € G le sous-groupe engendré par x est

(xy = {z"|n € Z}.

DEFINITION 20

Soit (G, *) un groupe.

Le groupe G est monogene s’il existe a € G tel que G =< a >.
L’élément a est appelé un générateur de G.

Si G est monogene et fini, on dit que G est un groupe cyclique .
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4.1. GROUPES

EXEMPLE 21 —

1. Tout sous-groupe de 7, est de la forme nZ et est donc monogéne.

2. Pourn > 1, l’ensemble U,, des racines n-iémes de l'unité muni de la multiplication est un groupe.
2i
1l est cyclique, et x = exp <7T> est un générateur du groupe.
n

Le groupe (Uy, x) est un groupe a n éléments. Il existe ainsi des groupes finis de toutes les tailles possibles.

Ordre d’un élément

DEFINITION 22

Soit (G, *) un groupe fini.

On appelle ordre de G le nombre d’éléments de G (c’est le cardinal de G).
On le note |G| (ou Card(G)).

DEFINITION 23
Soient (G,*) un groupe et a € G.

Si le sous-groupe (a) est fini, alors ordre de a, noté ord(a), est le cardinal de ce sous-groupe.
Sinon, on dit que a est d’ordre infini.

EXEMPLE 24 — Dans (C*, x), i est un élément d’ordre 4. En effet, on a :
=1, it=4, ?=-1, #=—i, t=1=4",
done (i) = {1,i,—1, —i}.

PROPOSITION 25

Soient (G, *) est un groupe et = € G.

L’élement x est d’ordre fini si et seulement s’il existe k € N* tel que = e.
Dans ce cas, ord(x) est le plus petit entier n strictement positif tel que 2™ = e.

k:

REMARQUE 26 — FEn utilisant l’idée de la division euclidienne, on montre que si x € G est d’ordre fini n, alors

on a xF = e si et seulement si n divise k.

De plus, tout groupe (G, *) posséde un unique élément d’ordre 1 : son élément neutre ec.

REMARQUE 27 — Les groupes pouvant se définir de facon trés formelle, comment classifier les groupes, comment
les identifier ?

MORPHISMES DE GROUPES, ISOMORPHISMES

Avec des ensembles, on regarde des fonctions définies sur ces ensembles.

Pour les espaces vectoriels on regarde les applications linéaires, les fonctions sur des e.v. qui préservent la
structure d’espace vectoriel. Pour les groupes, nous allons regarder les fonctions qui préservent la structure de
groupe.

DEFINITION 28
Soit (G, %) et (H,A) deux groupes.
Une fonction ¢ : G — H est un morphisme de groupes si l'on a :

Vo,y € G, p(z xy) = p(x)Ap(y).

De plus, on dit que ¢ est :
1. un endomorphisme de groupes si G = H.
2. un isomorphisme de groupes si ¢ est bijective.

3. un automorphisme de groupes si ¢ est un endomorphisme bijectif.

EXEMPLE 29 —
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4.1. GROUPES

1. Pour (G,*1) et (H,*2) deux groupes, la fonction ¢ : x € G — ey € H est toujours un morphisme de
groupes.
On lappelle morphisme trivial de G vers H.

2. L’application n — 2n est-elle un morphisme de groupes sur (Z,+) ?

3. Soit (G,*) un groupe et h € G fixé.
La fonction ¢ : g € G — hg € G est-elle un morphisme de groupes ¢ Est-elle bijective ?
4. Soit (G, ) un groupe et h € G fizé.
La fonction ¢ : g € G+ hgh™' € G est-elle un morphisme de groupes ? Est-elle bijective ?
5. La fonction 6 — €% est un morphisme de groupes de (R,+) dans (C*, x). Est-elle bijective ?

Les morphismes de groupes sont les fonctions f : G — H qui préservent la structure de groupe de G vers H
(autrement dit, les fonctions qui sont compatibles avec les lois de ces groupes).

ProrosITION 30
Soient (G, ), (H,A) des groupes. Soit ¢ : G — H un morphisme de groupes. Alors :
1. On a p(eg) = ey et p(z™1) = ¢(z)~! pour tout = € G;
2. Si G’ est un sous-groupe de G, alors ¢(G') = {p(x), x € G’} est un sous-groupe de H ;
3. Si H' est un sous-groupe de H, alors p~1(H') = {x € G ,tels que p(z) € H'} est un sous-groupe de G.

DEFINITION 31

Soient (G, x), (H, /) des groupes. Soit ¢ : G — H un morphisme de groupes.
On appelle noyau de ¢ I'image réciproque de eg.

On le note Ker(¢) = ¢~ 1({en}) (de I'allemand ”Kernel” = "noyau”).

Le noyau de ¢, Ker(y), est un sous-groupe de G.

PROPOSITION 32
Soient (G, x), (H, ) des groupes et ¢ : G — H un morphisme de groupes.
Le morphisme ¢ est injectif si et seulement si ker ¢ = {eg}.

Preuve — Si la fonction ¢ est injective on a bien Kerp = {eg} puisque ¢(eq) = eq.

1

Réciproquement, supposons que Kerp = {ec}. Soient z,z’ € G tels que p(z) = p(z’). On a alors alors ¢(z)Ap(z’) ™! = ey, donc

p(z* 2’ 1) = ep. Cela donne z x ' ~1 = eg, c’est-a-dire = 2’. Donc ¢ est injectif. |

EXEMPLE 33 — La fonction ¢ : z € (C*, x) — |z| € (RY, x) est un morphisme de groupes, et Ker(yp) =
e r({1}) = U. Ainsi, (U, x) est un sous-groupe de (C, x) et ¢ n’est pas injectif.

Isomorphismes de groupes

DEFINITION 34

Soient (G, ), (H,A) deux groupes.

On dit que G et H sont isomorphes s’il existe un isomorphisme de groupes ¢ entre G et H.
On le note G ~ H.

ProposiTiON 35
Soient (G, ), (G',A) deux groupes et ¢ : G — G’ un isomorphisme de groupes.
Alors ¢~! : G’ — @ est encore un isomorphisme de groupes.
REMARQUE 36 — Soient G, H deux groupes isomorphes (via p : G — H ).
o Alors G et H ont méme cardinal.
o Tout élément x € G d’ordre fini n est envoyé sur un élément o(x) € H d’ordre fini n.

e On a une bijection entre les solutions de l’équation " = eq et celles de y™ = ey
Plus généralement, on a une bijection entre les solutions de ™ = g et celles de y™ = ¢(g).

e De méme, G est abélien si et seulement si H est abélien.

Ces résultats sont utiles pour montrer que deux groupes ne sont pas isomorphes.
Cela permet aussi de voir quels éléments de la “structure” d’un groupe sont totalement identiques entre G et H
quand G ~ H.
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4.1.2 Le groupe Z/nZ

Relation de congruence

DEFINITION 37
Soit € € R. On définit sur R la relation de congruence modulo ¢ par :

r=ymode < x—ycecZ=/{ck, kelZ}

PROPOSITION 38
Pour z € R, 'ensemble des éléments y tels que = y mod ¢ est :

T=x+ecl={xv+ck, keclZ}.
Si € # 0, alors pour tout « € R il existe un unique y € [0, ] tel que = ymod &. Cest-a-dire :
My, k) € [0,e[xZ, x =y + ke.

PROPOSITION 39
Tout sous-groupe de (R, +) est soit dense dans R, soit de la forme aZ, a € RT.

DEFINITION 40

Soit n € N. Pour p € Z, on note p := p + nZ = {p + nk, k € Z} ensemble des entiers congrus & p modulo n.
Ce sont les classes d’équivalences pour la relation de congruence modulo n.

L’entier p est ainsi un représentant de la classe d’équivalence p.

On définit Z/nZ = {0,1,--- ,n — 1} I'ensemble des classes d’équivalence modulo n.
Z/nZ est Uensemble quotient de la relation d’équivalence de congruence modulo n. (voir chapitre Relations)

PROPOSITION-DEFINITION 41 (Opérations sur Z/nZ)
Soit n € N. Pour tous p,q € Z, on a :

p+qg={a+bacpbept=p+yg,
p x ¢ ={ab, a € p,b € p} = pq,
les opérations d’addition et de multiplication étant ici celles définies pour des sous-ensembles de Z.
Ces opérations définissent ainsi des lois de composition internes sur Z/nZ, notées + et x.

Ces lois de composition sont associatives et commutatives. _
La loi 4+ admet pour élément neutre 0 et la loi x admet pour élément neutre 1.

Enfin, (Z/nZ,I) est un groupe.

REMARQUE 42 —
1. Soita € Z/nZ et k € N, on note ka=a+---+a, la somme de k copies de a. On a ka = ka.
Le symétrique pour la loi + de p est —p.
Le groupe (Z/nZ,+) est un groupe de cardinal n, qui est commutatif. (p+q=q+p)
La fonction k € Z— k € Z/nZ, est un morphisme de groupes surjectif, de noyau nZ.

SANR NI

Pourn=1, on a Z/1Z = {6} Ce groupe ne contient donc que son élément neutre.
On appelle un tel groupe le groupe trivial. (le groupe a 1 élément)

ProOPOSITION 43 .
Soit n € N*. Le groupe (Z/nZ, —|—> possede des générateurs.

Ce sont exactement les classes m, avec pged(m, n) = 1. (on a Z/nZ = (m) )

DEFINITION 44

Soit n > 1. On définit ¢(n) le nombre de générateurs du groupe Z/nZ.
L’entier p(n) est appelé P'indicatrice d’Euler de n.

On a donc ¢(n) = Card({1 < m < n —1 tels que pged(m,n) = 1}).

THEOREME 45 (Théoréme des restes chinois)
Soient m1, mo € N* premiers entre eux. Soient a, b € Z.
Alors le systeme de congruences d’inconnue z € 7Z :

= a mod my
b mod mo
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admet une solution dans Z.
De plus, si zg € Z est une solution, alors I’ensemble des solutions dans Z est zg+mimaZ = {xg+mimak | k € Z}.
Autrement dit, pour xy une solution du systéme d’équations, on a :

{IE = a mod my

& {a; = x9 mod mims
= bmod mo

THEOREME 46 (Théoréme d’isomorphisme chinois)
Soient mq, mo € N* premiers entre eux.

—(mim2) —(m1) —(m2)
c).

Soit ¢ : (Z/(mima)Z) — (Z/muZ) X (Z/moZ) définie par ¢( ¢ ) =( ¢,
Alors, ¢ est un isomorphisme de groupes.
Soit umi + vmg = 1 une relation de Bézout pour my et my. On a alors :

—(ma —(ma2) —(mima2)
o G ), b ) = avmg + bum;.

Ainsi, on a

(Z/(m1m2)Z,+) ~ ((Z/m1Z) x (Z/m2Z),+).

THEOREME 47 (Théoréme d’isomorphisme chinois généralisé)
Soit r > 2. Soient my,...,mo € N* premiers entre eux deux a deux.

—(my...m;) —(m1) —(m,.)

Soit ¢ : (Z/(mq ... mp)Z) — (Z/m1Z) X ... x (Z/m,Z) définie par ¢( ~ ¢ )=( ¢ ,..., ¢ ).
Alors, ¢ est un isomorphisme de groupes.
Pour tout 1 < ¢ < r, soient u;m; + v;ll;2;m; = 1 des relations de Bézout pour m; et II;+;m;. On a alors :

—(my...my)

—(m1) —(my)

T
o ar ..., a ):Zaivinj;éimj~
i=1

Ainsi, on a

(Z)(m1 ... m2)L,+) = (Z)maZ) % ... % (Z)m,Z), +).

4.1.3 Groupes monogenes, Théoreme de Lagrange

THEOREME 48 (Caractérisation des groupes monogenes)
Soit (G, *) un groupe monogene engendré par a.
1. Si G est d’ordre infini, alors ¢ : k € Z +— a* € G est un isomorphisme de groupes.
On a donc G ~ Z.

2. Si G est cyclique d’ordre n, alors ; ke Z/n7Z s a* € G est un isomorphisme de groupes.
On a donc G ~ Z/nZ.

THEOREME 49
Soit G un groupe fini de cardinal n. Alors :

Ya € G, a" =e.

THEOREME 50 (Théoreme de Lagrange)
Soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G.
Alors, lordre de H divise Pordre de G : Card(H) | Card(G).

COROLLAIRE 51
Soit G un groupe fini.
Alors pour tout a € G, 'ordre de a divise Pordre de G : ord(a) | Card(G).

REMARQUE 52 — Le théoréme de Lagrange et ses conséquences sont des résultats trés importants en théorie des
groupes.

Ils apportent des informations sur des groupes finis qui peuvent élre trés gros et compliqués (par exemple
Bij({1,...,n}), groupe a n! éléments, ou l'un de ses sous-groupes).

Les groupes finis commutatifs ne sont qu’un cas particulier des groupes finis, et les groupes cycliques (les Z/nZ a
isomorphisme pres) ne sont qu’un cas particulier des groupes finis commutatifs. (par exemple, Z/2ZXL]2Z X 7./ 27
n'a rien 4 voir avec Z/87)

Un groupe fini non-commutatif se comporte trées différemment d’un groupe fini commutatif. On a besoin des
théorémes comme le théoréme de Lagrange pour étudier, obtenir des informations sur ces groupes.
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EXEMPLE 53 — Soit G un groupe d’ordre 105. On a 105 = 3.5.7.

Pour H un sous-groupe de G, le cardinal de H vaut alors 1,3,5,7,15,21,35 ou 105.
Pour a € G, l'ordre de a vaut alors 1,3,5,7,15,21,35 ou 105.

Si on a un élément a d’ordre 105, alors G est cyclique et G ~ Z/105Z.

Pour a un élément d’ordre 5 et b un élément d’ordre 7, le sous-groupe ({a,b}) est alors de cardinal 35 ou 105,
car son cardinal est un multiple de 5 et de 7, et est un diviseur de 105.

PROPOSITION 54

Soit G un groupe fini d’ordre p, avec p premier.

Alors G est isomorphe & Z/pZ.

Autrement dit, Z/pZ est 'unique groupe (& isomorphisme pres) d’ordre p.

REMARQUE 55 (Bilan sur les groupes) — Les familles de groupes que l'on utilise ou aborde souvent sont :
1. Z,Q,R,C, pour la loi additive + ;

2. Q*,R*,C*, pour la loi multiplicative X.
Le groupe U des complexes de module 1, pour la lo x ;

3. Les groupes quotients Z/nZ, n > 1, pour la loi additive + ;

4. Les groupes de bijections Bij(E), pour la loi de composition o.
Les groupes de permutation Sy, pour n > 1, pour la loi de composition o (voir Géom. 2).
Les groupes d’isométrices du plan ou de l’espace, Isom(E), pour la loi o (voir Géom. 2).
Les groupes d’isométries qui préservent un polygone régulier, D,,, pour la loi o (voir Géom. 2);

5. Les groupes de matrices inversibles Gl,,(K), pour la loi multiplicative X ;
6. Les anneaux A, pour la loi + (voir chapitre Anneauz) ;

7. Les groupes des inversibles d’un anneau, A*, pour la loi multiplicative x (voir chap. Anneaux) ;

REMARQUE 56 (Propriétés des groupes) —
Les types de groupes que nous avons sont :

1. Groupes monogénes : Z/nZ,Z, sous-groupes de ces groupes.

2. Groupes commutatifs finis : Produits d’un nombre fini de Z/n;Z avec les n; non-tous premiers entre euz.
Sous-groupes de ces groupes.

3. Groupes commutatifs : Q,R,C, Z™, (Q*, x), (R*, x), (C*, x), (U, x). Produits d’un nombre fini (ou infini)
de groupes commutatifs. Sous-groupes de groupes commutatifs.

4. Groupes finis (non commutatifs) : (Sy,0). Groupes d’isométries du plan/de espace. Produits d’un nombre
fini de ces groupes.

5. Groupes généraux : (Bij(E),o) pour E infini, (Gl,(K), x). Produits et sous-groupes de ces groupes.

4.2 ANNEAUX

DEFINITION 57
Soit (A4, +, x) un ensemble muni de deux lois de composition internes.
On dit que (A, +, x) est un anneau si :

1. (A, +) est un groupe commutatif, d’élément neutre noté 04 ;
2. La loi x est associative et admet un élément neutre noté 14, avec 14 # 04 ;

3. La loi x est distributive a gauche et a droite par rapport a + :
Ve,y,z€ A,z x (y+2)=(xxy) +(xxz)et(x+y) xz=(xx2)+ (y X 2).
De plus, on dit que A est un anneau commutatif si la loi x est commutative (z X y =y X x).

REMARQUE 58 — Dans le cas d’un anneau A, le symétrique d’un élément a pour la loi + est noté —a (opposé
de a) et le symétrique de a pour la loi x, s’il existe, est noté a~! (inverse de a).

Les notations 04 et 14 sont trés générales, et on les abrége parfois en 0 et 1 (élément neutre pour l’addition,
élément neutre pour la multiplication).

On notera souvent ab pour a X b.

On écrira souvent "Soit A un anneau”, les lois + et X étant sous-entendues.
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EXEMPLES 59
1. (Z,+, %), (Q,+, x), (R, 4+, x), (R,+, X) sont des anneauz commutatifs.

2. Pour E un ensemble non-vide et F(E,C) l’ensemble des fonctions de E dans C, (F(E,C),+, x) est un
anneau, commutatif.
Cela reste vrai si l’'on remplace C par un anneau A. (Le vérifier)

3. En particulier, (KN, +, x) est un anneau. C’est ’ensemble des suites & coefficients dans un corps K muni
de laddition et de la multiplication termes a termes.

4. (K[X],4+, x) est un anneau. C’est l'ensemble des polynomes a coefficients dans un corps K, pour addition
et la multiplication de polynomes.

EXEMPLES 60 1. Pour K= Q,R,C, (#,(K),+, X) est un anneau.
Sin > 2, cet anneau n'est pas commutatif. (Le vérifier)

2. Pour E un K-espace vectoriel, (L(E),+,0) est un anneau.
Si dim(E) > 2, cet anneau n'est pas commutatif.

3. Pour A un anneau, (F(A, A),+,0) n'est pas un anneau. En effet, on a bien (f +g)og= fog+ foh,
mais en général on a fo(g+h)# fog+ foh.

REMARQUE 61 — Dans la littérature mathématique, on peut aussi définir un anneau sans demander [’ezistence
de l’élément unitaire 14. Un anneau possédant un élément unitaire 14 est alors appelé anneau unitaire.

Les exemples classiques d’anneaux commutatifs sont Z, Q, R, K[X], voire un produit de certains d’entre eux.

Il ne faut pas hésiter a les utiliser pour tester si un résultat sur les anneaux commutatifs est vrai, ou voir s’il est
faux (chercher un contre-exemple).

Les exemples classiques d’anneaux non-commutatifs sont les .4, (K) (n > 2). Il ne faut pas hésiter a les utiliser
(pour n = 2,3,4) afin de tester si un résultat sur les anneaux commutatifs est vrai, ou voir s’il est faux (chercher
un contre-exemple).

4.2.1 Groupe des éléments inversibles

DEFINITION 62
Soit A un anneau et a € A.

On dit que a inversible s’il admet un symétrique pour la loi x : b € A tel que ab =ba = 14.

Ce symétrique est appelé inverse de a, et est noté a~".

On note A* I’ensemble des éléments inversibles de 'anneau A. C’est le groupe des inversibles de A.

PROPOSITION 63
L’ensemble des éléments inversible d’'un anneau A, A*, est un groupe pour la multiplication x.
Si A est commutatif, alors ce groupe est abélien.

REMARQUE 64 — % Attention a ne pas confondre A* = A\ {04} et A* l’ensemble des inversibles de A.
Dans cerains cas (par ex R,C,Q), ces deux ensembles sont égauz.

On a par contre Z* = {—1,1}. De méme, 4, (K)* = GL,(K) # 4, (K)*.
DEFINITION 65
Soit (4, +, x). Soit a € A non-nul. Alors :

1. Pour n > 0, on définit 0" = 04 (donc 0% =04);

2. Pour n > 1, on définit a™ =a x ... x a (n fois);

3. Pour n = 0, on définit a’ =14

-1

4. Si a est inversible, pour n < 0, on définit a” =a~! x ... x a=! (—n fois).

REMARQUE 66 — On retrouve alors les propriétés habituelles.
Pour k,mneNetae A, ona :

a™ xa” =a™" et (a")* =d".

Sia € A est inversible, cela reste vrai pour a™, pour tout n € Z.

25



4.2. ANNEAUX

4.2.2 L’anneau (Z/nZ,+, x)

PROPOSITION 67

Soit n > 2. (Z/nZ,+, x) est un anneau, qui est commutatif.

Son élément neutre pour 'addition est 0, ’élément nul de Z/nZ.

Son élément neutre pour la multiplication est 1, '’élément unitaire de Z /nZ.

REMARQUE 68 —

e Les anneaux de la forme Z/nZ sont des anneaux avec un nombre fini d’éléments.

On va alors trouver des phénomenes tres différents de Z, Q, R, C.

e Par exemple, dans Z/nZ, on a Y ,_, 1 =14 ...4 1(n fois) = 0.

e De méme, pour n qui n'est pas permier (par ex. n = 2.3), en écrivant n = a.b avec a,b € {1,...,n— 1}, on va
avoir @ # 0, b # 0 dans Z/nZ, mais ab = ab = n = 0. (le produit de deur nombres non-nuls peut étre nul)

o Autre exemple de phénomene. Dans 7./87 on a vu avec les congruences que 12 = 32 = 52 = 7% = 1. Ainsi,
Déquation x> =1 posséde plus de 2 solutions.

REMARQUE 69 — Dans la suite du cours, quand les lois d’addition et de multiplication seront claires (quand on
sait sur quel anneau on travaille), on notera + a la place de + et x a la place de x pour les lois de Z/nZ.

Le groupe des inversibles de Z/nZ

PROPOSITION-DEFINITION 70
Soit n > 2. Pour (Z/nZ)* V’ensemble des éléments de Z/nZ inversibles, on a :

(Z/nZ)* = {m, m € Z avec pged(m,n) = 1}.

C’est un groupe fini et abélien.
On a aussi Card(Z/nZ>*) = ¢(n), ot p(n) est I'indicatrice d’Euler de n.

ProrosITION 71
Soit p un nombre premier.
1. Alors on a (Z/pZ)* = Z/pZ*.
Ainsi, on obtient ¢(p) =p — 1.

2. Pour tout k > 1, on a o(p*) = p* — pF~1.

THEOREME 72 (Petit théoréme de Fermat)
Soient a € Z et n € N* avec pged(a,n) = 1. Alors, on a :

a?™ = 1mod n

@(n)

cest-d-dire a =1 dans Z/nZ.

n—1 —

Si n est un nombre premier, alors on obtient a 1mod n.

Preuve — L’élément a est alors contenu dans le groupe (Z/nZ)*, qui est de cardinal ¢(n). Le théoréme de Lagrange permet alors de

conclure. 0

4.2.3 Anneaux integres

DEFINITION 73
Soit a € A, avec a # 0. On dit que a est un diviseur de zéro s’il existe b € A non-nul tel que ab = 0.

REMARQUE 74 — Sia € A est un diviseur de 0, alors a n’est pas inversible.
En effet, si a était inversible on aurait b= a"tab= 04, ce qui est impossible.

DEFINITION 75
Soit A un anneau. On dit que A est intégre s’il n’a pas de diviseurs de zéro.

PROPOSITION 76
Soit A un anneau integre.
1. Va,be A, siab=0alorsa=04 oub=04.

2. Va,b,c € A avec a # 04, si ab = ac alors b = c.
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3. Va,b,c € A avec a # 04, si ba = ca alors b = c.

REMARQUE 77 — Dans un anneau intégre, tous les éléments non-nuls ne sont pas forcément inversibles, mais
on peut simplifier une équation en la factorisant.
Cela est par exemple le cas dans l'anneau Z.

PROPOSITION 78

Soit A un anneau inteégre. Soient by, ..., b, € A (pas forcément distincts).
Alors, on a (x — by) ... (z — b,) = 0 si et seulement si © = b; pour un 1 <i < n.
L’équation (z —by)...(z — b,) = 0 possede donc au plus n solutions.

REMARQUE 79 —
e Si A est un anneau intégre, alors Uéquation x> = 1 a pour unique solution 1 et —1 car l’équation s’écrit
(x—1a)(z+14) =04.

o Si l’on trouve une équation polynémiale dans A de la forme IL;(xz — b;) = 0 qui posséde plus de n solutions, on
sait donc immédiatement que l'anneau A n’est pas intégre.

e Dans un anneau produit A X B tel que 14 # —14 et 1g # —1p, il y a au moins 4 solutions a cette équation et
donc A x B n’est jamais integre.

e Dans Ma(R), pour tout § € R, S(0) = (Z?r?z _SICI:)SQQ

Les anneauz #,,(K) ne sont jamais intégres pour n > 2.

) vérifie 2 = 1.

EXEMPLE 80 —

o Les anneaux Z,Q,R,C sont intégres.

e Les anneaux Z/pZ pour p premier sont intégres.

o Les anneauz K[X| sont intégres.

e Les anneaux Z/nZ, pour n > 2 non premier, ne sont pas intégres.

o Les anneauzr M, (K), pour n > 2, ne sont pas intégres. (Le vérifier.)
e Les anneaux produits A X B ne sont pas intégres.

o Les anneauzs F(E, A) ne sont pas intégres si Card(E) > 2.

4.2.4 Calcul dans les anneaux

ProrosITION 81
Soit (A, +, x) un anneau. Soient a,b € A qui commutent (a X b =b x a). Alors, on a :

1. (a+b)" = Z (Z) a®b" =% ¥Yn >1 (Formule du binome);
k=0

n—1
2.a"=0b"=(a—b) Z a"~*=1pk ¥n > 2 (Formule de Bernoulli);

k=0
2n
3. g2ntl + p2ntl — (a + b) Z(*l)kcﬁnikbk, Vn > 1.
k=0
REMARQUE 82 — Vous devez connaitre ces formules et leurs cas particuliers quand n est petit, comme par

exemple
1. a® —b® = (a — b)(a® + ab + b?) ;
2. a®+ 0% = (a+0b)(a® — ab+ b?).

COROLLAIRE 83

n—1
On retrouve la formule de la somme géométrique : 1 — o™ = (1 — a) Z a”.
k=0
. . . -1 -
Si1—a est inversible, on a alors : Y ;_ja* = (1 —a)~1(1 —a").
EXERCICE 1 — On dit qu’un élément a € A est nilpotent s’il existe n € N* tel que a™ = 0. ("nil” : "nul”,

“potent” : "puissance”
On appelle indice de nilpotence de a le plus petit n > 1 tel que a™ = 0.
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1. Pour A = #,(R) avec n = 2,3 ou 4, trouver des exemples de matrices nilpotentes. (On pourra chercher
des matrices triangulaires supérieures/inférieures).

2. Soient a,b € A qui commutent et sont nilpotents d’indices p et q. Montrer que a+ b est nilpotent et majorer
son indice de nilpotence.

3. Si a et b ne commutent plus, peut-on encore dire quelque chose sur a +b ¢ (Si non, on cherchera un
contre-ezemple)

4. Si a est nilpotent d’indice p, que peut-on dire de 1 —a ?

4.2.5 Sous-anneaux, Idéaux

DEFINITION 84
Soit (A4, +, x) un anneau et B C A.
On dit que B est un sous-anneau de A si :

1. (B,+) est un sous-groupe de (A, +);
2. 14 € B;
3. laloi x est stable sur B : Vo,y € B,onax Xy € B.

REMARQUE 85 —

Pour B un sous-anneau de A, l'ensemble (B, +, x) muni de la restriction de + et X a B est un anneau.

Z est un sous-anneau de Q, qui est un sous-anneau de R, qui est un sous-anneau de C.

K est un sous-anneau de K[X].

K,.[X] n’est pas un sous-anneau de K[X]. XK[X] n'est pas un sous-anneau non plus.

11 est important de vérifier que B contient ’élément 14 :
Pour n > 2, nZ n’est pas un sous-anneau de Z. Il vérifie toutes les propriétés nécessaires sauf celle de
lexistence d’un élément neutre pour la multiplication.

PROPOSITION 86
Soit (A, +, x) un anneau et B C A. B est un sous-anneau de A si et seulement si :

1. 14 € B;
2. Y(z,y) € B%, v —y € B;
3. V(x,y) € B2, 2y € B.

EXEMPLE 87 —

e On pose Z[\/2] = {a + b2, (a,b) € Z?}. C’est un sous-anneau de (R, +, x).
e On pose Z|X| ={P € Q[X], avec P a coefficients dans Z}.

C’est un sous-anneau de (Q[X], 4+, x).

PROPOSITION-DEFINITION 88

Soient n > 1 et K un corps. Soient 4 € ., (K) et P € K[X].

On définit K[A] = Vect(A*, k > 0) et K[P] = Vect(P*, k > 0).

Alors, K[A] est un sous-anneau de .#,(K) et K[P] est un sous-anneau de K[X].
K[P] est un sous-anneau commutatif et integre (car K[X] est commutatif et integre).
K[A] est un sous-anneau commutatif.

REMARQUE 89 —

o Les sous-anneaux K[A] et K[P] sont construits en utilisant la structure de K-algébre de 4, (K) et K[X], que
Uon étudiera plus tard. Cela fournit quelques sous-anneaux que l’on peut étudier.

e La commutativité de K[A] est trés utile pour faire des calculs. (déja vu au chapitre Matrices)

e Le sous-anneau K[A] n’est pas intégre en général.

Par exemple, si A> = I,, (symétrie), A2 = A (projection), A™ = 0 (nilpotent), ou A = Diag(Ai,...,\n)
(diagonal), avec A # M., alors le sous-anneau K[A] n’est pas intégre.

On peut trouver By, By € K[A] non-nulles telles que B1 By = 0.

Par rapport aux sous-groupes qui sont seulement stables pour la loi +, les sous-anneaux doivent étre stables
pour les lois + et x et en plus contenir 1’élément 1.

Pour tout a € A non-inversible, ’ensemble des multiples de a, aA, n’est donc pas un sous-anneau.

On va définir un objet mathématique différent des sous-anneaux pour étudier cela, les idéaux.

28



4.2. ANNEAUX

DEFINITION 90
Soient A un anneau commutatif et 7 C A.
On dit que I est un idéal de A si :

1.
2.

(I,4) est un sous-groupe de (A, +);
Ve € I,Va € A, on a ax € I (on dit que I est absorbant pour la loi x).

EXEMPLE 91 —

1. Le singleton {04} et A sont des idéaux de A.

2. Pour a € A, l’ensemble aA des multiples de a est un idéal de A.

8. La définition d’idéal ne concerne que les anneaur commutatifs, afin d’avoir ax = xa.
On ne s’intéresse pas aur anneauzr non-commutatifs (ex : matrices) dans ce cas.

4. Z,Q,R ne sont pas des idéaux de C car ils ne sont pas absorbants pour la multiplication. Pourtant, ce sont
des sous-anneauz de C.

5. Si un idéal I contient un élément inversible, alors I = A. En particulier, les idéauz de Q,R,C sont {0} et
Uanneau tout entier.

6. Tout sous-anneau B strict d’un anneau A n'est pas un idéal de A, car B contient 14 mais ne contient pas
A tout entier.

7. Pour tout n € Z, nZ est un idéal de Z. Pourtant, le seul sous-anneau de Z est 7. lui-méme.

8. Pourn € Z*, nZ est un idéal de Z mais ce n’est pas un idéal de Q,R ou C.

REMARQUE 92 — Un idéal I d’un anneau A est un sous-ensemble qui est en partie similaire d un sous-anneau

(identique pour l’addition, mémes régles de multiplication).
Par contre, il ne contient en général pas d’élément neutre pour la multiplication (pas de 1).

La définition de sous-anneau de (A, 4+, X) ne dépend que des opérations sur A, et non de tous les éléments de A
(par exemple, Z est un sous-anneau de Q, de R et de C, mais les nombres réels et complexes n’interviennent
nulle part).

Pour un idéal, la condition d’absorbance implique un lien entre les éléments de I et ceux de A.

Par exemple, 27 est un idéal de Z mais n’est pas un idéal de Q,R ou C. La condition d’absorbance fait entrer les
nombres rationnels/réels/complexes dans les multiplications possibles, et 27, ne contient pas tout cela.

PropoSITION 93
Soit (A, +,X) un anneau commutatif et (I)rcp une famille d’idéaux de A indexée par un ensemble E. Alors

1.

2.

3.

(N Ix est un idéal de A.

keE
Si E est de cardinal fini, alors Z I, est un idéal de A.
kEE
Z I, = {Zazi, avec T; € U I, Vi€ [1,n], ¥n € N*} est un idéal de A.
keE k=1 kEE

4.2.6 Anneaux principaux

DEFINITION 94
Soit (A4, +, x) un anneau commutatif, et I un idéal de A.

1. On dit que l'idéal I est principal s’il existe a € A tel que I = aA.

2. On dit que 'anneau A est principal si A est integre et si tout idéal de A est principal.

EXEMPLE 95 —

1. L’anneau (Z,+, x) est un anneau principal.

2. Les corps (Q,R,C,Z/pZ) sont des anneauzr principaud.

3. Les anneaur Z/nZ avec n non-premier ne sont pas des anneaux principauts car ils ne sont pas intégres.

EXEMPLE 96 —

1.

Tous les anneaur qui ne sont pas intégres ne sont pas principauz (Z/nZ avec n non-premier,. . .).

2. L’anneau (Z[X],+, x) des polynémes a coefficients entiers n’est pas un anneau principal.

En effet, l'idéal (2, X) n’est pas un idéal principal de Z[X]. (Le vérifier. )

29



4.2. ANNEAUX

Propriétés de 'anneau (K[X], +, x)

THEOREME 97

L’anneau (K[X], +, x) est principal.

Soit I un idéal de K[X] qui n’est pas réduit & {0}. Alors il existe un unique polynéme unitaire P tel que
I = PK[X].

REMARQUE 98 — La preuve de ce théoréme utilise la division euclidienne de polynémes dans K[X].

Les anneauz K[X] et Z sont appelés anneaux euclidiens (des anneauz possédant une division euclidienne).
La preuve du théoréme permet en fait de montrer qu’un anneau qui posséde une division euclidienne (un anneau
euclidien) est un anneau intégre.

PGCD et PPCM, Théoremes de Bézout et de Gauss dans les anneaux principaux

ProrosiTION 99

Soit A un anneau integre. Soient z, 2’ € A.

Alors, on a zA = 2’ A si et seulement si z et 2’ sont associés.

Ainsi, Iidéal principal I = zA = (z) posséde un unique élément générateur & association pres.

REMARQUE 100 — Dans l’étude des propriétés des anneauz principaus (divisiblité, factorisations), les éléments
inversibles ne sont pas trés intéressants (ce sont des éléments qui divisent tout le monde, comme —1 dans Z ou
comme A # 0 dans K[X]).

Ainsi, la majorité des résultats sera a association pres, c’est-a-dire a un représentant de classe d’équivalence
prés pour la relation d’association.

Dans Z, ce représentant sera un nombre positif. Dans K[X], ce sera un polyndme unitaire.

Par contre, dans le cas général, il n’y a pas de méthode pour choisir un représentant particulier dans la relation
“étre associé”. On pensera donc bien a préciser que l'unicité d’un élément ou d’une factorisation sera “a association
pres”.

DEFINITION 101
Soit A un anneau principal. Soient x,y € A.
On définit le plus grand diviseur commun de z et y, noté pged(x,y) ou x A y, comme 'unique élément de A (a
association pres) tel que :
(x,y) = A+ yA = pged(z, y) A.

On définit le plus petit diviseur commun de x et y, noté ppem(z,y) ou z V y, comme 'unique élément de A (&
association pres) tel que :
zANyA = ppem(z, y)A.

DEFINITION 102
Soit A un anneau principal. Soient z,y € A.
On dit que z et y sont premiers entre eux si pged(z,y) = 1.

PRrROPOSITION 103 (Théoreme de Bézout)
Soit A un anneau principal. Soient x,y € A.
Les élémnts x et y sont premiers entre eux si et seulement s’il existe u,u € A tels que ux + vy = 1.

Preuve — On a pged(z,y) = 1 ssi zA + yA = A. Cela implique qu’il existe u,v € A tels que 1 = uz + vy.

Réciproquement, si 'on a 1 = zu + vy, alors zA 4+ yA contient 1.A = A, d’ot zA + yA = A. O

REMARQUE 104 — On peut alors montrer de l’exacte méme fagon qu’avec les entiers que pged(z,y) et ppem(z,y)
sont bien les plus grands commun diviseur et plus petit commun multiple pour le relation de divisibilité, a
association pres.

PROPOSITION 105
Soit A un anneau principal. Soient z,y € A et s € A.
Alors s est égal & pged(x,y) & association pres si et seulement si :

1. s|xzets]|y,
2. Pour tout t € Atel quet |z ett|y,onat]s.

Autrement dit, s est le plus grand diviseur de z et de y.
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ProposiTioN 106

Soit A un anneau principal. Soient x,y € A et s € A.

Alors s est égal & ppem(z,y) & association pres si et seulement si :
1.z |sety]s,

2. Pour tout t € Atel que z |t et y|t,ona s |t

Autrement dit, s est le plus petit multiple de x et de y.

PROPOSITION 107 (Théoréme de Gauss)
Soit A un anneau principal. Soient x,y,z € A .
Si z divise yz et pged(z,y) = 1, alors z|z.

Preuve — la preuve est identique au cas des entiers. D’apres e théoréme de Bézout, il existe u,v € A tels que uz + vy = 1. Cela

donne zuz + yvz = z. Comme z|yz, on a z|(xuz + yvz) = 2. O

REMARQUE 108 — Si l'anneau A est principal mais ne posséde pas de division euclidienne (s’il n’est pas
euclidien), on sait que pour x,y € A il existe u,v € A tels que xu+ yv = pged(x,y), mais on n'a aucune méthode
pour calculer u et v.

La division euclidienne, dont découle lalgorithme d’Euclide, est une propriété qui permet de calculer pged(z,y)
et de calculer les nombres u,v.

Conséquences de ces théoremes

ProrosiTION 109
Soit A un anneau principal. Soient a, b, c € A.
Si a et b premiers entre eux et si a | cet b | ¢, alors ab | c.

Preuve — Supposons que a | ¢ et b | ¢ avec pged(a,b) = 1. Le théoréme de Bézout nous dit qu’il existe alors des entiers u,v € A
tels que au + bv = 1. On a donc ¢ = auc + bvc. Comme a | ¢, on a on a ab | be. Comme b | ¢, on a on a ab | ac. Donc, ab divise

acu + bev = c. O

COROLLAIRE 110
Soit A un anneau principal. Soient ag,. . .,a,,c € A.
Si les a; sont premiers entre eux deux & deux et si a; | ¢ pour tout 1 < i < mn, alors a; X az X ...a, | c.

Preuve — Cette généralisation de la proposition précédente se démontre par récurrence sur n > 2. O

% Si a et b ne sont pas premiers entre eux, on ne peut rien dire! Par exemple, dans Z, 4 | 4 et 2 | 4 mais
4 x 2 = 8 ne divise pas 4.

EXEMPLE 111 — Si4|n et 3| n alors 12 | n car 4 et 3 sont premiers entre eu.

PROPOSITION 112
Soit A un anneau principal. Soient a,b,c € A.
Si a est premier avec b et si a est premier avec ¢, alors a est premier avec be.

Preuve — Supposons a premier avec b et avec c. D’apres le théoréme de Bézout, il existe w1, us,v1,v2 € A tels que 1 = au; + bvy et
1 = aug + cva. Par multiplication, on obtient :

1 = a(auiug + uicva + bviuz) + be(viva).

Ainsi, d’apres le théoréme de Bézout, a et bc sont premiers entre eux. O

COROLLAIRE 113
Soit A un anneau principal. Soient a,b1,. . .,b, € Z.
Si a est premier avec b; pour tout ¢ € {1,...,n}, alors a est premier avec by X by X ... X by,.

Preuve — Cette généralisation de la proposition précédente se démontre par récurrence sur n > 2. O

PropoOSITION 114
Soit A un anneau principal. Soient a,b € A.
Si a est premier avec b alors a™ est premier avec b™ pour tous m,n € N.
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Preuve — Soient m,n € N. Sim =0oun =0o0n a a™™ =1 ou b™ = 1, et dans ce cas le résultat est vrai.

Supposons m,n # 0. Comme a est premier avec b, le corollaire précédent nous dit que a est premier avec b™. Comme b"™ est premier

avec a, le corollaire précédent nous dit que b™ est premier avec a™. O

EXEMPLE 115 — Soit A un anneau principal. Soit a € N*. Comme a est premier avec a — 1 et avec a + 1, a est
premier avec (a —1)(a+1) = a? — 1.

ProposiTION 116
Soit A un anneau principal. Soient a,b € A. Posons d = pged(a, b).
Alors il existe des éléments a’ et b’ de A tels que

a=dd,b=db, et pged(d,b)=1

Preuve — Si (a,b) = (0,0), alors a’ = =1 conviennent.

sont donc

Supposons que (a, b) # (0,0). Comme d = pged(a,b), on sait que d | a et d | b. Les nombres a’ = pgcda(a,b) b= pgcdb(a,b)
bien définis, et tels que a = da’ et b = db’. On a alors d = pgcd(a, b) = pged(da’, db’) = dpged(a’,b’). Donc, comme d est non nul,

on a pged(a’,b’) = 1. O
REMARQUE 117 (Bilan sur les anneaux étudiés) — Voici les principales propriétés des anneaux que nous avons

définies et étudiées. Elles sont triées par ordre décroissant, et accompagnées d’exemples.

1. Les anneauz : M, (K), (Fonct(G,G),+,0) (avec G un groupe commutatif), produits d’anneaux non-tous
commutatifs,. ..

Les anneaur commutatifs : (Fonct(E, A),+, x), Z/nZ, produits d’anneauz commutatifs,. . .

Les anneauz intégres commutatifs : Z|X],Kla]( poura € A ),...

T o e

Les anneauz principaus : Z, Z[i], Z[sqrt2], K[X], . ..
5. Les corps : Q,R,C,Z/pZ,Qli], Q[sqrt2], . ..

Chaque propriété supplémentaire permet de faciliter les calculs ou les études sur l'anneau A.

o 5i A est commutatif, on peut alors effectuer des développements et factorisations, comme la formule du bindome,
la somme géométrique, les identités remarquables.

e Si A est intégre, on peut alors résoudre des équations produit-nul (ab = 0) et donc simplifier beaucoup
d’équations ot un terme non-nul est en facteur.

e Si A est principal, il existe des éléments qui ne se factorisent pas, et tous les éléments se factorisent comme
produit (6 association prés) d’éléments irréductibles. Cela aide aussi dans beaucoup de factorisations, a déterminer
des divisibilités, et a résoudre certaines équations, en regardant ce qui se passe pour chaque facteur irréductible.
e Si A possede une division euclidienne, tous les éléments que l’on peut définir quand A est principal peuvent se
calculer a l'aide de divisions euclidienne et de 'algorithme d’Fuclide : diviseurs, pged,ppem,,. . .

o Si A est un corps (tous les éléments non-nuls sont inversibles), alors beaucoup de questions de factorisation et
de divisibilité se résolvent instantanément. (nous étudierons les corps par la suite)

Les corps ne sont pas intéressants o étudier comme anneauz principauz (ils n'ont pas d’éléments irréductibles),
mais ils sont trés intéressants pour définir d’autres objets (anneauz K[X], K-espaces vectoriels, K-algébres,. . .).

REMARQUE 118 — 1l existe aussi des anneauz qui ne vérifient pas toutes ces propriétés. Il n’y a pas forcément
d’exemple trés simple pour ces anneaux, mais leur existence montre que l’étude des anneaux en général est tres
riche.

Cela montre aussi qu’il existe des anneaux possédant certains propriétés pratiques, mais qui peuvent étre tres
différents des exemples “classiques” que mous avons €tudiés dans ce cours.

1. Anneauzx intégres non-commautatifs : H (anneau des quaternions),. ..

2. Anneaur commutatifs, non-intégres, avec tous les idéaux principauz : Z/nZ pour n non premier, produit
d’anneaux principaus,. . .

3. Anneauz principavx sans division euclidienne : Z[%‘/ﬁ], ... (pas facile du tout!)

4.2.7 Morphismes d’anneaux, Isomorphismes

DEFINITION 119
Soient (A,+, x) et (B, A,.) deux anneaux.
Une fonction f: A — B est un morphisme d’anneaux si :

1. f est un morphisme de groupes de (A,+) dans (B, A) : Va,y € A, f(z+vy) = f(@)Af(y);
2. f(1a)=1p;
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3. Va,y € A, flx xy) = f(x).f(y).

Un morphisme d’anneaux est ainsi une fonction qui est compatible avec les opérations d’addition (+ et A), avec
les opérations de multiplication (x et .), et telle que f(1) = 1.

EXEMPLE 120 —

1. Soit (A, +, x) un anneau. La fonction identité Id : A — A est un morphisme d’anneauz.

2. Si B est un sous-anneau de (A, +, x), alors Uinjection i : x € B — x € A est un morphisme d’anneaut.
Ainsi, x € R— x € C est un morphisme d’anneauz.

3. Soient E un ensemble et xg € E. La fonction

F(E,R) —» R
g = g(x0)

Pap

est un morphisme d’anneaux.
On Uappelle morphisme d’évaluation en x.

4. La conjugaison compleze z € C — Z € C est un morphisme d’anneau.

5. Soit n € N*. La fonction
Z — Z/nZ

est un morphisme d’anneaux.

6. Soit I un intervalle de R. La fonction

n’est pas un morphisme d’anneauz.

DEFINITION 121
Soient (4, +, x), (B,4,.) deux anneaux, er ¢ : A — B un morphisme d’anneaux. On dit que :

e ¢ est un endomorphisme d’anneaux si (B, A,.) = (4, +, X);
e ¢ est un isomorphisme d’anneaux si ¢ est bijective;
e ¢ est un automorphisme d’anneaux si ¢ est un endomorphisme bijectif.

On dit que les anneaux A et B sont isomorphes s’il existe un isomorphisme d’anneaux entre A et B.

EXEMPLE 122 —
1. Dans #,(C), Vect(l,) = I,.C est un sous-anneau isomorphe a C.
2. Dans 4, (K), l’ensemble des matrices diagonales est un sous-anneau, isomorphe ¢ lanneau K™.
0 -1

3. Dans #>(R), pour A = (1 0

faly +yA) =z +iy.)
4. Dans K[X], Vect(l) = 1.K est un sous-anneau isomorphe a K.

>, Vect(Ia, A) est un sous-anneau qui est isomorphe a l'anneau C. (Prendre

5. L’anneau Q[i] n'est pas isomorphe comme anneau a Q2.

ProrosITION 123
Soient A, B, C' des anneaux.

e Pour 91 : A = B, 92 : B — C des morphismes d’anneaux, alors ¢z 0 1 : A — C est un morphisme
d’anneaux.

1

e Pour ¢ : A — B un isomorphisme d’anneaux, ¢~ + : B — A est un isomorphisme d’anneaux.

a
b
Ainsi, Mo(R) contient un sous-anneau commutatif qui est isomorphe (comme anneau) a C.

EXEMPLE 124 — La fonction ¢ : a+1ib € C — ( _ab> € Mo(R) est un morphisme d’anneaux, qui est injectif.

ProOPOSITION 125
Soient A, B des anneaux et ¢ : A — B un morphisme d’anneaux. Alors on a :
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1. (p(OA) =0p;
np(a), Va € A, ¥n € Z;
3. p(a™) = p(a)", Va € A, Vn € N.

PROPOSITION 126
Soient (4, +, x), (B,4,.) deux anneaux commutatifs et ¢ : A — B un morphisme d’anneaux.

1. Soit I un idéal de A. Alors ¢(I) est un idéal de p(A).
2. En particulier, pour S C A on a f((5)) = (f(9)).

3. Soit J un idéal de B. Alors ¢ ~1(J) est un idéal de A.
4. En particulier, Ker(y) est un idéal de A.

EXEMPLE 127 —

e Pourne€N et g, :a€Z acZ/nZ, on aKer(p,) =nZ.
On retrouve le fait que nZ est un idéal de Z.
D’un autre cété, pour B un anneau commutatif et pour ¢ : Z — B un morphisme d’anneauz, on a
Ker(yp) = mZ pour un m € N, car ces idéaux sont les seuls idéaux de Z. (Z est un anneau principal)

e Soit B un anneau quelconque et pour ¢ : R — B un morphisme d’anneauz.
Comme p(R) est un sous-anneauw commutatif de B, la restriction ¢ : R — ¢(R) est un morphisme entre
anneaux commutatifs.
Done, Ker(p) est un idéal de R. Les idéaux de R sont {0} et R.
Comme ¢(1) = 1p # 0p, on a donc Ker(p) = {0}, donc un tel morphisme est toujours injectif.

Théoréme d’isomorphisme chinois

THEOREME 128 (Théoréme d’isomorphisme chinois)

Soit r > 2. Soient myq, ..., mo € N* premiers entre eux deux a deux.
—(m1..m;) —(m1)
)=( ¢

Soit ¢ : (Z/(my...m.)Z) = (Z)/miZ) X ... x (Z/m,Z) définie par ¢( c
Alors, ¢ est un isomorphisme d’anneaux.
Pour tout 1 < ¢ < r, soient u;m; + v;ll;£;m; = 1 des relations de Bézout pour m; et Il 2;m;. On a alors :

_('glr))

geeey

—(mi...m,)

—(m1) —(mz)

T
o ar ..., a ):Zaivinj;éimj~
i=1

Ainsi, les deux anneaux suivants sont isomorphes :

(Z/(my...mp)Z2,+, x) ~ (Z/m1Z) X ... x (Z/m,Z),+, X).

4.3 CORPS

DEFINITION 129
Soit (K, +, X) un anneau.
On dit que 'anneau K est un corps s’il est commutatif et si tout élément non nul est inversible pour x.

REMARQUE 130 —
o Si (K,+,x) est un corps, alors K* =K* := K\ {0}.
o Ainsi, (K*, X) est un groupe abélien.

ExXEMPLE 131 — R,C, et Q sont des corps pour les lois + et x habituelles.
Q[v2] et Q[i] sont aussi des corps.

ProposiTION 132
Soit K un corps.
Alors K est un anneau integre.
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ProPOSITION 133
Soit K un corps.
Alors K est un anneau principal. Ses seuls idéaux sont {0} et K.

REMARQUE 134 —

e La réciproque est fausse : Z est un anneau intégre mais ce n’est pas um corps.

e Un anneau commutatif A est un corps si et seulement si ses idéauz sont exactement {0} et A, les idéauz
triviauz. (Le vérifier.)

e Un corps est donc un cas tres particulier d’anneau commutatif, intégre, principal. Ces particularités
peuvent étre utilisées pour construire des structures trés utiles (K-espaces vectoriels, matrices, polynomes,

K-algébres,. . .).
Un corps est un anneau, mais il est tellement important qu’on lui consacre un chapitre a part entiére.

EXEMPLE 135 — Pour p est nombre premier, (Z/pZ,+, X) est un corps.
En effet, c’est un anneau commutatif, intégre, et fini.

Ainsi, la liste des corps usuels en mathématiques est : Q,R,C, Z/pZ pour p premier.
On peut construire beaucoup d’autres corps de plusieurs fagons différentes (corps des fractions, extensions de
corps), mais les corps les plus courants sont ceux-la.

4.4 STRUCTURE DE K-ALGEBRE, SOUS-ALGEBRES

Apres avoir vu groupes, anneaux, corps, et espaces vectoriels, regardons des ensembles qui possedent a la fois
une structure d’anneau et a la fois une structure de K-espace vectoriel.

DEFINITION 136
Soit K un corps.
Une K-algebre est un quadruplet (4, +, x,.) tel que

1. (A,+, x) est un anneau.
2. (A,+,.) est un espace vectoriel.
3. VAeK, Vr,y € A, (A\a)y = A(zy) = z(\y).

De plus, si la loi x est commutative, on dit que I'algebre est commutative.

Donnons maintenant les exemples fondamentaux qui motivent I'étude des K-algebres.

ExEMPLE 137 — Soit K un corps.
1. L’ensemble (K[X],+, X,.) (polyndmes a coefficients dans K) est une K-algébre commutative.

2. L’ensemble (M, (K),+, x,.) (matrices carrées) est une K-algébre.
FElle est non commutative si n > 2.
De méme (L(E),+,0,.) (endomorphismes sur E) est une K-algébre.

(F(X,K),+, X,.) (fonctions de X dans K) est une K-algebre.
C est une R-algebre et une Q-algébre.

R est une Q-algébre.

Q[v2] est une Q-algébre.

S Gv st

DEFINITION 138

Soit (4, +, X, .) une K-algebre.

Une sous-algébre B est une partie B C A telle que
1. (B, +, x) est un sous-anneau de (4, +, X);

2. (B,+,.) est un sous-espace vectoriel de (4, +,.).

PROPOSITION-DEFINITION 139

Soient K un corps, A une K-algebre, et a € A.

On définit K[a] := Vect(a®, k > 0).

L’ensemble K[a] est une sous-algébre de A, qui est commutative.
C’est la sous-algebre engendrée par a.
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4.4.1 Morphismes de K-algebres

Comme pour les autres objets, une fois leurs propriétés établies, on s’intéresse aux fonctions qui préservent la
structure choisie.

DEFINITION 140

Soit (A, +, x,.) et (B,+, X,.) deux K-algebres.

Un morphisme d’algébres ¢ : A — B est une application vérifiant
1. (p(lA) = 1B 3
2. Va,y € A, o(zy) = p(x)e(y)
3. Vo,y € A, VA p € K, oAz + py) = Ap(x) + peo(y).

EXEMPLE 141 —
e La conjugaison complexe z — Z est un morphisme de R-algébres.
o SurK[X], f: P— PoQ est un morphisme de K-algébres.
o Sur #,(K), pour M inversible, f : A~ M~YAM est un morphisme de K-algébres.
e PourackK, f: P eK[X]— P(a) € K est un morphisme de K-algébres.

e Pourx € E et A une K-algébre, ¢ : g € F(E, A) — g(x) € A est un morphisme de K-algébres.
On Uappelle le morphisme d’évaluation en x.

o Pour B une base de K", la fonction f € L(K™) — Matp(f) € #,(K) est un morphisme de K-algébres.
o SurQ[v2], f:a++2b~ a—/2b est un morphisme de K-algebres.
o f:PecK[X]— (z— P(x)) € F(K,K) est un morphisme de K-algébres.

1l est injectif si K est infini, et surjectif si K est fini. (Le vérifier.)

PROPOSITION 142

Soient K un corps, A, B des K-algebres, et f: A — B un morphisme de K-algebres.
Soient a € A et P(X) = a, X" + ...+ ap € K[X].

e Alors, on a f(P(a)) = P(f(a)).

e Si P(a) =0 alors on a P(f(a)) =0.

REMARQUE 143 —

o (e résultat permet de déterminer l’existence ou non de morphismes de K-algébres entre deuzx algébres A et B.
e Par exemple, dans la R-algébre C, on a i qui est racine de X? + 1.

Ainsi, un morphisme de R-algébres sur C doit envoyer 1 sur 1 et ¢ sur +i. On a ainsi deux choix possibles de
morphismes (Idc et z +— Z).

e La K-algébre K[X] est engendrée par l’élément X en tant que K-algébre. (tous les polynéomes sont des
combinaisons linéaires de puissances de X ) Ainsi, un morphisme d’algébres f : K[X] — B est entiérement
déterminé par le choiz de f(X).

Cela permet de montrer qu’un morphisme d’algébres [ : K[X] — K[X] est forcément de la forme P +— Po Q.

(Prendre @Q = f(X).)
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Chapitre 5 Permutations, groupe symétrique

DEFINITION 1

Soit n € N*. L’ensemble Bij([[1,n]) des fonctions bijectives de {1,...,n} dans {1,...,n} est un groupe pour la
composition de fonctions o. On le note S,,.

On appelle le groupe (S,, o) le groupe symétrique d’ordre n .

Un élément de S, est appelé une permutation .

Décrire une permutation o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} revient & donner les images de chaque i par o, pour
1 <4 <n. On peut ainsi noter ¢ par :

Par exemple, pour :

onao(l)=3,0(2)=7,03)=5,04)=4,005)=6,06)=1, c(7) =2.

DEFINITION 2 (Transposition)

Soit n > 2. Soient 4,5 € [1,n], avec i # j. On définit la fonction 7 : [1,n] — [1,n] par 7(¢) = j, 7(j) =i, et
7(k) = k pour tout k # i, .

La fonction 7 est alors une permutation de S,,. On la note 7 = (3, j).

On appelle cette permutation une transposition .

La transposition (7, j) intervertit ¢ et j et ne change pas les autres élément de [[1, n].

DEFINITION 3
Soit n > 2. Soit 2 < p < n un entier. Soient ay,...,a, € [1,n] des éléments distincts. On définit la fonction
o:[1,n] — [1,n] par :

o(x) =z, VY & {a1,a2,...,ap};
o(a;) = aj11, Vi € [1,p—1];

o(ap) = a1.

La fonction o est alors une permutation de S,,. On la note o = (a1, as, ..., ap).
On appelle cette permutation un p-cycle ou cycle d’ordre p .

THEOREME 4
Soit n > 2.
Alors toute permutation de S,, peut s’écrire comme un produit de transpositions.

EXEMPLE 5 — Pour ay,...,a, € [1,n] distincts, le p-cycle v = (a1, ag, ... ,a,) se décompose en :

v = (a1,a2)(az,a3) ... (ap—1,ap).

REMARQUE 6 — % Attention : Comme ['opération entre permutations est une composée de fonctions, pour

calculer l’image de k € [1,n] par une tel produit de transpositions, il faut commencer par la permutation de
droite. (o7(k) = o(7(k)))

DEFINITION 7
Soient n > 2 et o € S,,. On définit le support de o comme ’ensemble des entiers k tels que o(k) # k.

REMARQUE 8 —
1. Le support d’un p-cycle (a1, ...,ap) est Uensemble {a1,...,ap}.

2. Soient o, 7 deux permutations avec des supports disjoints. Alors o et T commutent.

37



THEOREME 9 (Décomposition en produit de cycles & support disjoint)
Soit n > 2. Soit o € S,,.
Alors il existe 01,02, ...,0, des cycles dont les supports sont disjoints, tels que :

0 =010...00p.

On dit que toute permutation de S,, se décompose en produit de cycles a supports disjoints.
De plus cette décomposition est unique a ’ordre pres.

EXEMPLE 10 — La décomposition de o = [12332878] en produit de cycles a supports disjoints est o =
(153)0(48)0(67).

Pour unicité il faut comprendre : unique & l’écriture de chaque cycle prés (exemple : (153)=(531)) et a
lordre prés (exemple : (4 8)o(153)=(153)0(48)).

DEFINITION 11 (Signature d’une permutation)
Soient n > 2 et 0 € S,,. On définit la signature de o comme le nombre
a(j) —a(i)

e(0) = Mi<icjz e

PROPOSITION 12
La signature d’une transposition est égale a —1.

THEOREME 13
Soit n > 2. Soient 0,7 € S,,.Alors, on a :
elor) =¢(o)e(r).

La fonction ¢ : §,, — {—1,1} est un morphisme de groupes de S,, vers ({71, 1}, ><).

DEFINITION 14

Solent n >2et o €S,.

On dit que la permutation o est paire si sa signature vaut 1.

On dit que la permutation o est impaire si sa signature vaut —1.

EXEMPLE 15 — Soit p > 2. La décomposition (a1, as,...,ap) = (a1,a2)(az,a3) ... (ap—1,ap) prouve qu’un p-cycle
a pour signature (—1)P~1.

COROLLAIRE 16 (Calcul de (o))
Soit m > 2. Soit 0 € S,,. Soit ¢ = 01 02...0, la décomposition de o en produit de cycles a support disjoint.

Soient aq, ..., ap les longueurs de ces cycles.
Alors, on a g(0) = (—1)atFar—p,

DEFINITION 17 (Groupe alterné)
Soit n > 1. On pose A, ensemble des permutations de S,, de signature 1 (permutations paires).
On appelle A, le groupe alterné d’ordre n .

REMARQUE 18 — A,, est un sous-groupe de S,, car cet ensemble est le noyau de la signature (qui est un
morphisme de groupes).

PROPOSITION 19
Soit n > 2. Soit 7 € §,, une permutation impaire. Alors, ’ensemble des permutations impaires est égal a

A, 7r={or,0€ A,}.
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6.1 DIVISIBILITE DANS Z

6.1.1 Définitions et premieres propriétés

DEFINITION 1
Soient a,b € Z des entiers. On dit que a divise b s’il existe un entier k € Z tel que b = ka.
Cette relation est notée a | b.

On dit aussi que a est un diviseur de b, ou que b est divisible par a, ou que b est un multiple de a.

EXEMPLES 2
e 2 divise 6 mais 2 ne divise pas 7.
e Soita € Z. Alors 1, —1, a et —a divisent a.
e Pour tout a € Z on a a | 0.

e Le seul multiple de 0 est 0 : Si 0| a alors a = 0.
REMARQUE 3 — Soit a € Z. L’ensemble des multiples de a est l’ensemble
aZ ={ak, ke Z} ={...,-3a,—2a,—a,0,a,2qa,3a,...}.

Sia=0, on aaZ = {0}.
Sinon, on peut remarquer que |a| est le plus petit entier strictement positif contenu dans aZ, c’est-a-dire :
la| = inf({k € aZ, k > 0}).

ProrosiTiON 4
Soient a,b € Z. L’entier a divise b si et seulement si I’ensemble des multiples de b est inclus dans I’ensemble des
multiples de a :

alb & DZCdL.

Preuve — Supposons que a | b. Soit m € bZ. Alors il existe p € Z tel que m = pb. Comme a | b, il existe k € Z tel que b = ka. Donc
m = pka € aZ, d’ou bZ C aZ.

Réciproquement, supposons que bZ C aZ. Comme b =1 x b € bZ on a b € aZ. Donc, il existe k € Z tel que b = ka. Ainsi, a divise b,
ce qui donne le résultat. O

PROPOSITION 5
Soient a,b € Z avec b # 0. Si a divise b alors |a| < |b].
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6.1. DIVISIBILITE DANS Z

Preuve — Supposons que a divise b. Alors il existe k € Z tel que b = ka. Comme b est non nul, k I'est également. Le nombre k étant

un entier, on a ainsi |k| > 1, d’ou |b] = |ka| > |al. O

PROPOSITION 6 (Propriétés de la relation de divisibilité)
Soient a,b,c,d € Z.

Sialbetb]|ec, alorsa|ec.

On a les équivalences :

albetb|la & aZ=bZ < o= <& a=boua=-b

Sia|betc|d, alors ac | bd.
En particulier, si a | b, alors a™ | b"pour tout n € N

Siab|calorsa|cetd]ec.

Sid|aetd]|b, alors pour tous u,v € Z on a d | (au + bv).

Preuve —
e On a ki, ks € Z tels que b = k1a et ¢ = kab. Donc ¢ = k1kaa avec k1ko € Z, donc a divise c.

e Sialbetb]|a,laProposition 4 nous donne aZ C bZ et bZ C aZ, donc aZ = bZ.
Supposons que aZ = bZ. Sia =0 ou b= 0 on a alors aZ = bZ = {0}, donc a = b =0, d’olt |a] = |b]. Sia #0et b#0, la

Proposition 5 nous donne |a| < [b et |b] < |a|, donc |a| = |b].
Supposons que |a| = |b|. On a alors a = £|b|, donc a = +b, c’est-a-dire a = b ou a = —b.
Supposons que a = b ou a = —b. On a alors a | b et b | a. Cela démontre ’équivalence entre toutes ces conditions.

e Supposons que a | b et ¢ | d. Alors il existe k1 € Z tel que b = ak; et il existe ko € Z tel que d = cka. Donc bd = acki1ka et
kiks € Z. Donc ac | bd.

e Siab |c, alors il existe k € Z tel que ¢ = kab = a(kb) = b(ka). On adonca|cet b|c.

e Soient u,v € Z. Supposons que d | a et d | b. Alors il existe ki,k2 € Z tels que a = kid et b = kad. On a ainsi
au + bv = d(uki + vk2) avec uki + vk € Z, donc d | (au + bv).

O

REMARQUE 7 — La réciproque de l’avant-derniére proposition est fausse : 4|12 et 6 | 12 mais 4 x 6 = 24 ne
divise pas 12.

EXEMPLE 8 — Déterminons les entiers naturels n tels que 2n + 3 divise 3n + 7.

Soit n € N. Supposons que 2+ 3n | 3n+ 7. Comme 2n+ 3 | 2n+ 3, on a ainsi
243n|2(3n+7)—3(2n+3)=5.

Les diviseurs de 5 sont 1,—1,5 et —5. Vu quen € N, on a 2n+3 > 0. On obtient donc 2n+3 =1 ou 2n+3 =5,
soit n=—1 oun=1. Comme n est positif, on en déduit que n = 1.

Réciproquement, sin =1 alors 2n+3 =5 et 3n+7 =10, et donc 2n+3 | 3n+ 7.

1l existe donc un unique entier naturel, n = 1, tel que 2n + 3 divise 3n + 7.

EXERCICE 2 — Déterminer les entiers n € Z tels que n + 3 | n?.

6.1.2 Division euclidienne

On rappelle que la partie entiére (ou plancher) d’un nombre réel x, notée | x| ou E, est le plus grand entier n tel
que n < z, c’est-a-dire : |x] = sup({n € Z tel que n < z}).

THEOREME 9 (Division euclidienne d’entiers)
Soient a € Z et b € N*. Alors existe un unique couple d’entiers (q,r) € Z x Z tel que

a=bg+r e 0<r<hb.

L’entier q est appelé le quotient et I'entier r est appelé le reste de la division euclidienne de a par b .

Preuve —
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6.1. DIVISIBILITE DANS Z

a a a
e Existence : Posons ¢ = LEJ et r =a— gb. Alors (¢,7) € ZXx N et a = bg+ r. Comme g = LEJ’ onagq< 3 < g+ 1. Comme b
est strictement positif, on obtient ainsi bg < a < bg + b. Donc, on a 0 < r = a — bg < b. Ainsi, le couple (g, ) convient.
e Unicité : Soient (q1,71) et (g2,7r2) deux couples vérifiant 1’énoncé. Alors on a a = bgi + r1 et a = bga + r2. Cela donne
bq1 + 71 = bgz + 72, d’olt b(q1 — q2) =72 —71.
Comme 71 et rg sont positifs, on a |rg — r1| < max(r1,72) < b. Ainsi, on a blg1 — ¢2| < b, donc |g1 — g2| < 1. Comme
q1 — q2 € Z on obtient g1 — g2 = 0, soit g1 = ¢2, et donc r; = ra, ce qui prouve 'unicité.

O

a
REMARQUE 10 — On a montré en particulier que ¢ = {EJ

EXEMPLES 11
e Ona22=3x6+4et0<4<6, donc le quotient de la division euclidienne de 22 par 6 est 3 et le reste
est 4.
Les expressions 22 =2 x 6 + 10 ou 22 = 4 X 6 — 2 ne vérifient pas la condition imposée sur le reste r.
e Ona—-12=-3x54+3 et 0<3<5, donc le quotient de la division euclidienne de —12 par 5 est —3 et le
reste est 3.
L’expressions —12 = —2 x 5 — 2 ne vérifie pas la condition imposée sur le reste r.

PROPOSITION 12
Soit (a,b) € Z x N*. Alors b divise a si et seulement si le reste de la division euclidienne de a par b est nul.

Preuve —

e Supposons que b divise a. Alors il existe k € Z tel que a = kb. On a donc a = kb + 0, et par unicité de la division euclidienne
le reste de la division euclidienne de a par b vaut 0.

e Réciproquement, supposons que le reste de la division euclidienne de a par b soit nul. Alors il existe g € Z tel que a = gb+0 = gb.
Donc b divise a.

O

6.1.3 Relation de congruence modulo un entier

DEFINITION 13
Soient a, b et n € Z. On dit que a est congru a b modulo n si n divise b — a, ou encore, s’il existe k € Z tel que
b = a + kn. On note alors a = b mod n.

EXEMPLE 14 — On a :11=1mod 5, —1=2mod 3, 0= 100 mod 2.
REMARQUE 15 — Soient a,n € Z. On an | a < a =0 mod n.

PROPOSITION 16
Soient a,b,c,n € Z On a :

e a = a mod n (la congruence est symétrique) ;
e Sia=bmod n, alors b = a mod n (la congruence est réflexive) ;

e Sia=bmod n et b=cmod n, alors a = ¢ mod n (la congruence est transitive).

Preuve —

e Onaa—a=0etn divise 0.

e Sia=bmod n alors n divise b — a. Donc n divise a — b= (—1)(b — a), donc b = a mod n.

e Il existe des entiers k1, k2 € Z tels que b=a+ kin et ¢ = b+ kon. On a donc ¢ = a + (k1 + k2)n, donc a = ¢ mod n.

PROPOSITION 17 (Opérations sur les congruences)
Soient a,b,c,d,m,n € Z. On a :
1. a =bmod n si et seulement si a + ¢ = b+ c mod n.

2. Sia=bmod n et c =d mod n alors a + ¢ = b+ d mod n.
La congruence modulo n est compatible avec la somme d’entiers.
3. Si a = b mod n alors ac = bc mod n.
4. Sia=bmodn et ¢c =d mod n alors ac = bd mod n.
La congruence modulo n est compatible avec la multiplication d’entiers.

En particulier, si @ = b mod n alors pour tout k € N, a* = b* mod n.
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6.2. PGCD, PPCM

5. Si m est non nul, alors on a a = b mod n si et seulement si ma = mb mod mn.

Preuve —
1. On a a = bmod n si et seulement si n divise b — a = (b+ ¢) — (a + ¢), soit si et seulement si a + ¢ = b+ ¢ mod n.

2. Supposons a = b mod n et ¢ = d mod n. D’apres le point précédent on a a +c=b+ cmod n et b+ ¢ = b+ d mod n. Donc,
par transitivité de la congruence modulo n, on a a + ¢ = b+ d mod n.

3. Supposons a = b mod n. Alors n divise b — a, donc n divise ¢(b — a) = bc — ac. Donc ac = bc mod n.

4. Supposons a = b mod n et ¢ = d mod n. D’apres le point précédent on a ac = bc mod n et bc = bd mod n. Donc, par
transitivité de la congruence modulo n, on a ac = bd mod n.
5. Supposons que a = b mod n. Alors il existe k € Z tel que b = a + kn. Donc mb = ma + k(mn) et ma = mb mod mn.

Réciproquement, supposons que ma = mb mod mn. Alors il existe k € Z tel que mb = ma + kmn. Comme m est non nul, la
division par m donnc b = a + kn, donc a = b mod n.

O

EXEMPLES 18

o 2518 1 8211 ¢t divisible par 3.
Preuve — On a2 = —1 mod 3. Donc 258 = (—1)°18 = 1 mod 3. De méme, 8 = —1 mod 3 donc 8211 = (—1)211 = —1 mod 3.
Ainsi,
2518 1 821 =1 — 1 =0 mod 3.
Donc 3 divise 2518 4 8211, O

e Déterminer les entiers n tels que 3n + 5 =4 mod 7.
Soit n € Z. Alors on a :

3In+5=4mod 7 3n=—-1mod 7=5x%x3n=(—1x5)mod 7< n=2mod 7.

On vérifie alors réciproquement que tous les entiers de l'ensemble {2+ Tk | k € Z} = 2+ 77 sont des
solutions de 3n +5 =4 mod 7.

Une autre facon de prouver la réciproque est la suivante :
n=2mod 7 15n=-5mod 7=4n=—-15mod 7T< 3n=—-1mod 7< 3n+5=4mod 7.

Donc3n+5=4mod 7 n=2+4+7k, k€ Z.

e Pour tout entier n € Z impair, 8 divise n® — 1.
Preuve — En effet, soit n un entier impair. Il existe donc k € Z tel que n = 2k + 1. Alors n? — 1 = 4k? + 4k = 4k(k +1).
Or k et k+ 1 étant deux entiers successifs, 'un d’entre euz est pair et donc k(k + 1) est pair. Donc k(k + 1) = 0 mod 2.
Donc 4k(k 4+ 1) = 0 mod 8. Donc n? — 1 =0 mod 8. D’ou le résultat. O

6.2 PGCD, PPCM

6.2.1 Plus grand diviseur commun

DEFINITION 19
Soient aq, ..., a, des éléments de Z. On appelle diviseur commun de as,. .., a,, tout élément d € Z tel que d | a;
pour tout i € {1,...,n}.
EXEMPLES 20
e 6 est un diviseur commun de 12 et 18.
e 3 est un diviseur commun de 9, 12 et 21.
LEMME 21
Soient a et b deux éléments de Z. L’ensemble aZ + bZ = {ak; +bks | (k1,ke) € Z*} vérifie les propriétés suivantes :
e 0caZ+bZ;
e Pour x € aZ + bZ, on a —x € aZ + bZ;
e Pour x,y € aZ +bZ, on a x +y € aZ + bZ.

L’ensemble aZ + bZ est ainsi un sous-groupe de (Z,+) (voir chapitre Structures algébriques).

Preuve — D’apres sa définition, aZ + bZ est un sous-ensemble de Z.
e Ona0=0xa+0xb,donc 0 € aZ + bZ.
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6.2. PGCD, PPCM

e Soit x € aZ + bZ. 11 existe ki,k2 dans Z tels que x = aky + bka.
On a alors —z = —aky — bka = a(—k1) + b(—k2), donc —x € aZ + bZ.

e Soit (z,y) € (aZ + bZ)2. 1l existe k1,k2,k3,ks dans Z tels que x = aky + bka et y = aks + bky.
On a alors z + y = ak1 + bka + (aks + bka) = a(k1 + k3) + b(k2 + ka), donc = + y € aZ + bZ.

ProrosiTiON 22
Soient a,b € Z. Alors il existe un unique entier naturel d € N tel que aZ + bZ = dZ.

Preuve — e Sia=0et b =0, on a aZ + bZ = {0} + {0} = {0}. Pour d =0 on a ainsi dZ = 0Z = {0} = aZ + bZ. Pour tout autre
entier ¢ # 0, 'ensemble ¢Z contient une infinité d’éléments. Ainsi d = 0 est I'unique entier vérifiant aZ + bZ = dZ.

e Supposons maintenant que a # 0 ou b # 0.

Existence : L’ensemble aZ + bZ contient |a| = +a + 0.b et |b| = 0.a + +b, donc il contient au moins un entier strictement positif.
L’ensemble (aZ + bZ) "\N* = {n € aZ + bZ, n > 0} est donc une sous-partie de N qui est non-vide. Cet ensemble admet donc un plus
petit élément, que I’on note d. Montrons par double inclusion que aZ + bZ = dZ.

< Comme d € aZ + bZ, il existe u,v € Z tels que d = au + bv. Pour tout k € Z, on a donc kd = a(ku) + b(kv) € aZ + bZ. Donc,
dZ C aZ + bZ.

> Pour l'inclusion réciproque, prenons ¢ € aZ + bZ. On effectue la division euclidienne de ¢ par d : ¢ = dg + 7, avec 0 < r < d. Alors
r = ¢ — dq appartient & aZ + bZ d’apres la proposition précédente. On doit alors avoir » = 0 par minimalité de d.

Ainsi, on a ¢ = dq 4 0, donc ¢ est un multiple de d, donc ¢ € dZ. Cela donne aZ + bZ C dZ, et donc aZ + bZ = dZ.

Unicité : Supposons avoir d,d’ € N tels que dZ = aZ + bZ = d'Z. On a donc dZ = d'Z. La Proposition 6 nous donne alors d = d’, ce

qui conclut la preuve. O

DEFINITION 23
Soient a,b € Z. L’unique entier d € N tel que aZ + bZ = dZ est appelé le plus grand diviseur commun de a et b
(en abrégé pged). On le note d = pged(a, b) ou encore d = a A b.

REMARQUE 24 — Si aZ + bZ = dZ, alors tout élément de aZ + bZ est un multiple de d. Comme aZ + bZ contient
a=1.a40.betb=0.a+ 1.b, on remarque en particulier que a et b dont des multiples de d, c’est-a-dire que d
est un diwviseur commun a a et a b.

PROPOSITION 25
Soient a,b € Z. Alors d = pged(a, b) si et seulement si :

1. d|aetd]|b,
Autrement dit, d est un diviseur commun & a et b.

2. Pour tout d' € Z tel que d’ |a et d' | b,ona d |d.
Autrement dit, tout diviseur commun de a et b divise d.

Preuve —
e Supposons que d = pged(a,b). On a aZ + bZ = dZ. Le premier point vient de la remarque précédente.

Soit d’ € Z tel que d’ | a et d’' | b. La Proposition 4 donne aZ C d'Z et bZ C d'Z donc aZ + bZ C d'Z. Donc dZ C d'Z, et d’ | d. D’ou
le second point.

e Réciproquement, supposons 1) et 2). Montrons par double inclusion que aZ + bZ = dZ.
> Comme d | a et d | b, la Proposition 4 donne aZ C dZ et bZ C dZ, donc aZ + bZ C dZ.
< Soit d’ = pged(a,b). Alors on a d’ | a et d’ | b. L’hypothése 2 donne d’ | d, donc dZ C d'Z = aZ + bZ.

Finalement, on a montré que dZ = aZ + bZ, ce qui conclut. O
REMARQUE 26 — Le pged de a et b est donc bien le plus grand diviseur commun pour la relation < sur N.

REMARQUE 27 — Pour une famille d’entiers a1,...,a, € Z on peut démontrer par récurrence qu’il existe un
unique d € N tel que a1Z + ...+ a,Z = dZ, et définir ainsi le pged de la famille aq, ..., ay,.

On peut alors démontrer de méme que ce pged est un diviseur commun de a1, ..., a, qui est un multiple de tout
autre diviseur commun.

EXEMPLES 28— On a : pged(12,18) = 6, pged(10,12,18) = 2, pged(2,3) = 1, pged(8,6) = 2.

PROPOSITION 29
Soient a,b,c,k € Z. On a :
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e pged(a, b) = pged(lal, |b]), e pged(a,b) = pged(b, a),
e pged(a,0) = fal, e pged(a, pged(b, ¢)) = pged(pged(a, b), ¢),
e pged(a,1) =1, e pged(ka, kb) = |k|pged(a, b).

Preuve — Ces propriétés découlent immédiatement de la définition du pgcd comme 'unique entier positif d tel que dZ = aZ + bZ.
En effet, on a :

1. aZ +bZ = |a|Z + |b|Z, 3. aZ+7 =17, 5. aZ+ (bVZ+ cZ) = (aZ +bZ) + cZ,
2. aZ + 0Z = aZ, 4. dZ = aZ + bZ = bZ + aZ, 6. akZ + bkZ = |k|(aZ + bZ).

PropoSITION 30
Soient a,b € Z, et d = pged(a, b).
Alors il existe deux entiers ug, vy € Z tels que

aug + bvg = d.

Preuve — Par définition on a dZ = aZ + bZ. Donc d € aZ + bZ. 1l existe donc (ug,v) € Z? tel que d = aug + buvp. O

EXEMPLE 31 — On a pged(4,6) =2 et 4 x (—1)+6x1=2. Ona aussi 4 x2+6 x (—1) =2.

On peut donc remarquer que les entiers u et v me sont pas uniques.

6.2.2 Calcul du PGCD avec ’algorithme d’Euclide

Le pged de deux entiers se calcule facilement de maniere algorithmique. Ce calcul est basé sur le résultat suivant.

LEMME 32
Soient aZ, b € N*. Notons r le reste de la division euclidienne de a par b. Alors on a :

pged(a, b) = pged(b, 7).

Preuve — Par division euclidienne, il existe g € Z tel que a = bg + r. On vérifie alors que aZ + bZ = rZ + bZ. Par définition du pgced,
on a donc pged(a,b) = pged(b, ). O

L’algorithme d’Euclide permet de calculer le pged de deux entiers, il est basé sur des divisions euclidiennes
successives.

PRINCIPE DE L’ALGORITHME D’EUCLIDE
Soient a et b deux entiers tels que 0 < b < a.

Si b =0 alors pged(a,b) = a et c’est terminé. On suppose donc b non nul.

- Etape 1: On effectue la division euclidienne de a par b : a = bqy + rg avec 0 < rg < b.
D’apreés le lemme, pged(a,b) = pged(b, o).
Siro =0 alors pged(a,b) = b et c’est terminé.
Sinon, on passe a l'étape suivante.
- Etape 2 : On effectue la division euclidienne de b par rq : b =roq1 +1r1 avec 0 < ry < rq.
D’apreés le lemme, pged(a,b) = pged(b, 7o) = pged(ro,r1).
Siry =0 alors pged(ro,r1) = 1o et donc pged(a,b) = rg et c’est terminé.
Sinon, on passe a l'étape suivante.
- Etape 3 : On effectue la division euclidienne de rog par ry : rg = rigs + 19 avec 0 < rg < ry.
D’apreés le lemme, pged(a,b) = pged(ro,r1) = pged(ry, ra).
Sire =0 alors pged(r1,r2) = 1 et donc pged(a,b) = r1 et ¢’est terminé.
Sinon on passe a l’étape suite, etc.

La suite des restes obtenus est une suite strictement décroissante d’entiers positifs, il existe donc un entier ng € N
tel que 1y, = 0. D’aprés le lemme précédent, on a : pged(a,b) = pged(b, ) = ... = pged(Tng—1, Tng) = Tng—1-
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REMARQUE 33 — On peut toujours se ramener au cas ot 0 < b < a en utilisant le fait que pged(a,b) = pged (b, a)
et que pged(a, b) = pged(|al, [b]).
EXEMPLE 34 — Calculons le pged de 721 et 658 a l'aide de algorithme d’Euclide.

1. Division euclidienne de 721 par 658 : 721 = 658 x 1 + 63. Le reste vaut 63.

2. Division euclidienne de 658 par 63 : 6568 = 63 x 10 + 28. Le reste vaut 28.

3. Diuvision euclidienne de 63 par 28 : 63 = 28 x 2+ 7. Le reste vaut 7.

4. Division euclidienne de 28 par 7 : 28 =7 x 44+ 0. Le reste est nul!

Le dernier reste non nul dans la suite des divisions euclidienne est donc 7. Ainsi, pged(721,658) = 7.

6.2.3 Plus petit multiple commun

DEFINITION 35
Soient aq,...,a, € Z. On appelle multiple commun de aq,...,a, tout élément m de Z tel que m est un multiple
de a; (ou encore, a; | m) pour tout i € {1,...,n}.
EXEMPLES 36
e 12 est un multiple commun de 4 et 6.
e 36 est un multiple commun de 2, 3 et 9.

e 105 est un multiple commun de 3, 5 et 7.

ProPoOSITION 37
Soient a,b € Z. Alors il existe un unique entier positif m € N tel que aZ N bZ = mZ.

Preuve — e Sia=0et b =0, on a aZNbZ = {0} N {0} = {0}. Pour m = 0 on a ainsi mZ = 0Z = {0} = aZ N bZ. Pour tout autre
entier ¢ # 0, ’ensemble ¢Z contient une infinité d’éléments. Ainsi m = 0 est 'unique entier vérifiant aZ N bZ = mZ.

e Supposons maintenant que a # 0 ou b # 0.

Existence : L’entier positif |ab| est dans aZ et dans bZ, donc |ab| € aZNbZ. Cet ensemble contient donc au moins un entier strictement
positif. L’ensemble (aZ NbZ) NN* = {n € aZ NbZ, n > 0} est donc une sous-partie de N qui est non-vide. Cet ensemble admet donc
un plus petit élément, que 'on note m. Montrons par double inclusion que aZ N bZ = mZ.

< Comme m € aZNbZ, il existe u,v € Z tels que m = au et m = bv. Pour tout k € Z, on a donc km = a(ku) € aZ et km = b(kv) € bZ.
Donc, mZ C aZ N bZ.

> Pour l’inclusion réciproque, prenons ¢ € aZ N bZ. On effectue la division euclidienne de ¢ par m : ¢ =mq+r, avec 0 < r < m. Si
I’on avait r > 0, alors r = ¢ — mgq appartiendrait a aZ et a bZ, donc a aZ N bZ. Mais comme 0 < r < m, cela contredirait le fait que
m est le plus petit entier strictement positif contenu dans aZ N bZ.

Ainsi, on a ¢ = mq + 0, donc ¢ est un multiple de m, donc ¢ € mZ. Cela donne aZ N bZ C mZ, et donc aZ N bZ = mZ.

Unicité : Supposons avoir m,m’ € N tels que mZ = aZ N bZ = m'Z. On a donc mZ = m'Z. La Proposition 6 nous donne alors

m = m/, ce qui conclut la preuve. O

DEFINITION 38

Soient a,b des éléments de Z. L’unique entier naturel m € N tel que aZ N bZ = mZ est appelé le plus petit
multiple commun de a et de b (en abrégé ppcm).

On le note m = ppcm(a, b) ou encore m = a V b.

PRrROPOSITION 39
Soient a,b € Z et m € N. On a m = ppcm(a, b) si et seulement si :

1. almetd|m,
Autrement dit, m est un multiple commun de a et de b.

2. Pour tout m’ € Z tel que a | m' et b|m’, on am |m'.
Autrement dit, tout multiple commun de a et de b est un multiple de m.

Preuve —

e Supposons que m = ppcm(a, b), c’est-a-dire aZ N bZ = mZ. Comme m € mZ C aZ, on a a | m. On obtient de méme b | m. D’ou le
premier point.

Soit m’ € Z tel que a | m’ et b | m’. Alors m’ € aZ et m’ € bZ, donc m/ € aZ NbZ = mZ. Donc m | m'.
e Réciproquement, supposons 1) et 2). Montrons par double inclusion que mZ = aZ N bZ.

> Le premier point donne m € aZ et m € bZ, donc m € aZ N bZ. Ainsi, on a mZ C aZ N bZ.
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< Soit m’ = ppcm(a,b). Onaalorsa | m’ et b | m’. Le point 2) nous donne m | m’. Ainsi, on a m’Z C mZ, soit aZNbZ = m’'ZsubsetmZ.

Finalement, on obtient aZ N bZ = mZ, ce qui conclut la preuve. |
REMARQUE 40 — Le ppcm de a et b est donc bien le plus petit multiple commun pour la relation < sur N.

REMARQUE 41 — Pour une famille d’entiers aq,...,a, € Z on peut démontrer par récurrence qu’il existe un
unique m € N tel que a1Z N ... N anZ = mZ, et définir ainsi le ppcm de la famille aq, ..., ay.

On peut alors démontrer de méme que ce ppcm est un multiple commun de a1, ..., a, qui est un diviseur de tout
autre multiple commun.

EXEMPLE 42 — ppem(3,6) =6, ppem(4,6) =12, ppem(2,3) = 6.

PROPOSITION 43
Soient a,b,k € Z. On a :

1. ppem(a, b) = ppem(|al, [b]), 4. ppem(a, b) = ppem(d, a),
2. ppem(a, 0) =0, 5. ppem(a, ppem(b, ¢)) = ppem(ppem(a, b), ¢),
3. ppem(1,a) = |al, 6. ppem(ka, kb) = |k|ppcm(a, ).
Preuve — Ces propriétés découlent de la définition du ppcm. |

Preuve — Ces propriétés découlent immédiatement de la définition du ppcm comme 'unique entier positif m tel que mZ = aZ N bZ.
En effet, on a :

1. aZNbZ = |a|Z N |b|Z, 3. aZNZ=aZ, 5. aZN(bZNcZ) = (aZNbZ)N L,
2. aZN0Z = 0Z, 4. mZ = aZ NbZ = bZ N al, 6. akZ NbkZ = |k|(aZ N bZ).

6.3 THEOREME DE BEZOUT ET THEOREME DE GAUSS

6.3.1 Nombres entiers premiers entre eux

DEFINITION 44
Soient a,b € Z. On dit que a et b sont premiers entre eux si pged(a,b) = 1.

EXEMPLE 45 — 2 et 3 sont premiers entre eux. 9 et 16 sont premiers entre eux. 6 et 4 ne sont pas premiers
entre euz.

% Si a ne divise pas b et b ne divise pas a, on ne peut pas dire que a et b sont premiers entre eux!
Par exemple, 6 ne divise pas 15 et 15 ne divise pas 6 mais pged(6,15) = 3, donc 6 et 15 ne sont pas premiers
entre eux.

DEFINITION 46
Soient a1,...,a, € Z. On dit que ay,. . .,a,, sont premiers entre eux deux a deux si pged(a;, a;) = 1 pour tous i, j
dans {1,...,n} avec i # j.

6.3.2 Théoréme de Bézout et théoreme de Gauss

THEOREME 47 (Théoréme de Bézout)
Soient a,b € Z. Les entiers a et b sont premiers entre eux si et seulement s’il existe deux entiers u,v € Z tels que

au + bv = 1.

Preuve — Supposons que a et b sont premiers entre eux. Alors on a pged(a,b) = 1. Cela veut dire que aZ + bZ = 7Z. Ainsi, il existe
u,v € Z tels que au + bv = 1.

Réciproquement, supposons qu’il existe u,v € Z tels que au + bv = 1. On a alors 1 € aZ + bZ, donc 1Z = Z C aZ + bZ. Comme
aZ + bZ C 7, on en déduit que aZ + bZ = 1Z. Donc pged(a,b) = 1, et a et b sont premiers entre eux. O
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EXEMPLE 48 — n et n+ 1 sont premiers entre euz car (n+1) x 1+ n x (=1) = 1.

L’algorithme d’Euclide étendu permet d’obtenir les coefficients u et v, appelés coefficients de Bézout. Alors
que l'algorithme d’Euclide s’intéresse uniquement aux restes de divisions euclidiennes successives, ’algorithme
d’Euclide étendu considere également les quotients de ces divisions euclidiennes.

PRINCIPE : A Daide de I’algorithme d’Euclide, on construit de proche en proche des éléments uy et vy de Z tels
que l'ont ait a chaque étape :
rr = auy, + by,

ol les i sont les restes des divisions euclidiennes successives de ’algorithme d’Euclide.

EXEMPLE 49 — FExpliquons sur un exemple, avec a = 1795 et b = 343.

343 = 0 x1795 + 1 x 343
80 = 1 x1795 + (—5) X343 | 1795 — 5 x 343 = 80
23 = 0+ 1 x1795 + 1+ (=5) x343 | 3431 x 80 = 23
23 = —4 x1795 + 21 x 343
11 = 1+ (—4)  x1795 + (=5)+ (21) %343 | 80-3x23=11
11 = 13 x1795 + (—68) X343
1 = (—4)+(-2)(13) x1795 4+ 214 (=2)(—68) x343 | 23-2x11=1
1 = —-30 x1795 4+ 157 x 343

L’algorithme d’Euclide (a droite) nous dit que pged(1795,343) = 1. Et on a obtenu en méme temps (4 gauche)
que 1 = 1795 x u + 343 X v avec u = —30 et v = 157.

THEOREME 50 (Théoréme de Gauss)
Soient a, b, ¢ € Z des éléments de Z.
Si a et b sont premiers entre eux et si a | be, alors a | c.

Preuve — On suppose que a et b sont premiers entre eux et que a | be. D’apres le théoréme de Bézout, il existe des entiers u,v € Z

tels que au +bv = 1. Comme a | be, il existe k € Z tel que bc = ak. On a donc ¢ = auc+ bvc = auc+ avk = a(uc+ vk). Donc a | ¢. O

@ Quand a et b ne sont pas premiers entre eux, si a | bc et méme si a ne divise pas b, on ne peut pas dire que
alc!
Par exemple, 8 divise 4 X 6 mais 8 ne divise ni 4 ni 6.

EXEMPLE 51 — Si4|3n alors 4 | n, car 4 et 3 sont premiers entre euz.

Conséquences de ces théoremes

PROPOSITION 52
Soient a, b, c € Z.
Si a et b premiers entre eux et si a | cet b | ¢, alors ab | c.

Preuve — Supposons que a | ¢ et b | ¢ avec pged(a,b) = 1. Le théoréme de Bézout nous dit qu’il existe alors des entiers u,v € Z
tels que au + bv = 1. On a donc ¢ = auc + bve. Comme a | ¢, on a on a ab | be. Comme b | ¢, on a on a ab | ac. Donc, ab divise

acu + bev = c. O

COROLLAIRE 53
Soient aq,...,an,c € Z.
Si les a; sont premiers entre eux deux & deux et si a; | ¢ pour tout 1 <i <n, alors a; X as X ...a, | c

Preuve — Cette généralisation de la proposition précédente se démontre par récurrence sur n. |

@ Si a et b ne sont pas premiers entre eux, on ne peut rien dire! Par exemple 4 | 4 et 2 | 4 mais 4 X 2 = 8 ne
divise pas 4.

EXEMPLE 54 — Sid | n et 3| n alors 12 | n car 4 et 3 sont premiers entre eut.
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PROPOSITION 55
Soient a, b, c € Z.
Si a est premier avec b et si a est premier avec ¢, alors a est premier avec be.

Preuve — Supposons a premier avec b et avec c. D’apres le théoréeme de Bézout, il existe w1, u2,v1,v2 € Z tels que 1 = au; + bv; et
1 = aug + cva. Par multiplication, on obtient :

1 = a(auiuz + uicva + bviuz) + be(viva).

Ainsi, d’apres le théoréme de Bézout, a et bc sont premiers entre eux. O

COROLLAIRE 56
Soient a,by,. . .,b, € Z. Si a est premier avec b; pour tout ¢ € {1,...,n}, alors a est premier avec by X bg X ... X by.

Preuve — Cette généralisation de la proposition précédente se démontre par récurrence sur n. O

PROPOSITION 57
Soient a,b € Z. Si a est premier avec b alors a™ est premier avec b pour tous m,n € N.

Preuve — Soient m,n € N. Sim =0oun=0o0naa™ =1 oub™ =1, et dans ce cas le résultat est vrai.

Supposons m,n # 0. Comme a est premier avec b, le corollaire précédent nous dit que a est premier avec b™. Comme b"™ est premier

avec a, le corollaire précédent nous dit que b™ est premier avec a™. O
EXEMPLE 58 — Soitn € N*. Comme n est premier avec n—1 et avec n+1, n est premier avec (n—1)(n+1) = n*—1.

PROPOSITION 59
Soient a,b € Z. Posons d = pged(a,b). Alors il existe des éléments o’ et V' de Z tels que

a=dad,b=db, et pged(d,b)=1.

Preuve — Si (a,b) = (0,0), alors a’ = b’ = 1 conviennent.

/

Supposons que (a, b) # (0,0). Comme d = pged(a,b), on sait que d | a et d | b. Les nombres a’ = sont donc

— b
pgcdaia,b) 0= pgcd(a,b)
des entiers, tels que a = da’ et b = db’. On a alors d = pgcd(a,b) = pged(da’,db’) = dpged(a’,b’). Donc, comme d est non nul, on a

pged(a’,b’) = 1. O

ProrosiTION 60 »
Soit € Q un nombre rationnel. Alors il existe un unique couple d’entiers (p,q) € Z x N* tel que r = =, avec p
q

et g premiers entre eux.
L’écriture d’un rationnel sous cette forme est appelée forme irréductible.

Preuve —
e Existence : Comme r € Q, il existe (a,b) € Z x N* tel que r = %, Posons d = pged(a, b
pd

existe p € Z et ¢ € N* tels que a = pd, b = qd et pged(p,q) = 1. On a donc r = % ===
q

. D’aprés la proposition précédente, il

=

, avec p et ¢ premiers entre eux.

QD

e Unicité : Soient (p1,q1) € Z X N* et (p2,q2) € Z X N* tels que r = Z—l = Z—Q et pged(p1, q1) = pged(p2, ¢2) = 1.
1 2

On a alors p1g2 = p2q1, donc ¢2 | p2g1. Comme g2 et pa sont premiers entre eux, le théoréeme de Gauss nous di que ¢2 | ¢1. Par
symétrie des roles de g1 et g2, on en déduit que ¢1 | g2. Ainsi on a |g1| = |g2], et par positivité de g1 et g2 on obtient ¢ = g2. Comme

p1g2 = p2qi1, on obtient également p; = pa, ce qui conclut la preuve. O

6.4 NOMBRES PREMIERS

6.4.1 L’ensemble des nombres premiers

DEFINITION 61
Soit p € N. On dit que p est un nombre premier si p est différent de 1 et si ses seuls diviseurs positifs sont 1 et p.
On note P 'ensemble des nombres premiers.

ExXEMPLE 62 — 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 23, ..., sont les plus petits nombres premiers.
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THEOREME 63
Tout nombre entier n > 2 a au moins un diviseur premier.

Preuve — Soit n > 2. L’ensemble des diviseurs de n qui sont positifs et différents de 1 est une partie non vide de N\ {0, 1}. Il admet
donc un minimum p.

Si p n’était pas premier, alors il admettrait lui-méme un diviseur ¢ tel que 2 < ¢ < p. Comme ¢ | p et p | n, on aurait g | n g. Cela est
une contradiction avec la minimalité de p.

Ainsi, p est un nombre premier, et p divise n. O

ProrosiTioN 64
Tout nombre entier n > 2 qui n’est pas premier a au moins un diviseur premier p tel que 2 < p < /n.

Preuve — Soit n un entier supérieur ou égal & 2 et non premier. En reprenant la démonstration précédente, le minimum p de
I’ensemble des diviseurs supérieurs ou égaux a 2 de m est un nombre premier. Comme p divise n, il existe ¢ € N tel que n = pq. q est

alors un diviseur de n, donc p < ¢ par minimalité de p. On a donc p? < pg = n, d’ou p < \/n. O

REMARQUE 65 — Le résultat précédent fournit une méthode pour déterminer si un nombre n est premier ou
non :

on effectue successivement la division euclidienne de n par tous les entiers inférieurs a \/n, et si l'une des
divisions donne un reste nul alors n n’est pas premier. Sinon, n est premier.

On peut améliorer cette méthode et dresser la liste des nombres premiers p < n de maniére algorithmique en
utilisant le crible d’Eratosthéne.
Pour cela, on écrit tous les nombres compris entre 2 a n, puis on procéde comme suit :

1. Le plus petit nombre est 2 qui est premier, et tous les multiples stricts de 2 ne sont pas premiers, on élimine
alors tous ces multiples,

2. Le premier nombre restant est 3, qui est donc premier, et tous les multiples stricts de 3 ne sont pas premiers,
on élimine alors tous ces multiples,

3. Le premier nombre restant est 5, qui est donc premier, et tous les multiples stricts de 5 ne sont pas premiers,
on élimine alors tous ces multiples,

4. On poursuit ainsi jusqu’a tomber sur un nombre supérieur a \/n.
Les entiers non €limés sont alors exactement les nombres premiers inférieurs a n, puisque les entiers non premiers
inférieurs a n possédent un diviseur premier inférieur d \/n et ont donc été éliminés.

ProposiTION 66
Soient p un nombre premier et a € Z.
Alors soit p divise a, soit p et a sont premiers entre eux.

Preuve — Comme le pged de p et a divise p et que p est premier, on a pged(p,a) =1 ou pged(p, a) = p. Supposons que p ne divise
pas a. On a alors pged(p, a) # p car pged(a,p) | a, donc pged(p,a) =1 et a et p sont premiers entre eux. O

@ Ce résultat, comme un certain nombre en arithmétique, n’est vrai que si p est un nombre premier. Par
exemple, 6 ne divise pas 15 et 6 et 15 ne sont pas premiers entre eux.

6.4.2 Théoreme d’Euclide et petit théoréme de Fermat

PROPOSITION 67
Soient p, ¢ € N deux nombres premiers distincts. Alors p et ¢ sont premiers entre eux.

Preuve — Soient p, ¢ deux nombres premiers. Supposons que p et ¢ ne sont pas premiers entre eux. La proposition précédente nous
dit alors que p divise q et que g divise p. On obtient donc que p = q. Par contraposition, on obtient le résultat. O

THEOREME 68 (Théoréme d’Euclide)
Soient p un nombre premier et a,b € Z.
Sip|ab, alors p|aoup|b.

Preuve — Supposons que p | ab.

e Si p divise a, c’est bon.
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e Sinon, p ne divise pas a. Comme p est premier, p et a sont alors premiers entre eux. Le théoréme de Gauss nous dit alors que p

divise b, ce qui conclut la preuve. O

PROPOSITION 69
Soient p un nombre premier et ay,...,a, € Z.
Si p divise le produit ay x ... x a, = II";a;, alors p divise I'un des a;.

Preuve — Cette généralisation du théoréme précédent se démontre par récurrence sur n. |
EXEMPLE 70 — Soit (a,b) € Z2. Si 2 | ab, alors 2 | a ou 2 | b, car 2 est un nombre premier.

THEOREME 71 (Petit théoreme de Fermat)
Soit p est un nombre premier et a € Z. On a :

p

a? = a mod p.

Si p ne divise pas a, alors :
a?~! =1 mod p.

Preuve — Démontrons dans un premier lieu le résultat pour a > 0. Nous allons procéder par récurrence sur a.

e Initialisation : Pour ¢ = 0 on a 0P = 0 mod p.

e Hérédité : Supposons que a? = a mod p pour un a > 0. La formule du binéme nous donne : (a + 1)? = Z:O ak (;) On rappelle
k < s (kY p! N _ .

que (p) est égal a (p) = Wp—R oun!=1x2x...Xn, et que ce nombre est un entier.

Soit 1 < k < p — 1. Comme p est premier, p ne divise donc pas k! ni (p — k)!, alors que p divise p!. Ainsi, le théoréeme d’Euclide

appliqué a (k!(p — k)')(’;) = p! nous dit que p divise (I]j) On obtient donc :
- k
(a+1)P = Zak< ) =14+0+...40+ aP mod p=a+ lmod p,
P
k=0

ce qui prouve que le résultat est vrai pour a + 1.
Le résultat est ainsi vrai pour tout a > 0.

Soit maintenant @ # 0. Sip =2, on a (—1)2 = 1 = —1 mod 2. Si p # 2 alors p est impair et (—1)? = —1 = —1 mod p. Ainsi, on
obtient :
@ = (~lal)? = (~1)?Ja] mod p.

Maintenant, lorsque p ne divise pas a, alors a est premier avec p. D’apres le théoréme de Bézout il existe u,v € Z tels que au+bp = 1.
Cela donne :
ua? = aP~ ! mod p = ua mod p = 1 mod p.

O

REMARQUE 72 — Le petit théoréme de Fermat est trés utile pour calculer/simplifier les puissances d’un nombre
entier a modulo p. Nous reverrons ce théoréme, qui est trés important, en étudiant les groupes (voir chapitre
Structures algébriques).

EXEMPLE 73 — Calculer 20212°%! mod 13 (déterminer le reste de 2021221 dans la division euclidienne par 13).
Le nombre 13 est premier. D’apreés le petit théoréme de Fermat, on a donc 20212 =1 mod 13.

La division euclidienne de 2021 par 12 donne : 2021 = 12 x 168 + 5.
D’autre part, on a 2021 = 6 mod 13. On a donc :
20212021 = 612x1685 mod 13 = (6'%)'%® x 6° mod 13 = 6° mod 13.
Cela permet de terminer le calcul :
62 =36 = —-3mod 13, 6*=(6%)>=9mod 13, 6° =9 x 6 mod 13 =2 mod 13.
Donc, 20212921 = 2 mod 13.

Prorosition 74
L’ensemble P est infini : il existe une infinité de nombres premiers.

Preuve — Supposons par I’absurde qu’il existe un nombre fini N de nombres premiers, notés p1,p2,...,pN-

On pose alors p=p1 X p2 X ... Xpy + 1. Pour tout 1 < j < N, HzNzlpi est un multiple de p;. Ainsi, pour tout 1 < 5 < N, p; ne
divise pas p. En effet, sinon p; diviserait p — Hf-vzlpi =1, ce qui est impossible puisque p; > 1.

On remarque que p est un nombre entier supérieur ou égal a 2. Il admet donc un diviseur premier. Par hypothese, ce diviseur est
forcément de la forme p;, pour un ig € {1,..., N}. Cela implique que p;, | p, ce qui est absurde.

Ainsi, le nombre de nombres premiers est infini, ce qui conclut la preuve. O
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6.4.3 Décomposition en produit de facteurs premiers

THEOREME 75 (Théoréme fondamental de I’arithmétique)
Soit n € N un entier naturel, avec n > 2.
Alors n se décompose, de maniére unique a l’ordre pres des termes, en produit de facteurs premiers :

a1 (67} XN
n=pi"t X py? X ... XpR~,
ou les p; sont des nombres premiers deux a deux distincts et les a; sont des entiers naturels non nuls.

Preuve —
— Euzistence : Démontrons ce résultat par récurrence sur n. Pour tout n > 2, on note (H,) la propriété : « n se décompose en
produit de facteurs premiers. »
o Initialisation : n = 2 est un nombre premier, donc n s’écrit comme le produit de nombres premiers. Donc (Hz) est vraie.
e Hérédité : Soit n > 3. Supposons (Hy) vraie pour tout 2 < k <n — 1.
Si n est premier, alors n se décompose en produit de facteurs premiers.

Sinon, il existe des entiers naturels a, b, avec a,b > 1, tels que n = ab. On a ainsi a < n et b < n, donc ’hypothese de
récurrence s’applique & a et a b, qui se décomposent en un produit de facteurs premiers. Comme n est le produit de a et b, il
est un produit de facteurs premiers, donc (Hy) est vraie.

— Unicité : Supposons que n se décompose en deux produits :

n=pit x...xpRP¥ et n:qflx.uxqu,

ou les p; et g; sont des nombres premiers, avec les p; distincts deux & deux, les g; également, et ou les o, B; sont des entiers
naturels non nuls.

Pour tout ¢ € {1,...,N} on a p; | n, donc p; divise I'un des ¢;. Comme p; et g; sont des nombres premiers, on a p; = g;.
Donc, {p1,...,pn} C{aq1,---,qr}-

Par symétrie des réles, on en déduit que {q1,...,qr} C {p1,...,pn}. Ces deux ensembles sont donc égaux et on a N = R.
Quitte & permuter les indices, on peut supposer que p; = g; pour tout ¢ € {1,..., N}.

Soit << N.On ap;’ |n, avecn:qfl X...qu:qf

“ X k. Comme g¢; = p;, on a pged(p;?, k) = 1. Ainsi, le théoréme de
Gauss nous dit que p?i | p;*. Donc a; < B;. Par symétrie des réles, on a de méme 3; < oy, donc finalement a; = ;.

Cette décomposition en produit de facteurs premiers est donc unique a ’ordre pres.

DEFINITION 76

Soient n > 2 un entier naturel et p un nombre premier.

On définit v,(n) I'exposant de p dans la décomposition de n en facteurs premiers ( avec v,(n) = 0 si p ne divise
pas n). L’entier v,(n) est appelé la valuation p-adique de n.

REMARQUE 77 — On a vp(n) = max{k € N | p* divise n}.
On peut aussi écrire l'entier n comme :

n = lpep, pénpyp(n)-

METHODE 78 — Pour décomposer un nombre entier n > 2, on peut procéder de la fagcon suivante :

1. On cherche la plus grande puissance oy > 0 de 2 divisant n, on obtient n = 2%'ny ou ny € N et ny n'est
plus divisible par 2. Siny =1, on a terminé, sinon on passe a l’étape suivante.

2. On cherche la plus grande puissance as > 0 de 3 divisant ny, on obtient alors n = 2% X 3*2ny ot ng € N
et ng n'est plus divisible par 3 (ni 2 par la premiére étape). Si ne = 1, on a terminé, sinon on passe a
[’étape suivante.

3. On cherche la plus grande puissance az > 0 de 5 divisant na, etc.
EXEMPLE 79 — 360 =23 x 32 x5, 147=3x72%, 1575 =3%2x5%x 7.

ProrosITION 80
Soit un entier n > 2. Soit n = pi* X ... x pRN la décomposition de n en facteurs premiers, avec p; des nombres
premiers distincts deux a deux et «; des entiers naturels non nuls.

Alors les diviseurs positifs de n sont exactement les entiers de la forme pi* ... p?\,” avec 0 < f3; < «; pour tout
1<i<N.

L’entier n possede ainsi I, (o; + 1) diviseurs.

Preuve — Soit m un diviseur de n. Alors tous les facteurs premiers de m sont des diviseurs de n. Ainsi, m est de la forme
_ B BN
m=pi" ...y .

Comme m | n on a pfi | n pour tout 1 <4 < N, donc B; < a; d’apres la preuve du théoreme.
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Réciproquement, tout entier m de la forme m = pfl .. .p?VN avec 3; < a; V1 <1i < N est un diviseur de n.

Par unicité de la décomposition en facteurs premiers (& I'ordre pres des termes), le nombre de diviseurs de n est égal au nombre de
choix possibles des N entiers (81, ...,8n). Comme on a 3; € {0,...,a;}, on a a; + 1 choix pour j;, ce qui donne Hf’zl(ai +1)

diviseurs de n. O

EXEMPLE 81 — Les diviseurs positifs de 45 = 3% x 5 sont les suivants : 3° x 50 =1, 39 x5 =5, 3 x 5% = 3,
3x5=1532x5=9, 3% x5=45.

On dispose du résultat suivant pour calculer le pged et le ppem de deux entiers & partir de leur décomposition
en produit de nombres premiers.

PROPOSITION 82
Soient a,b € N supérieurs ou égaux & 2. On suppose que a = pJ* X ... x pN et b = p?l X ... X p]BVN, ou les p;
sont des nombres premiers distincts deux & deux et les o, 5; sont des entiers naturels (éventuellement nuls).

Alors on a :

min(a1,81) min(an,B8N)

e pged(a,b) = py X ... X Py )

[ ppcm(a, b) = pxlnax(al,ﬂl) X ... X pxax(aN“BN).

Preuve — On montre que pTin(al’Bl) X .. X p%ill(aN’ﬂN) est un diviseur commun de a et b, et le plus grand de leurs diviseurs
communs.

On montre que p;nax(al’ﬂl) X ... X pr]r\;ax(aN’BN) est un multiple commun de a et b, et le plus petit de leurs multiples communs.
Les Propositions 25 et 39 nous disent alors que ces quantités sont pged(a, b) et ppcm(a, b). O

EXEMPLES 83
e pged(147,1575) =3 x 7 =21,
e ppem(147,1575) = 32 x 52 x 72 = 11025.

On établit alors la relation suivante qui lie pged et ppem.

PROPOSITION 84
Soient a, b € Z. Alors on a
pged(a,b) x ppem(a, b) = |al x |b].

En particulier, si a et b sont premiers entre eux, on a ppcm(a, b) = |a| x |b].

Preuve — On peut supposer a et b positifs. Si a =0 ou b = 0 on a ppcm(a,b) = 0, et le résultat est vrai. Sia=1oub=1ona
pged(a, b) = 1, et le résultat est vrai.

Supposons que a > 2 et b > 2. Soient p1,...,pN les nombres premiers divisant a ou b. D’apres le théoréme fondamental de

'arithmétique, on a alors a = pi't x ... x pR¥ et b= p'fl X ... X p?\,N, ol les «;, 3; sont des entiers naturels (éventuellement nuls).

La proposition précédents nous fournit alors les valeurs de pged(a, b) et ppcm(a, b) en fonction des p;, a; et 8;. On a alors :

min(ay,Bn)+max(an,BN)

pged(a, b) x ppem(a,b) = p'f‘in(alﬁ”*max(al’ﬁl) X ... XDy
:pcll1+[31 X.._XP?VN"‘/BN —ab ’
ce qui conclut. |

EXEMPLE 85 — Les multiples communs a 12 et 18 sont les multiples de 36.

12 x 18 12 x 18
E t 12,18) = = =36
n effet, ppcm(12,18) pacd(12, 18) 6

PROPOSITION 86
Soient a,b € Z. Alors a et b sont premiers entre eux si et seulement s’ils n’ont pas de facteurs premiers en
commun dans leur décomposition en produit de facteurs premiers.

Preuve — Si a et b sont premiers entre eux, alors leur seul diviseur commun positif est 1 et ils n’ont donc pas de facteur premier en
commun.

Réciproquement, supposons que a et b n’ont pas de facteurs premiers en commun. Notons d = pged(a, b). Si 'on avait d > 2, alors d
admettrait un diviseur premier p. Comme d divise a et b, p diviserait également a et b et il serait donc un facteur premier commun &

a et a b, ce qui est impossible. On a donc d = 1, donc a et b sont premiers entre eux. O

EXEMPLE 87 — 825 = 3 x 5% x 11 et 56 = 23 x 7 sont premiers entre eus.
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Chapitre 7 Polynomes a une indéterminée

Table des matieres du chapitre
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Un polynome s’écrit de la forme
P(X)=a, X" +ap 1 X" '+ ... +a1X +ag

ou les a; s’appellent les coefficients de P et X ou est 'indéterminée.

On retrouvera les polynémes tant en analyse (par ex. les développements limités) qu’en algébre (par ex. polynéme
caractéristique d’une application linéaire).

Une bonne maitrise des produits, divisions et factorisations de polynomes ainsi que de la caractérisation des
racines est indispensable.

7.1 POLYNOMES, OPERATIONS, DEGRE, FONCTIONS POLYNOMIALES

Polynomes a une indéterminée

DEFINITION 1
Soit K un corps. On appelle polynéme & une indéterminée a coefficients dans K toute suite d’éléments (a,)nen
d’éléments de K qui est nulle & partir d’un certain rang :

3d € N, tel que (ap)nen = (ag,a1,...,a4,0,...,0,...).
L’ensemble des polynémes est noté K[X].
DEFINITION 2

Soit K un corps. On définit sur K[X] deux lois internes (4, x) et une loi externe (.) :
1. L’addition, +, est définie par :

(ao,...,ad,O,...)—l—(bo,...,bd/,O,...):(a0+b0,a1—|—b1,...,ak+bk,...):(an+bn)neN.

Une telle suite est bien dans K[X] car ¢ = 0 pour k > sup(d,d’).
La suite nulle, notée Og[x] = (0,...,0,...) ou 0, est I'élément neutre pour I'addition +.

2. La multiplication, x, est définie par :

n

(agy.--,a4,0,...) X (boy...,bar,0,...) = (Cn)nen, avec ¢, = Zakbn_k.
k=0

Une telle suite est bien dans K[X] car ¢; = 0 pour k > m + n.
On note 1gx] = (1,0,...,0,...), ou 1, I'’élément neutre pour la multiplication x.
3. La multiplication par un scalaire de K, ., définie par :

K x K[X] — K[X]
()\,(ao,al,...,ad,O...)) — )\.(an)neN:(A.ao,)\al,...,)\.ad70,...).

ProposITION 3

Soit K un corps. Soient P, @, R € K[X]. Soit A € K. On a :
1. P+(Q+ R)=(P+ Q)+ R (+ est associative);
2. P+Q =Q+ P (+ est commutative) ;
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P+0=04 P = P (0 est le neutre de +);

A(P+ Q)= AP+ AQ (. est distributive sur +);

Px(Q x R)=(PxQ)x R (x est associatve) ;

(P x Q)= (Q x P) (x est commutative);

(Px1)=(1xP)=P (1 est le neutre de x);
Px(Q+R)=PxQ+PxR=(Q+R) x P (x est distributive sur +);
9. Px (AQ)=APxQ (x et.commutent).

L’ensemble (K[X],+,.) est donc un K-espace vectoriel.
L’ensemble (K[X], +, x) est donc un anneau commutatif.
L’ensemble (K[X],+, X, .) est donc une K-algebre.

e A T

PRrOPOSITION 4

Soit K[X] un corps. Soient P,Q € K[X].

On a P x Q =0 si et seulement si P =0 ou @ = 0.
L’anneau K[X] est integre.

Ecriture d’un polynome

DEFINITION 5
Soit K un corps. On définit I’'indéterminée de K[X] comme la suite X = (0,1,0,...,0,...).

PROPOSITION 6
Dans K[X], on pose X = 1. Pour tout k¥ € N, on a alors :

XF=Xx...xX=(0,...,0,1,0,...,0,...).
k foi k

Tout polynéme P € K[X] non nul s’écrit de maniére unique de la forme :
P=a, X"+ an 1 X" ' +...+ao,
avec ag, ..., a, € Ket a, # 0.

REMARQUE 7 — L’indéterminée X est un élément trés important pour travailler dans K[X].

On écrit souvent P(X) a la place de P. Cette écriture est parfois trés utile (par exemple pour différencier un
polynéme P(X) de sa fonction polynémiale associée x — P(x)).

Un polynome quelconque de K[X] est ainsi de la forme P(X) = ZZ:O ar X", pour un n > 0 et des ag, . .., a, € K.

COROLLAIRE &
n

Soit P(X) = Z a; X" € K[X] un polynéme. Alors P(X) est le polynome nul si et seulement si 'on a aj, = 0
k=0
pour tout k € {0,...,n}.

REMARQUE 9 — La somme de polynomes sous la nouvelle écriture ne pose pas de problémes. Pour le produit, on
n m m+n k
(Z aka> X <Z kak> = Z e X®, avec ¢, = Zaibk_i.
k=0 k=0 k=0 i=0

EXEMPLE 10 — Pour multiplier rapidement deux polynomes, on utilise la distributivité du produit sur la somme
et on regroupe les termes de méme degré :

(X+D)(X3+ X +2)=X"(1.1) + X311 + X2(1.1) + X(1.1+12) + (1.2) = X* + X3 + X2 +3X +2,
X2+ X +1)(X?—4X +3) = XH1.1) + XP(1.(=4) + 1.1) + X3 (1.1 4+ 1.(—4) + 1.3) + X (1.3 + 1.(—4)) + (1.3)
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Degré d’un polynome

DEFINITION 11
n

Soit P(X) = Z a, X" un polynéme non nul. On appelle degré de P, noté deg(P), le plus grand entier & tel que

k=0
ag 75 0.
Pour d = deg P, le terme azX? est appelé terme dominant du polynéme P, ay le coefficient dominant de P.
ag est appelé le coefficient constant de P.
On dit que P est un polynéme unitaire si son coefficient dominant vaut 1.
Enfin, le degré du polynéme nul est par convention deg(0) = —oc.

EXEMPLES 12 Le polynome 2X? + X + 1 n'est pas unitaire, mais X' + X3+ 2 Uest. On a deg(X"+ X3 +2) = 1.
Pour A € K* on a deg(\) = 0, tandis que deg(0) = —oo.
Pour tout n > 0, on a deg(X™) = n.

PROPOSITION 13
Soient P,Q) € K[X]. Il résulte des définitions de + et x que

L. deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q));
Si deg P # deg @, alors deg P + @ = max(deg P, deg Q).

2. deg(P x Q) =deg P +degQ;
3. VA € K*, deg A.P = deg P.

EXEMPLES 14
1. deg((X3 + X +3)+ (X2 +2) =3;
2. deg((XP+ X +3)+(—X3+3X+7)=1;
3. deg((X3+ X +2)(X5+3X*+2)) =8.

n
REMARQUE 15 — % L’écriture P(X) = Zaka avec ag, . .., an € K nous dit seulement que deg(P) < n.
k=0

Il faut rajouter la condition a, # 0 pour avoir deg(P) = n.

DEFINITION 16
Soient K un corps et n € N. On définit K,,[X] I'ensemble des polynomes sur K de degré inférieur ou égal & n :

K,[X] = {P € K[X], deg(P) < n}.
L’ensemble K,,[X] est un sous-espace vectoriel de (K[X], +,.).

Fonctions polynomiales

DEFINITION 17

Soit P(X) € K[X], avec P(X) = Z apX"*. On appelle fonction polynomiale associée au polynéme P(X), la
k=0
fonction notée P ou fp ou (z — P(x)), définie par :

K — K

x — P(x) ::Zaka:k )
k=0

REMARQUE 18 — La fonction ¢ : P(X) € K[X] — (z — P(2))F(K,K) vérifie les propriétés :
* P(P+Q)=¢(P)+¢(Q);
o Y(A\.P) = (P);
o (P xQ)=1(P)xy(Q).

En particulier, ¢ est une application linéaire de K[X] vers F(K,K), ainsi qu'un morphisme d’anneauz, et un
morphisme de K-algébres.
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7.2 L’ESPACE VECTORIEL K[X]

Familles échelonnées en degré

PROPOSITION 19

Soient K un corps et n € N. L’espace vectoriel (K[X 1, +, ) est un K-espace vectoriel de dimension infinie.

La famille {1, X,..., X",...} = {X* k > 0} est une base de cet espace vectoriel, appelée base canonique de
K[X].

Le sous-espace vectoriel K, [X] des polynomes de degré au plus n est un sous-espace vectoriel de K[X], de
dimension n + 1.

La famille {1, X, ..., X"} est une base de cet espace, appelée base canonique de K, [X].

DEFINITION 20
Soit { Py, ..., Py} une famille de polynémes de K[X]. On dit que cette famille est échelonnée en degré si deg P; = ¢
pour tout i € [0, n].

PROPOSITION 21

Soit {Py,...,P,} une famille de polynémes de K[X] échelonnée en degré. Alors cette famille est une base de
K, [X].

REMARQUE 22 — Si vous pouvez montrer qu’une famille de n+ 1 polynomes est échelonnée en degré, vous aurez
montré que c’est une base de K,[X]. La famille (1,1 4+ X, 1+ X + X2, ..., 1+ X +...+ X") est une base de
K, [X] car elle est échelonnée en degré.

Plus généralement, une famille {Py,...,P,} de polynomes qui sont de degrés tous distincts est libre. En
réordonnant ces polynomes selon leur degré, on peut voir cet ensemble comme une sous-famille d’une famille
échelonnée en degré.

Nous allons voir une famille de polynomes assez classique et tres utile qui elle n’est pas écéhelonnée en degré,
mais qui forme une base de K, [X].

Polynomes interpolateurs de Lagrange

DEFINITION 23
Soit n > 1. Soient ay, ..., a, € K des éléments deux a deux distincts.
On définit la famille de polynémes {Lq, ..., L}, appelés polynomes interpolateurs de Lagrange, par :

= % X — (X = i— X_i X_n .
Li(X) == =0 _ X —a). (X —ai)(X —aip)... (X —a )’VZE[[O’”]].
H (ai *ak) (ai 7@0)...((11‘ 7@2'_1)(@1‘ —a,;_,_l)...(ai 76Ln)
k=0,k+#i
PROPOSITION 24
Soit n > 1. Soient ag, ..., a, € K deux a deux distincts. On a alors :
1. Li(aj) = (Si,j, Vi € [[O,n]] ((Si’j =1lsii=jet (Si,j =0sizt 7é j)
2. La famille {Lo, ..., L,} est une famille de polynémes de degré n qui forme une base de K, [X].

3. Soit P € K,[X]. Alors P(X) = zn:P(ai)Li(X).
i=0

4. Soient by, ..., b, € K.
11 existe un unique polynéme @ € K, [X] tel que Q(a;) = b; pour tout 0 <i<n.On a:

EXEMPLE 25 (Matrice de Vandermonde) — Soient ay, ..., a, € K des éléments deuz & deux distincts. On cherche
a montrer que la matrice suivante, appelée matrice de Vandermonde, est inversible et a calculer son inverse.

1 ao ag
V(ag,...,an) = : n.

1 an_q Q1

1 a, an
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Soient yg, .. .,yn € K. On cherche a résoudre :
zo.1 + x100 + ... + THa]
zo 0 140 . nto mn
V(ag,...,an) | = | = : :
zo. 1+ x108n-1+ ...+ T0al_4
zol+z108 + ... + THAT Yn
En posant P(X) =xo + 21X + ... + 2, X™, le polynome P serait alors un polynome de degré au plus n tel que
P(a;) = y; pour tout i € [0,n]. D’aprés ce qui précéde, un tel polynéme existe et vaut :
n
i=0
Ainsi, le systéme linéaire initial posséde toujours une solution. Cela implique que la matrice V(ag,...,a,) est

inversible. Pour trouver la valeur de (xo,...,x,) en fonction de (yo,...,yn), il suffit de développer chaque
n

polynéme interpolateur de Lagrange. Pour L; = Zam-Xi, on a alors r; = Z?:o a;i jy;j. Ainsi, Uinverse de la
i=0

! = (aij)o<ij<n-

matrice de Vandermonde est V(ag, ..., ay)
REMARQUE 26 — Nous venons de montrer qu’en prenant n + 1 points deuz a deux distincts, un polynome de
degré au plus n, €tait uniquement déterminé par sa valeur en ces n+ 1 points.

Si K a une infinité d’éléments, alors il existe des familles de polyndomes interpolateurs de Lagrange pour toute
famille de points aussi grande que l’on veut.

1l existe cependant des corps K avec un nombre fini d’éléments. Sur un tel corps, on ne peut interpoler que pour
n+ 1 < Card(K) points distincts.

EXEMPLE 27 — Trouver le polynome P € R[X] de degré au plus 2 tel que P(0) =1, P(1) =2 et P(3) = 3.

7.3 L’ANNEAU K[X], DIVISION EUCLIDIENNE DE POLYNOMES

THEOREME 28 (Division euclidienne de polynémes)
Soient A et B € K[X] avec B # 0. Il existe un unique couple (Q, R) € K[X]? tel que :

A=QB+R avec deg R < deg B.

Preuve — L’unicité se montre comme pour la division euclidienne d’entiers : on suppose qu’il existe deux couples possibles, et on
montre qu’ils sont égaux.
Existence : Le cas B = A € K* (deg B = 0) est immédiat avec (Q, R) = (A~1A,0). Supposons B non constant.
On procéde par récurrence sur deg(A). On remarque d’une part que si deg(A) < deg(B), alors (Q, R) = (0, A).
D’autre part, si deg A > deg B, en écrivant :
A=apn X"+ ...+ a0, B=bnX™ + ...+ bo, avec anbm # 0,
a
on remarque que le polynéme A — —~ X"~ ™ B est de degré strictement inférieur adeg(A), ce qui permet d’appliquer ’hypothése de

m
récurrence a ce dernier. 0

REMARQUE 29 — Soient A, B € K[X] avec B non-nul. On a B|A si et seulement si le reste de la division
euclidienne de A par B est nul.

EXEMPLE 30 (Algorithme de la division euclidienne ) —
On effectue une division euclidienne de polynémes en faisant descendre le degré du polynome a diviser. Voici en
exzemple la division euclidienne de A = X° +4X* +2X3+ X? - X —1par B=X>-2X +3 :

X5 4+4X* 42X% 4+X?2  —X -1 | X3-2X+3
4X*  44X3 —2X?2 X -1 [ X?+4X+14
4X3  46X2 -13X -1
6X2 —5X —13

On trouve finalement X° +4X* +2X3 + X2 — X +1= (X3 —2X +3)(X2 +4X +4) + (6X%2 - 5X — 13).

REMARQUE 31 — Soit K un corps.

Alors, Uanneau des polynomes K[X]| est un anneau euclidien.

En particulier, c’est un anneau intégre et un anneau principal.

Tous les résultats sur les anneauz principauz (pged et ppem, Bézout, Gauss, dcomposition en facteurs irréductibles)
s’appliquent donc a K[X].
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7.4 RACINES D’UN POLYNOME, DERIVATION, FACTORISATION

DEFINITION 32
Soient P € K[X] et a € K. On dit que « est une racine du polynéme P sil'on a P(a) = 0, ot P(«) désigne
I'image de a par la fonction polynémiale associée a P.

PROPOSITION 33
Soient P € K[X] et a € K.
Alors, a est une racine de P si et seulement si (X — a)|P(X).

Preuve — On écrit la division euclidienne de P(X) par (X —a) : P(X) = (X — a)Q(X) 4+ R(X) avec deg(R) < deg(X — A) = 1.
R(X) est donc un polynéme constant : R(X) = A. L’évaluation en a donne P(a) = 0.Q(a) + R(a) = A. Ainsi, a est une racine de P
si et seulement si R(X) = 0, si et seulement si (X — a) divise P(X). O

DEFINITION 34

Soient P € K[X], a € K, et k > 1. On dit que a est une racine de multiplicité k£ de P si l'on a (X — «)*|P et
(X —a)ktt yp.

Une racine de multiplicité 1 est appelée racine simple de P.

PROPOSITION 35
Soient P € K[X] et ay,...,a, € K, tels que aq,...,a, sont des racines de P de multiplicités respectives ay, ...,
Alors il existe Q € K[X] tel que :

P=X-a)"...(X—a)"Q et Qa;)) #0,V1<i<r.

COROLLAIRE 36

Soit K un corps et P € K[X] de degré n > 0.

Alors P possede au plus n racines, comptées avec leur multiplicité.

e Pour tout n > 0, le seul polynéme @ de K,,[X] qui posséde n + 1 racines ou plus est le polynéme nul.

DEFINITION 37

Soit P € K[X] non-nul.

On dit que P est scindé s’il admet autant de racines (comptées avec multiplicité) que son degré.

Il est équivalent de dire que P(X) = a,, [[_;(X — 2;)*, pour des z1,...,2 € K.

On dit que P est scindé a racines simples si le polynome P est scindé et si toutes ses racines sont distinctes.
Il est équivalent de dire que P(X) = a,, [, (X — 2;), pour des 21,...,2, € K distincts.

EXEMPLE 38 — Le polynome X™ — 1 admet donc n racines dans C. On a vu qu’il ne posséde aucune racine
double, ce qui montre qu’il existe exactement n racines n-iemes de l'unité dans C.

REMARQUE 39 — Si le corps K est infini, deux fonctions polynomiales sont égales sur K si et seulement si leurs
polynomes associés ont les mémes coefficients.

Ainsi, par exemple, P : x € R+ 27 + 52* + 1 € R n’est pas du tout la méme fonction que Q : x € R —
2" +522 +1€R.

De telles fonctions ne sont égales qu’en au plus 4 points (on a P(x) = Q(x) ssi (P—Q)(z) =0, et deg(P—Q) =4).

DERIVATION DANS K[X]

Dérivée d’un polynéme

DEFINITION 40

Soit P € K[X] avec P = a, X™ + ...+ ag. On appelle polynéme dérivé de P, noté P’, le polynome :
P(X)=na, X"+ (n—1Dap, 1 X" 24+ ...+a.

ProrosiITION 41
Soit K un corps tel que K contient Z (Car(K) = 0). Soit P € K[X].
On a deg(P’) = deg(P) — 1 si deg(P) > 1, et P/(X) = 0 sinon.

PROPOSITION 42
Soit K un corps. La fonction D : P € K[X]| — P’ € K[X] est une application linéaire.
Si K contient Z, alors Ker(D) = {\, A € K}, 'ensemble des polynémes constants.
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PROPOSITION 43 (Formules de dérivation)
Soient P,Q € K[X], e K,m >1.On a:

1 (APY(X) = \P/(X):

2. (P+Q)(X)=P(X)+Q(X) (dérivée d’'une somme) ;

3. (PQ)(X)=P(X)Q(X)+ P(X)Q'(X) (dérivée d'un produit);
4. (P™)(X) =mP'(X)P(X)™~! (dérivée d’une puissance);

5. (PoQ)(X)=Q(X).(P'oQ)(X) (dérivée d’une composée).

Formule de Taylor

ProOPOSITION 44
Soient o € K, n > 1, k > 0. On pose P(X) = (X — a)”. En notant P*) le polynéme dérivé k-ieme de P, on a :

|
PR(X) = & ﬁ'k)!(x —a)"Fsi0<k<n et PW(X)=0sik>n.

On en déduit que P (X) = n!, et que P*)(a) = 0si k # n.

THEOREME 45 (Formule de Taylor pour les polynomes)
Soit K un corps contenant Z. Soient a € K et P € K[X] de degré n. On a I'égalité suivante :

) P’ pr)
_a)k _ P(a) + 1('a) (X—a)—|— + n'(a) (X_a)n.
REMARQUE 46 — Nous avons montré que {Qo, Q1,...,Qn} est une base de K, [X]. Pour P un polynéme de degré
au plus n, la formule de Taylor nous dit alors que les coordonnées de P dans cette base (P(a), P'(a), ..., P (a)).

EXEMPLE 47 — Ona X? —10X +1=1+ 1TO(Xf 10) + %(X —10)2 =1+ 10(X — 10) + (X — 10)2.
Appliquer la fomule de Taylor a

1. X3+ X?*+X+1leta=1;

2.2X4 42X +1leta=—1.

7.4.1 Caractérisation des racines multiples

PROPOSITION 48 (Caractérisation des racines simples)
Soient K un corps, a € K, et P € K[X].
L’élément a est une racine simple du polynéme P si et seulement si P(a) = 0 et P'(a) # 0.

PROPOSITION 49 (Caractérisation des racines multiples)
Soit K un corps contenant Z (Car(K) = 0). Soient a € K, k > 1, et P € K[X].
Alors a est une racine de P de multiplicité & si et seulement si P(a), P'(a),...,P*~Y(a) =0 et P*)(a) # 0.

REMARQUE 50 — Le critére de caractérisation des racines simples est vrai dans tout corps K, tandis que celui
des racines multiples n’est vrai que dans un corps K contenant Z (de caractéristique nulle).

EXEMPLE 51 — Dans C[X], le polynéme P = X™ — 1 n’admet que des racines simples, puisque P’ = nX"~!
n‘admet pas de racine commune avec P.

PROPOSITION 52 (Caractérisation des facteurs multiples 2)

Soient K un corps contenant Z et P € K[X]. Soit P(X) = a, P1(X)* X Pa(X)*2 ... Py(X)* sa décomposition
en produit de facteurs irréductibles, avec P; irréductibles distincts.

Alors, on a pged(P, P') = Pi(X)*1 7! x Py(X)22=L .. Py(X)o~v—1

Ainsi, P est a facteurs irréductibles simples (a3 = ... = ay = 1) si et seulement si pged(P, P') = 1.

EXEMPLE 53 — Pour P(X) = X% +3X?+1€ Q[X], on a P'(X) =4X3+6X. Le calcul donne pged(P, P') =
Ainsi, P est un polynéme a facteurs premiers dans Q[X]. (idem pour R et C)

Pour P € Q[X]

REMARQUE 54 — Pour P € K[X] avec K = Q,R,C, en calculant P’ puis pged(P, P'), ce qui se fait trés bien
avec lalgorithme d’Euclide, on obtient ainsi un diviseur de P. Si P a un facteur irréductible de multiplicité au
moins 2, on a pged(P, P’') # 1, donc ce diviseur est non-trivial.

On peut ensuite effectuer la division euclidienne de P par pged(P, P') pour obtenir le polynéme QQ = Py ... Py.
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Théoreme de Rolle pour les polynémes réels

PROPOSITION 55 (Théoréme des valeurs intermédiaires)

Soit I = [a,b] un intervalle de R. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b].

e Si f(a) # f(b), pour tout d €]f(a), f(b)], il existe ¢ €]a, b[ tel que f(c) = d.

e Si f(a) <0et f(b) >0 (ou f(a) >0 et f(b) <0), alors il existe ¢ €]a, b] tel que f(c) = 0.

PROPOSITION 56 (Théoréme de Rolle)
Soit I = [a,b] un intervalle de R. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b].
Si f(a) = f(b), alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f/(c) = 0.

COROLLAIRE 57

Soit P € R[X].

e Soient a,b deux racines de P distinctes.

Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que P’(c) =0 (c est une racine de P).

e Si P posseéde r racines distinctes a; < as < ... < a,., alors le polynéme P’ posséde au moins r — 1 racines
b1,...,b._1 telles que b; G]ai, A4 [

P’ possede donc au moins r — 1 racines distinctes qui ne sont pas des racines de P.

Factorisation dans C|.X|

THEOREME 58 (Théoreme de D’alembert-Gauss)
Tout polynéme non constant de C[X] admet au moins une racine.

COROLLAIRE 59
Soit P € C[X] de degré n > 1. Alors P se décompose en :

T

P=a, H(X — z;)™,

i=1

ou aq,...,q, sont des entiers non nuls et zq,..., 2. sont des nombres complexes deux a deux distincts. Cette
décomposition est unique a l'ordre des z; pres.

REMARQUE 60 — On peut formuler le corollaire en disant que les polynomes irréductibles dans C sont exactement
les polynomes de degré 1, ou encore en disant que tout polynéme P € C[X] se décompose en un produit de
polynomes de degré 1.

Factorisation dans R[X]

La situation dans R est relativement différente.

LEMME 61
Soit P € R[X]. Soit & € C\ R une racine complexe de P. Alors, & est aussi une racine de P.

Preuve — On écrit P = an X™ + ...+ ag avec a; € R. Alors, on a :

P@a)=apd" +...+a1a+ao=ana™ +... +ara+ao = P(a) =0.

Donc @ est bien une racine de P. O

PROPOSITION 62
Les polynomes irréductibles de R[X] sont :

1. Les polynomes de degré 1, A(X — ), avec A # 0;
2. Les polyndmes de degré 2, aX? + bX + ¢, avec b? — 4ac < 0.

EXEMPLE 63 —

1. Le polynéme X3 + 1 n’est pas irréductile dans R[X] car —1 est une racine. Il se décompose en X3 + 1 =
(X +1)(X2-X+1).

2. X* +1 n'a pas de racines sur R mais n'est pas irréductible. Sa décomposition est :

X' +1=(X2—V2X +1)(X?+V2X +1).

60



7.4. RACINES D’UN POLYNOME, DERIVATION, FACTORISATION

3. Tout polynéme réel P de degré impair admet au moins une racine réelle. (Pourquoi ?)

COROLLAIRE 64
Soit P € R[X] de degré n > 1. Alors P se décompose en :

T

P=a, [[(X =) x [T(X? + ¢, X +d))%,

i=1 j=1

ol ai,...,an, B ..., m sont des entiers non nuls, les b; sont distincts, les (¢;, d;) sont distincts, avec c? —4d; < 0.
Cette décomposition est unique a l'ordre I'ordre des b; et des (¢;,d;) pres.
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8.1 DEFINITIONS - PREMIERES PROPRIETES

Définitions - Exemples

DEFINITION 1
Soit K un corps. Un K-espace vectoriel £ est un ensemble muni :

1. D’une addition interne

ExXE—FE
(z,y)—»z+y
telle que :
(a) Pour tous z,y,z € E: x4+ (y+2)=(z+y)+2;
(b) 1l existe un élément de E noté 0, appelé vecteur nul, tel que pour tout z € E : ©+ 0 = x;
(c) Pour tout z € E, il existe un élément de E noté —z, appelé symétrique de z, tel que : z + (—z) = 0;
(d) Pour tousz,y € E:x4+y=y+x;

2. D’une multiplication externe
KxFE—FE
(A z) = Az

telle que pour tous z, y € E et tous A, p € K|

(a) A +p)z =z + px.

(b) A(z+y) =z + Ay.

(¢) A(p.z) = (Ap).x.

(d) L. =u=.

Les éléments de E s’appellent des vecteurs , les éléments de K s’appellent des scalaires .

On notera également (E, +,.) lorsque I'on veut préciser quelles sont les opérations d’addition et de multiplication.

REMARQUE 2 — On notera toujours les lois + et . et le plus souvent, on oubliera méme de mettre le point :
2.x = 2x.

EXEMPLE 3 —

1. Un espace vectoriel n’est jamais vide, car il contient au moins le vecteur nul 0.
L’ensemble E = {0} est un espace vectoriel sur n’importe quel corps de scalaires K. L’addition et la
multiplication par un scalaire sont uniquement déterminées.

2. L’espace R? est un R-espace vectoriel. Un vecteur u de R? est défini par ses coordonnées (Zj) La somme

et le produit par un scalaire sont définis de la facon suivante :

! !
Yo = (37),@: (?) ER2 VAER, utv= ("T‘Lx,), A= (Ax)
Yy Yy y+y Ay
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3. De la méme maniére, lespace K? est un K-espace vectoriel. Un vecteur u est défini par ses coordonnées

(‘z) . La somme et le produit par un scalaire sont définis par :

/ /
Va = <w>7v: (x,) €K VAEK, utv= (”“”3,), A = (M)
y Yy y+y Ay

Exemples fondamentaux

ProrosiTION 4
R est un Q-espace vectoriel.
C est un R-espace vectoriel et un Q-espace vectoriel.

PROPOSITION 5
Si E et F sont deux K-espaces vectoriels alors F x F' muni de ’addition

(ExXF)x(ExF)— ExXF
((z,9), (@",y) = (z+ 2"y +4)

et de la multiplication externe

Kx(ExF)—ExF
A, (2,9)) = (Az, Ay)

est un K-espace vectoriel. £ x F' est appelé espace vectoriel produit de E et F'.

EXEMPLE 6 — Sin € N* alors K" est un K-espace vectoriel, avec

1 Y1 1+ Y
T2 Y2 To + Y2
Vu=| . |,v= eK®, u+tv= ,
xn y"l xn + yn
)\(El
)\1‘2
VA e K, Au =
ATy,

Le vecteur nul est (0,0,...,0).

PROPOSITION 7
Soit F un K-espace vectoriel et X un ensemble quelconque.
Alors 'ensemble F(X, E') des fonctions f : X — E est un K-espace vectoriel, les lois étant définies par :

Vi,ge F(X,E), VAEK, f4+g:t— f(t)+g(t), \f:t— Af(1).
Le vecteur nul est alors la fonction constante a 0.

EXEMPLE 8 — 1. F([-1,1],R) est un R-espace vectoriel.

2. KN = F(N,K), l'ensemble des suites (un)nen @ valeurs dans K, est un K-espace vectoriel. On définit
Uaddition et la multiplication par un scalaire :

(un)nEN + (vn)nEN = (’Lbn + Un)neN
v(un)nGNv (Un) S KN, Ve K7
A (Un)nen = (AUn)nen

8.2 SOUS-ESPACES VECTORIELS

DEFINITION 9
Soit E un K-espace vectoriel.
On dit que F' C E est un sous-espace vectoriel de E si F' # () et si

YA\ pueK Ve,ye Fy e+ py € F.
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REMARQUE 10 — Si F est un sous-espace vectoriel de E alors le vecteur nul 0 de E appartient a F'.
REMARQUE 11 — Les ensembles {0} et E sont des sous-espaces vectoriels de E.

PROPOSITION 12
Si F est un sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel (E, +,.), alors (F,+,.) est un K-espace vectoriel.

Preuve — Vous pouvez faire la vérification sans probleme. O

REMARQUE 13 — Pour montrer qu’un espace est un espace vectoriel, on montrera le plus souvent que c’est un
sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel plus grand.

METHODE 14 — Soit E un K-espace vectoriel et F' C E. F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si
1. 0g € F,
2. F est stable par addition : pour tous x,y € F, x +y € F,
3. F est stable par multiplication par un scalaire : pour tout A € K et tout x € F', A\x € F.

EXEMPLE 15 — On sait que F(R,R) est un R-espace vectoriel. On veut montrer que l’espace C°(R,R) des
fonctions continues de R dans R est un sous-espace vectoriel de F(R,R). On a bien C°(R,R) C F(R,R) et :

1. La fonction nulle est continue ;
2. S f:R—Retg:R—R sont continues alors f + g : R — R est continue, donc C°(R,R) est stable par
addition ;
3.8 AN€Retf:R — R est continue alors A\f : R — R est continue, donc C°(R,R) est stable par
multiplication par un scalaire.
On en déduit que C°(R,R) est un sous-espace vectoriel de F(R,R).

PROPOSITION 16
Toute intersection de sous-espaces vectoriels de E est un sous-espace vectoriel de FE.

Preuve — L’intersection est non vide : elle contient le vecteur nul Og car tous les sous-espaces vectoriels de E contiennent Of.

Soit z,y € ﬂ F; ou les F; sont des sous-espaces vectoriels de E, soit A\, u € K. Alors Az + uy € F; pour tout ¢ € I, car F; est un
i€l
sous-espace vectoriel, et donc Az + py € m F;. O
el

REMARQUE 17 — Attention : Si F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E, en général F'U G n’est pas un
sous-espace vectoriel.

Contre-ezemple : F =R(1,0) et G =R(0,1) sont des sous-espaces vectoriels de R?, or (1,0) + (0,1) = (1,1) ¢
FuUG.

8.3 SOMME DE SOUS-ESPACES VECTORIELS, COMBINAISONS LINEAIRES

Combinaisons linéaires

DEFINITION 18
On dit que x est une combinaison linéaire de x1, ..., x, s’il existe A, ..., A\, € K tels que

=M 21+ -+ ATy

ProprosITION 19
Une partie F' C E d’un espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel si et seulement si F' est non vide et F' est
stable par combinaison linéaire : pour tous 1, ..., , € F' et tous Ay, ..., A, € K, on a

)\11’1+"‘+)\n$n€F.

DEFINITION 20
Soit A C F une partie de F, on définit le sous-espace vectoriel engendré par A comme I’ensemble des combinaisons
linéaires d’éléments de A :

Vect(A) := {ZAix”neN,)\l,...,)\n GK,zl,...,xneA}.

=1
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C’est un sous-espace vectoriel de F.
En particulier, si z1,...,x, € I, on note ’ensemble des combinaisons linéaires de x1,...,x, :

Vect(z1, - ,2pn) = {Mx1 4+ Ann | A1, , Ap €K}

ProrosiTion 21
Vect(A) est le plus petit sous-espace vectoriel contenant A.
De méme, Vect(z1,...,z,) est le plus petit sous-espace vectoriel contenant tous les vecteurs z1, ..., Zy,.

Preuve — Soit H un sous-espace vectoriel de E tel que A C H.
H est stable par combinaison linéaire donc Vect(A) C H. O

EXEMPLE 22 —
1. Dans R3 muni de (i,j,k), soit e1 = (0,1,2) et ea = (0,2,3). Alors Vect(e1,e2) est le plan vectoriel
engendré par ey et es. On a k = 2e; — eg € Vect (e1,e2) et j = e — 2k = —3eq + 2e5 € Vect (e1, e2), donc
Vect (4, k) C Vect (e1, e2). Et réciproquement, ey, ea € Vect (4,k), d’ot Vect (e1,e2) = Vect (j, k).

1 1
2. Soit P = Vect 11,12 .Ona
-1 3
1 1 T+y
P=Xz| 1 ]|+yl2|=|2+2y || z,ycK?
-1 3 —x + 3y
2z —y
3. Soit F = z+2y |, z,y € K2y C K3. Alors F est un sous-espace vectoriel car
3z — 2y
2 -1 2 -1
F=<z|1|4+y]| 2 |, z,y e K} = Vect 11,1 2
3 —2 3 -2

DEFINITION 23
Soit ' un K-espace vectoriel et soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de F. On définit la somme de F' et G
de la fagon suivante :

F+G:={u+v|ueFveG}

ProrosiTioN 24
Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de F alors F' + G est un sous-espace vectoriel de E.

Preuwve — F+G C Eetonal0€ Fet0 e Gdonc0 =040 € F+G. Soient A € Ket z,y € F+ G, c’est-a-dire qu'il existe zp,yp € F
et zg,yc € Gtelsquez =zp+axgety=yr+yg. Onadoncz+y=(zp+yr)+(zg+yg) € F+Get \x = Azp+ A zg € F+G.
O

EXEMPLE 25 — Si F' = Rxq et G = Ray, alors F + G = Ry + Rxg = Vect(z1, 22).
F + G est Uensemble des combinaisons linéaires de x1 et xo.

EXEMPLE 26 —
1. C=R1+Ru.
2. R3={(0,9,2) | y,z € R} + {(z,9,0) | 7,y € R}.
3. RY = {(u,) € RY | ug = 0} + {(up,) € RN | uy = 0}.
En effet, soit u € RY, u=v+w avec vg =0, v, = u, sin >0 et wy = ug, w, =0, sin > 0.

DEFINITION 27
Soit F1, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E. La somme des F; est 'ensemble

i:Fi = {zn:ﬂfl | Vi x; € Fi}.
=1 =1

C’est le plus petit sous-espace vectoriel contenant les F;. C’est aussi l’ensemble des combinaisons linéaires
d’éléments des F;.

n
EXEMPLE 28 — E Kx; = Vect(z1,...,x,) est Uensemble des combinaisons linéaires des x;.
i=1

65



8.3. SOMME DE SOUS-ESPACES VECTORIELS, COMBINAISONS LINEAIRES

Somme directe

DEFINITION 29

Soient F, G deux sous-espaces vectoriels de F.

On dit que F et G sont en somme directe si pour tout € F + G, il existe un unique couple (zp,zg) € F X G
tel que x = xp + zq.

On note alors la somme F' & G.

THEOREME 30
Deux sous-espaces vectoriels F' et G sont en somme directe si et seulement si F' NG = {0}.

ExeEmMpPLE 31 — F=R (é) et G=R ((1)) sont des sous-espaces vectoriels de R?. Soit u = (‘;) e FNG.ueF

doncy =0, u € G donc x = 0. Finalement, w =0 et donc F et G sont en somme directe.

DEFINITION 32
Deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont dits supplémentaires s’ils sont en somme directe et si F' 4+ G = E.
On note alors £ = F & G. On a donc

E=F&G < (E=F+Get FNG=1{0}).

DEFINITION 33

n

Soit F1, ..., F, des sous espaces vectoriels de F, on dit qu’ils sont en somme directe si pour tout = € Z F;, il
i=1
n ¢
existe un unique n-uplet (x1,...,2,) € F} X ... X F, tel que z = Zmi.

i=1
n

On dit qu’ils sont supplémentaires s’ils sont en somme directe et si Z F,=F.

i=1
PRrOPOSITION 34
Soit Fy, ..., F, des sous espaces vectoriels de E. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. Fy,...,F, sont en somme directe.
n
2. Zmz = 0 avec x; € F; entraine x; = 0 pour tout <.
i=1
3. Pour tout %, F; N Z F; ={0}.
J#i
REMARQUE 35 —
1 0 0 x
1. OnaK3=K. [0|®K|[1]| ®K|[0], car tout vecteur u= |y | € K3 s’écrit de maniére unique comme
0 0 1 z

une combinaison linéaire de ces trois vecteurs :
1 0 0
u=z |0l 4+y[1l]+2]0
0 0 1
2. D’apres la définition 33, F = F1 @ Fy--- @ F,, si et seulement si tout vecteur x € F se décompose de

maniére unique dans Fy,..., F, :x =x1+ ...+ T,.

3. Attention : pour montrer que Fy et Fy sont en somme directe, il suffit de montrer que Fy N Fy = {0},
mais ce n'est plus vrai pour n > 3 :

VZ#]E{L ,’I’I,}7 FlﬂFJZ{O}#Fl@EBFn
, 9 1 0 1
comme le montre l’exemple dans R® : F; =R N Fr=R 1 et F3 =R Wk
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8.4 FAMILLES LIBRES, FAMILLES GENERATRICES, BASES

Familles libres

DEFINITION 36

1. Une famille de vecteurs (x1,...,2,) est dite libre si elle vérifie pour tous Ay,..., A\, € K:

n
Z Aix; = 0= \; = 0 pour tout 1.
i=1
On dit aussi que les vecteurs z1, ..., T, sont linéairement indépendants .

2. Une famille qui n’est pas libre est dite liée : (x1,...,x,) est liée si et seulement si il existe Aq,..., A, € K

tels que
n
Z )\ixi = O,
i=1

avec au moins 'un des A; non nuls. On dit aussi que les vecteurs zy,...,z, sont linéairement dépendants .

3. Une famille de vecteurs (z;);er non nécessairement finie est dite libre si toute sous-famille finie (z;,,...,2;,)
est libre, pour tout n € N*.
Dans le cas contraire, la famille est dite liée.

EXEMPLE 37 —

1. Une famille de deux vecteurs (x1,x2) est liée si et seulement si x1 et x4 sont colinéaires , c’est-a-dire s’il
existe A € K tel que ©1 = Axo ou xo = Axy.

2. Une famille de trois vecteurs (x1,x2,x3) dans R? est libre si et seulement si ils ne sont pas coplanaires
(leur déterminant est non nul).

3. Attention : (1,i) est libre dans R mais est lie dans C.

Caractérisation
EXEMPLE 38 — Si une famille (uy,...,u,) contient deux vecteurs colinéaires alors elle est liée.

PRrROPOSITION 39
Soit (x1,...,2,) une famille de vecteurs telle que x; # 0 et pour tout 2 < i < n, z; ¢ Vect (x1,...,2;_1).
Alors la famille est libre.

Preuve — On procede par récurrence sur n :
e Initialisation : Pour n = 1, la propriété est évidente.

e Hérédité : Soit n > 2, supposons que la proposition est vraie pour toute famille de n — 1 vecteurs. Soit (z1,...,2n) tels que
z1 # 0 et pour tout 2 <i <mn, z; ¢ Vect (z1,...,2,—1). Si on a relation de dépendance \1z1 + ...+ Ap—1Zn—1 + Anzy =0,
alors A\, = 0 car sinon

1
Ty = A—()\lxl + ... A—1%n—1) € Vect (1, -+ ,Tn—1),
n

ce qui contredit les hypotheses. On a donc une relation de dépendance entre z1,...,x,—1, et comme par récurrence cette
famille est libre, on en déduit que les A\; sont nuls pour tout i. La famille est donc libre.

O

ProrosiTioN 40

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E en somme directe, (x1, ..., z,) une famille libre de F et (y1,...,Ym)
une famille libre de G.

Alors (1,...,Zn, Y1, .-, Ym) est une famille libre de F & G.

Preuve — Supposons a1x1 + -+ + anTn + B1y1 + - - - + Bmym = 0, alors
1T+ anTp = _(ﬁlyl + -+ ﬁ’mym)

et ce vecteur appartient & FNG. F et G sont en somme directe, donc a1 + ...+ anxn =0 et B1y1 + - - + Bmym = 0. Les familles

(i) et (y;) sont libres donc tous les a; et les 8; sont nuls, ce qui permet de conclure. O
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Familles génératrices

DEFINITION 41

Une partie A C E est dite génératrice si Vect(A) = E.

Dit autrement, une famille de vecteurs (z1,...,z,) est génératrice si tout vecteur de F est combinaison linéaire
des x1,...,x, : pour tout y € F, il existe A1,..., A\, € K tels que y = \jz1 + ... + Apzy.

EXEMPLE 42 —
1. La famille (61 = (1,0,...,0),...,e, = (0,...,0, 1)) est une famille génératrice de K". En effet, soit

x=(x1,...,2,) € K", alors x = inei.
i=1
2. Soit
Kn[X] == {(uk)ren € K[X] | VE = n +1, up =0}

I’espace vectoriel des suites dont les termes sont tous nuls a partir du rang n + 1. La famille (X°,..., X™)
engendre K,[X]. En effet, si u est une suite dont tous les termes sont nuls d partir du rang n+1, on a
n

u = E u; X",
i=0

3. La famille (gn)nen, avec gr(x) = ¥, est génératrice de Uespace K[z] des fonctions polynomiales de R dans
R.

4. Si on rajoute des vecteurs a une famille génératrice, elle reste génératrice.

ProPOSITION 43
Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E, (z1,...,z,) une famille génératrice de F' et (y1,...,Ym) une
famille génératrice de G. Alors (z1,...,%n, Y1, -.,Ym) est une famille génératrice de F + G.

Preuve — Tout élément z € F + G s’écrit z = f+ g avec f € F et g € G. Or par hypothese, f = Xix1 + ... + Apzp et
g=p1y1 + ...+ mym. Donc
z=Mz1+ ...+ AnZn + p1y1 + ... + pmym € Vect (21, ,Tn, Y1, ,Ym),

et la famille est bien génératrice. O

Bases
Définitions

DEFINITION 44
Une base d’un espace vectoriel E est une famille de vecteurs de F qui est a la fois libre et génératrice.

EXEMPLE 45 —
1. (1,3) est une base de C comme R-espace vectoriel. (1) est une base de C comme C-espace vectoriel.
2. La famille (Eij) ;< 1<;j<, €5t une base de Uensemble My, p(K) des matrices a n lignes et p colonnes
(voir cours d’Algébre 1).
3. Pour1<i<n, soite; :=(0,...,0,1,0,...,0) ot le 1 est en i-éme position. On a vu dans l’exemple 77
que la famille (e1,...,ey) est libre dans K™ et dans l’exemple 42 qu’elle génére K™. C’est donc une base,
que l'on appelle base canonique de K™.

4. On a également vu dans lezemple ?? que la famille (X, ..., X™) était libre et dans l'exemple 42 qu’elle
génere K, [X], c’est donc une base de K, [X], que l'on appelle aussi base canonique de K,[X].

5. De la méme fagon, la famille (X°, X1, X?,...) est une base (infinie) de K[X], on Uappelle la base canonique

de K[X].
DEFINITION 46
Soit F un espace vectoriel admettant une base finie (eq, ..., e,).
On appelle coordonnées du vecteur u € E dans cette base 'unique n-uplet (z1,...,x,) tel que

Uu=x1€1+ ... +ITpepy.

REMARQUE 47 — L’ezistence vient du fait que la famille est génératrice, l'unicité du fait qu’elle est libre :
supposons qu’il existe un autre n-uplet (y1,...,yn) tel que u=yie1 + - + ypen.

En prenant la différence, on obtient (x1 —y1)e1 + -+ + (Tn — yn)en = 0, ce qui implique que x; = y; pour toul i
car la famille est libre.
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Caractérisation

PROPOSITION 48
Si E est engendré par une famille & n éléments (eq,...,e,), alors toute famille libre (f1,..., fm) a au plus n
éléments (c’est-a-dire m < n).

Preuve — On procede par récurrence sur n. Le cas n = 1 est évident.
Soit m > 1. Supposons P(n) : “dans un espace vectoriel engendré par n éléments, toute famille libre a au plus n éléments” est vrai.

Montrons P(n + 1) : supposons que FE est engendré par n + 1 éléments et soit (f1,..., fm) une famille libre, on veut montrer que
m<n-+1.
Si pour tout 4, f; € Vect(e1,...,en), alors (f1,..., fm) est une famille libre d’un espace engendré par n éléments et donc m < n par

hypothese de récurrence.
Sinon, il existe ig tel que

fip = Xig€n+1+ une combinaison linéaire des eq,...,en avec A;; # 0.

Mais pour tout ¢ € {1,...,m},

fi = Aien+1+ une combinaison linéaire des e, ..., en.
donc pour i # ig, fi — ):\Tlfm € Vect(eq,...,en). Ces vecteurs forment donc une famille libre de m — 1 vecteurs dans un espace
engendré par n vecteurs d’ou, par hypothese de récurrence, m —1 < n et donc m < n + 1. O

COROLLAIRE 49 (Fondamental)
Soit n > 1.
Toute base d'un espace vectoriel engendré par n éléments a au plus n éléments.

COROLLAIRE 50 (Tres pratique)
Soit n > 1.
Toute famille libre & n éléments dans un espace E engendré par n éléments est une base.

Preuve — Soit une famille (e1, ..., ep) libre. Montrons que la famille est génératrice : soit x € E, alors la famille (eq,...,en, ) est
liée car elle contient n + 1 éléments et E est engendré par n éléments. On a donc Aie1 + ...+ Apen + Apt1z = 0 avec les A\; non
tous nuls. Si A\p,+1 = 0, alors les autres \; sont nuls puisque la famille (e1,...,ey) est libre, donc Ap41 # 0. On a alors
A A
z=——21 e1 + ...+ —= en € Vect(er,...,en).
An+1 n+1
La famille (e1,...,en) est donc génératrice et forme une base. O

EXEMPLE 51 —

1. Définissons les vecteurs f1 = (1,2,0), fo = (1,0,3) et f3 = (0,1,0) de R3. Ils forment une famille libre de
R3 et donc une base (car R?® est engendré par les 3 vecteurs de sa base canonique).

2. Deuz vecteurs non colinéaires dans R? ou trois vecteurs non coplanaires dans R? forment une base.

8.5 DIMENSION, ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

Dimension d’un espace vectoriel

DEFINITION 52
Un K-espace vectoriel E est dit de dimension finie si £ admet une famille génératrice finie.
Dans le cas contraire, on dit que F est de dimension infinie.

EXEMPLE 53 —

1. K™ est de dimension finie. On a vu en effet dans Uexemple 15 que la famille (eq, ..., e,) génére K™. C’est
meéme une base.

2. K, [X] est de dimension finie.
3. My »(K) est de dimension finie.

4. K[X] est de dimension infinie. En effet, d’apres la Proposition 1?, s’il existait une famille génératrice
finie de K[X], toute famille libre aurait un cardinal plus petit. Donc toute famille libre serait finie, ce qui
contredit I’exzemple 72, ot on a montré que la famille infinie (X°, X1,...) est libre dans K[X].
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5. On prouve de la méme fagon que 'ensemble F(R,R) est de dimension infinie. En effet, on a montré
dans ezemple 7?7 que pour tout n € N* et tous réels distincts oy < --- < an, la famille de fonctions
(x = e*® ... x> e*?) est libre.

THEOREME 54

Soit E # {0} un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors
1. E admet une base finie.
2. Toute base de FE a le méme nombre déléments n.

On dit alors que E est de dimension n sur K, ce que ’on note dimg £ = n ou plus simplement dim F = n si le
corps K est clair. Par convention si £ = {0}, on pose dim F = 0.

Preuve — 1. F est de dimension finie donc il existe une famille génératrice finie (f1,..., fm) : on a E = vect (f1,..., fm). On va en
extraire une base de E.

On choisit e; € {f1,..., fm} non nul (existe car E # {0}).

Puis on choisit ez € {f1,..., fm} \ {e1} tel que ea & vect(ey).

Puis on choisit e3 € {f1,..., fm} \ {e1,e2} tel que ez & vect(e1, e2), ete.

On continue tant qu’il existe 1 <r <met e, € {fi,...,fm} \{e1,...,er—1} tels que e, & vect (e1,...,er—1).

On s’arréte quand pour tout ¢, f; € vect(e1,...,er}. La famille (f1,..., fm) étant génératrice, on en déduit que (eq,...,e,) lest
aussi. De plus, comme pour tout 2 < i <r, e; & vect(er,...,e;—1), la Proposition ?? nous dit que la famille (e1,...,e) est libre.

C’est donc une base finie de E.

2/ Si (e1,...,er) et (e],...,e},) sont deux bases de E, alors (e1,--- ,e,) est une famille génératrice et (e}, -- ,e},) est une famille
libre, la proposition ?? nous dit donc que n < r. De méme, on montre que n < r et donc n = r. O
REMARQUE 55 — On a en fait montré que l’on peut extraire une base de toute famille génératrice.
Exemples

EXEMPLE 56 —

1. K™ est de dimensionn car |e1=| . |,...,en= 1" en est une base.

2. Attention : C est de dimension 1 en tant que C-espace vectoriel mais est de dimension 2 en tant que
R-espace vectoriel (en effet, la famille (1,3) est une base de C). Il est possible de montrer que R est de
dimension infinie en tant que Q-espace vectoriel.

3. K, [X] est de dimension n+ 1 car (X%, X1,..., X™) en est une base.

4. L’espace de matrices My ,(K) est de dimension np, car la famille (Eij),<;c,, <<, €t une base.

5. Dans R®, on pose e; = (1,1,0), ea = (0,1,2), e3 = (—1,0,2) et eq = (0,1,1). La famille (e1, ez, e3,e4) est
génératrice. On a ey & vect(ey), ez € vect(ey,es) et ey & vect(er,es). Donc la famille (eq, es, eq) est une
base de R3.

8.5.1 Caractérisation des bases en dimension finie

PROPOSITION 57
Soit E un espace vectoriel de dimension n > 1 et (f1,- -, fn) une famille de vecteurs de E. Alors

(fi,-+, fn) est une base <= (f1, -, fn) est libre <= (f1, -, fn) est génératrice.

Preuve —
e Si(f1,...,fn) est une base, c’est une famille libre.
e Soit (f1,..., fn) une famille libre. Puisque E est engendré par n vecteurs, le Corollaire ?? s’applique.

e Soit (f1,..., fn) une famille génératrice. D’aprés la Remarque 55, on peut en extraire une base (e1,...,em). Or le Théoréme
54 nous dit que m = n, donc que (e1,...,em) est la famille (f1,..., frn) toute entiere. C’est donc une base de E.

O

EXEMPLE 58 — Définissons la famille (f1, fa, f3) avec f1 = (1,0,2), fo = (1,1,2) et f3 = (2,0,2). Soit (e1,e2,e3)
la base canonique de R3. On a ey = f3 — f1, ea = fo— f1 et e3 = f1 — %fg, donc la famille (f1, fa, f3) est
génératrice dans R3. C’est donc une base puisque R est de dimension 3.
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8.5.2 Théoreme de la base incomplete

On a vu que d’une famille génératrice, on peut extraire une base. On étudie ici le processus inverse.

THEOREME 59 (Théoréme de la base incompleéte)

Soit F un espace vectoriel non réduit & {0}, soit (ey,...,e,) une famille génératrice de E et soit (f1,..., fm)
une famille libre de E.

Alors, on peut completer la famille (fi,..., fi,) en une base (f1, -, fm+p)-

De plus, il est possible de choisir les vecteurs fr,41, .., fm+p parmi les e;.

Preuve — On applique ’algorithme suivant :

1. Sipour tout 1 < j < mn, ej € vect(f1,..., fm), alors (f1,..., fm) est génératrice, c’est donc une base et on a fini.

2. Sinon, soit j tel que e; & vect(f1,..., fm), on pose fini1 = e;.

3. On recommence en remplacant m par m + 1.
L’algorithme s’arréte apreés au plus n étapes. On obtient ainsi une famille (f1,: -, fm4p) libre et telle que tout vecteur de (e1,...,en)
est combinaison linéaire de f1, ..., fm+tp. Puisque la famille (e,...,e,) est génératrice, on obtient que la famille (f1,- -+, fm4p) est
génératrice aussi. C’est donc une base de E. |

EXEMPLE 60 — Soit R® muni de sa base canonique (e1,ea,e3) et soit fi = (1,1,1). On a : e; & vect(f1) et
ea & vect(fi,e1) donc (fi,e1,e2) est une base de R3.

8.5.3 Sous-espaces vectoriels et dimension

PROPOSITION 61
Soit E un espace vectoriel de dimension n, et ' C E un sous-espace vectoriel de E. Alors :

1. F est de dimension finie, et dim F' < dim F.
2. Sidim F =dim F alors F = F.

Preuve — Si F' = {0} alors F' est de dimension finie 0 et dim F' < dim E. On suppose maintenant que F' # {0}.
1. On applique lalgorithme suivant :
(a) Soit f1 € F tel que f1 # 0.
(b) S'il existe g € F tel que g ¢ vect(f1), on pose fa = g.
(c) S’il existe g € F tel que g ¢ vect(f1, f2), on pose f3 = g.
(d) On continue jusqu’a ce que pour tout g € F, g € vect(f1,..., fp).

On a alors une famille libre (f1,..., fp) dans F' donc dans E, et donc p < n. De plus, (f1,..., fp) est génératrice de F' donc
F est de dimension finie et dim F' = p <n = dim E.

2. Si dimF = dim E dans la preuve précédente, alors p = n et la famille libre (fi,..., fp) est une base de E. Donc E =
vect(fi,..., fp) = F.

O

EXEMPLE 62 —

1. Une droite vectorielle Kxg avec xg # 0 est de dimension 1. Tout sous-espace vectoriel de dimension 1 est
une droite vectorielle.

2. Un plan vectoriel Ku + Kv, avec u et v non colinéaires, est de dimension 2. Tout sous-espace vectoriel de
dimension 2 est un plan vectoriel.

3. Dans E = R*, on pose F = {(x,y,2,t) € R, 2 +y =0et 2+t =0}. Alors F contient les vecteurs
f1=1(0,0,1,-1) et fo = (1,—1,0,0) donc vect (f1, f2) C F. La famille (f1, f2) est libre donc dim F' > 2.
De plus, si (z,y,z,t) € F, alors (x,y,2,t) = (x,—x,2,—2) puisque z +y = 0 et z+t = 0, donc
(z,y,2,t) = xf1 + zfa € vect (f1, f2). On en déduit que F = vect (f1, f2) et dim F' = 2.

DEFINITION 63
Soit F un K-espace vectoriel de dimension n, un sous-espace vectoriel de dimension n — 1 est appelé hyperplan
de E.

EXEMPLE 64 — Dans E = R*, soit G := {(x,y,2,t) €R*, z+y+ 2+t =0}, alors les vecteurs (1,—1,0,0),
(1,0,—1,0) et (1,0,0,—1) forment une famille libre de G, donc dim G > 3. Or G # R* car (1,0,0,0) ¢ G, donc
dim G < 3. On en déduit que G est de dimension 3, c’est un hyperplan de R*. Une base de G est donnée par les
vecteurs (1,—1,0,0), (1,0,—1,0) et (1,0,0,—1).

71



8.5. DIMENSION, ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

PROPOSITION 65 (Dimension d’un produit)
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Alors

dim(F x F) = dim E + dim F.

Preuve — En effet, si (e1,...,en) est une base de E, et (f1,..., fm) est une base de F, on vérifie facilement que la famille
((617 0)7 ) (en7 0)7 (07 fl)) ) (07 f’m))
est libre et génératrice, donc une base de £ x F'. |

THEOREME 66 (Formule de Grassmann)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors

dim(F +G) =dim F +dim G —dim FFNG.

Preuve — Soit (eq,...,ep) une base de F'N G que on compléte (Théoréme 59) en deux familles :
(e1,...,€p,€pt1,...,€n) base de F;
(61,.,.,6p,6;+1,...76,,,n) base de G.
On va montrer que (e1,...,€p,ept1,... ,en,e;+1, ...,€h,) est une base de F + G.
e Soient A1,..., A, thpt1,---, Hm € K tels que Ader + ...+ dnen + ,uerle;Jrl + ...+ ume,, =0. Alors
)\161+...+>\nen:—,up+1e;,+1 —..‘—,ume/m e FNG.
—_——
eF €a
Or pout tout p+1<i<n,e; € FNG et pour tout p+1 < j < m, e;- ¢ FNG,donc Apy1 == Ap = fpt1 =+ = thn = 0.
On obtient donc Aie1 + ...+ Apep = 0, ce qui implique que A\; = - -+ = A\, = 0 puisque la famille (ey, ..., ep) est libre.
e Soitu=f+g€F+Gavec f e FetgeG. Alors f est combinaison linéaire des e1, ..., e, et g est combinaison linéaire des
€1, .- ,ep,e;+1, ...,€},, donc u est combinaison linéaire des e1,...,ep,ept1,. .. ,en,e;ﬂrl, cen.
Ainsidim F+G=n+m —pavecdimF =n, dimG =m et dim F NG = p. O

COROLLAIRE 67
(Trés utile) Soit F' et G des sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E' de dimension finie. Alors

F®G <~ dim(F+G) =dim F +dimG.

REMARQUE 68 —
1. De méme F1 @ --- @ F} si et seulement si dim(Fy + -+ F;) = dim Fy + - - - 4+ dim Fj.
2. L’intersection de deux plans vectoriels distincts dans R? est de dimension 1 (la situation change compléte-
ment du point de vue affine : les plans peuvent étre paralléles).

3. Soit E un espace vectoriel de dimension n et F' un sous-espace vectoriel de dimension p, alors tout
supplémentaire est de dimension n — p.

PROPOSITION 69
Si E est de dimension finie alors tout sous-espace vectoriel posseéde (au moins) un supplémentaire.

Preuve — Soit F' un sous-espace vectoriel de base (f1,..., fm), on complete cette famille libre en une base (f1,..., fmtp) de E. Soit

G :=vect(fm+1, .-, fm+p) alors F et G sont supplémentaires. a

ProroSsITION 70
Les hyperplans de K" sont exactement les ensembles de la forme

{(x1,...,2n) | 121 + ... + apz, = 0}

our une certaine famille aq,...,a, de scalaires qui ne sont pas tous nuls (c’est-a-dire : Ji, a; # 0).
) ) b

Preuve —
1. Soit (a1,...,an) # (0,...,0) € K™ et soit
H:={(z1,...,2n) | @121 + ... + anxzn = 0}.

Quitte & permuter les indices, on suppose que a1 # 0. Alors (z1,...,2Zn) € H si et seulement si 1 = —Z—fxz - = Z—’llxn

On définit, pour 2 <i < n, u; := (—2£,0...,0,1,0...,0) o 1 est & la i-eme position. On a alors H = vect(uz, ..., un) et
ay
(u2,...,un) est libre. Donc dim H = n — 1 et H est un hyperplan.
2. Admis.
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Rang d’une famille

DEFINITION 71

On appelle rang d’une famille (eq,-- ,e;) € E™ la dimension de Iespace vectoriel engendré par ces vecteurs :

rg(e1,...,e;) = dimvect(ey,...,e;).

ProrosiTION 72
On arg(er,...,e) <.
De plus, il y a égalité si et seulement si la famille est libre.

Preuve — La famille (eq,...,e;) est génératrice de vect(er,...,e;). Donc dimvect(e1,...,e;) =1 si et seulement si (eq,...

une base, c’est-a-dire si et seulement si cette famille est libre.

COROLLAIRE 73
Soit E un espace vectoriel de dimension n.
Alors (eq,...,e,) est de rang n si et seulement si c’est une base de E.

,e1) est

O
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Chapitre 9 Matrices

Table des matieres du chapitre
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Dans ce chapitre, apres avoir défini les matrices et les opérations sur ces matrices :
e On les utilise pour représenter un systeme linéaire et pour le résoudre;

e On étudie les structures de 'ensemble des matrices (structure d’espace vectoriel et d’anneau, sous-ensembles
particuliers).

9.1 DEFINITIONS

DEFINITION 1
Soit K un corps. Soient n et p deux entiers naturels non nuls.
Soit A un tableau, avec n lignes, p colonnes, dont les nombres sont dans K. C’est-a-dire :

a1.1 a2 cee Q1 .. Q1lp
a1 Qa2 ... G245 ... G2p
A =
a; 1 [7%] . Qj, 5 e Qj,p
an,1 Qn2 cee Qngj cee Opp
Les nombres aq 1, ..., an,, sont appelés coefficients de A.

On dit alors que A est une matrice & n lignes et p colonnes & coefficients dans K, ou matrice n X p .
On note #,, ,(K) Pensemble des matrices n x p.

Pour A une matrice & n lignes et p colonnes, A est définie par ses n X p coefficients. On écrit aussi cette matrice
comme :

A= (aij)ipennixqte] o0 A= (aij)i<i<n1<i<p-
Les entiers i, j sont appelés indices des coefficients de la matrice A.
Le premier indice d’un coefficient est le numéro de sa ligne, et le second indice est le numéro de sa colonne.

EXEMPLE 2 — A = ( L2 3> est une matrice o 2 lignes et 3 colonnes, donc A € M>23(Q).

-1 10 5

1+i &
est une matrice ¢ 3 lignes et 1 colonne, donc B € #51(R). C = ( :Z exi)/(gﬁ )) est une matrice

;t‘;‘\»—-

B =

V2
a 2 lignes et 2 colonnes, donc C' € M5(C). Pour C = (¢;j)1<i<ni<j<ps 0N @ c1,1 = 1+, c12 = exp(Q),
coq1 = —1, cao = /5.

DEFINITION 3
Soient K un corps et n,p € N*. Soit A une matrice & n lignes et p colonnes & coefficients dans K.

e On dit que la matrice A est nulle si tous les coefficients a; ; sont nuls.
On la note alors A =0_4, ) ou 0, ou0;

e Sip=1, on dit alors que A est une matrice ligne. Si ¢ = 1, on dit alors que A est une matrice colonne.
L’usage est de lire une matrice en suivant ses colonnes;
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9.1. DEFINITIONS

e Sin =p, on dit alors que A = (a; ;)1
On note ., (K) Pensemble ., ,,(K

<i,j<n €St une matrice carrée .
) des matrices de taille n X n.

L’ESPACE VECTORIEL ./, ,(K)

DEFINITION 4
Soit K un corps. Soient n,p € N*.

Pour chaque (¢,7) € [1,n] x [1,p], on définit E; ; la matrice de ., ,(K) dont tous les coeflicients sont nuls,
sauf le coefficient d’indice (i, 7) qui vaut 1. C’est-a-dire :

a11=0 ... a;=0 ... a1,=0
E;; = aiyl.: 0 ... aiy .= 1 ... ai,p.z 0| = (0:,1051)k,-
an1 =0 ... ap; =0 ... an’p.zo
EXEMPLE 5 — Dans #5(K), on a E1 5 = (8 (1)), Eyo = (8 (1)>, Eyq = (? 8)

DEFINITION 6 (Multiplication par un scalaire, Somme de matrices)
Soit K un corps. Soient n,p € N*. On définit les opérations suivantes :

1. Le produit d’un scalaire A € K et d’une matrice A = (a; ;)1<i<n,1<j<p € Hn p(K) est la matrice notée A- A
ou AA obtenue en multipliant tous les coefficients par A\ :

A A= (Maig)icisna<i<p € Anp(K).

2. La somme de deux matrices A = (a; ;) € A, ,(K) et B = (b; ;) € M, »(K) est la matrice

1 0 5 0
EXEMPLE 7 — 2. (5 1> = <10 5).
1 0 " 1 1Yy (21
0 1 0 -1/ \0 0
1 0 1 0 2\ ,
(O 1) + <1 1 3) n’a pas de sens.

PROPOSITION 8

L’ensemble (4, ,(K), +,.) des matrices n x p, muni des opérations d’addition et de mutliplication par un scalaire,
est un K—espace vectoriel.

Il est de dimension n - p. La famille (E; ;)@ j)e[1,n]x[1,p] €St une base de ., ,(K).

On l'appelle la base canonique de .#, ,,(K) .

A+ B= (ai,j + b@j) € %n)p(K).

DEFINITION 9
Soient K un corps et n € N*. On dit qu’une matrice carrée A € 4, (K) est

e triangulaire supérieure si V(i,j) avec ¢ > j, on a a; ; = 0. C’est-a-dire si A est de la forme :

* e *
0
0 0 =

ou chaque * est un scalaire de K quelconque.
On note 7, (K) 'ensemble des matrices n x n triangulaires supérieures.
(De méme, A est une matrice triangulaire inférieure si Vi < j on a a;; = 0.)
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9.1. DEFINITIONS

o diagonale si V(i,j) avec i # j on a a;; = 0, c’est-a-dire si A est de la forme :

M 0O - 0
0 A

. 0
0o --- 0 X\,

Cette matrice se note Diag (A1, A2, ..., \p).
On note Z,,(K) I'ensemble des matrices diagonales de taille n x n.

sont des matrices triangulaires supérieures.

= = Ot
o O O
o OO
S = Ot

0 1
EXEMPLE 10 — |0 2
0 0

<(1) g est une matrice diagonale.

La matrice nulle 0_4, k) est une matrice diagonale.
Les matrices diagonales sont des matrices triangulaires supérieures et des matrices triangulaires inférieures.

REMARQUE 11 — L’ensemble 7, (K) est un sous-espace vectoriel de 4, (K). La famille (E; j)1<i<j<n €st une
1
famille génératrice de cet espace vectoriel. Ainsi, on a dim 7,(K) = M

L’ensemble 2,,(K) est un sous-espace vectoriel de My, (K). La famille (E; ;)1<i<n est une famille génératrice de
cet espace vectoriel. Ainsi, on o dim 2,,(K) = n.

Produit de matrices, propriétés

DEFINITION 12
Soient K un corps et p, ¢, € N*. On définit le produit de deux matrices

A= (aig) el pixina € #pq(K) et B=(bjk)gmenaxi, € Hor(K),
noté A x B ou AB, comme la matrice

q

C = (Cik) @, kyenplx1,r] € Apr(K) avec c;p = Zai’j bji k-

j=1

REMARQUE 13 —

1. Le produit AB n’a de sens que si le nombre de colonnes de la matrice A soit €gal au nombre de lignes de la
matrice B.

2. Pourn € N*, si A et B appartiennent a #,(K), alors le produit A x B est bien défini et est aussi un
élément de M, (K).

3. Dans le calcul de c; ) interviennent les coefficients de la i®™e ligne de B et les coefficients de la k¢™°
colonne de A :

b1$1 bl,k bl,r
b1 bj:,k bj.r
bg.1 bq:,k by,r
S
a1 ... Qa1r5; ... Q14 1,1 .- - Clp
a; 1 Qj,j a”i:,q - Cik
ap1 - Qpj .. Gpgq Cp1 .- co. Cpr
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9.1. DEFINITIONS

EXEMPLES 14

L (2 -1 03 ;1722;)_429*4
T2 2 1 12 -9 5 )

-2 1 -1
-1 2 1
2. 4 -2 3 (22 _21 31> n’a pas de sens.
-2 1 1

3. Le produit d’une matrice carrée et d’une matrice colonne est une matrice colonne. Par exemple :

1 2 3 1 14 1 2 3 0 0
0 00 21=10 et 0 00 -3 =10
1 00 3 1 1 00 2 0

Cet ezemple permet de remarquer que le produit de deux matrices non-nulles peut étre une matrice nulle.
Ainsi :
AX=0== A=0 ou X=0.
PROPOSITION 15
Soient K un corps et p,q € N*. Soient A et B dans .#), 4(K). On a :
(i) Si AX = BX pour toute matrice colonne X € .#,1(K), alors A = B;

(ii) En particulier, si 'on a AX = 0 pour tout X € .#,1(K), alors la matrice A est la matrice nulle.

Preuve —

(i) Soit X; la matrice colonne dont tous les coefficients sont nuls sauf le j-ieme qui vaut 1. Le produit A X; est alors la j-ieme
colonne de la matrice A. De néme, B X; est la j-ieme colonne de B.
Comme pour chaque j € [1,q] on a AX; = B X}, les matrices A et B ont ainsi les mémes colonnes. Donc A = B.

(ii) On est dans le cas particulier ou la matrice B est nulle. Le point () donne alors A = B = 0.

REMARQUE 16 —

1. Le produit d’une matrice ligne et d’une matrice colonne de méme longueur est une matrice 1 X 1 qu’on
identifie a un scalaire. Par exemple :

1
(1 2 3)[2] =04 =14
3

2. Le produit d’une matrice colonne et d’une matrice ligne de méme longueur est une matrice carrée. Par
exemple :

W N =

1
(12 3)=|2
3

Oy = N
O O W

ProposiTION 17
Soient K un corps, n > 1,et 1 <4, <n.On a:

Ei By =01 E;.

Les matrices E; ; formant la base canonique de ’espace vectoriel .4, (K), connaitre le produit de deux de ces
matrices est parfois tres utile.

PROPOSITION 18 (Propriétés du produit matriciel)
Soient K un corps et p, ¢, r,s € N*. Soient A, A’ € 4, (K), B,B' € #,,(K), C € 4, (K),et A€ K. Ona:
1. A(AB) =X (AB).
Le produit matriciel et la multiplication par un scalaire commutent.
2. A(B4+ B')=(AB)+ (AB) et (A+ AYB=(AB)+ (A'B).
Le produit matriciel est distributif & gauche et a droite par rapport a l’addition de matrices.
3. A(BC)=(AB)C.
On dit que le produit matriciel a la propriété d’associativité . Le résultat d’une chaine de produits matriciels
ne dépend pas de 'ordre dans lequel on effectue les produits.
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L’anneau .7, (K)

DEFINITION 19
Soient K un corps et n € N*. On définit la la matrice identité n x n, notée I,,, comme la matrice :

1 0 0

I, =Diag(1,1,...,1) = 0 1
SR
0 0 1

DEFINITION 20
Soient K un corps et n € N*. Soit A € ., (K).
Pour k € N on définit la puissance k-ieme de A, notée A*, par :

AV = T,
AP = Ax Ax...x A (kfois),si k>0

Cette définition a bien un sens car il a été montré a la Prop. 18 que le produit matriciel est associatif
(A(BC) = (AB)C =45 ABC).

ProOPOSITION 21

Soient K un corps et n € N*. L’ensemble (., (K), +, x) des matrices carrées n x n muni de ’addition de matrices
et de la multiplication matricielle est un anneau.

De plus, cet anneau n’est pas integre :

AB=0=%~ A=0o0uB=0,

C’est-a-dire qu’il existe des matrices A, B non-nulles telles que AB = 0.
Et cet anneau n’est pas commutatif :

AB n’est pas toujours égal a BA.

C’est-a-dire qu'il existe des matrices A, B telles que AB # BA.

Preuve —Les notions de groupe et d’anneau seront détaillées dans le cours Algebre 2. Commencons par montrer que (. (K), +x)
est un anneau :

e L’ensemble (//ln (K), +) est un groupe commutatif dont ’élément neutre est la matrice nulle (voir cours Algebre 2);
e D’apres la proposition 18, la multiplication matricielle X est une loi de composition interne associative;

e D’apres la proposition 18, la multiplication matricielle X est distributive & gauche et a droite par rapport a la loi d’addition
matricielle +. La matrice identité I,, est un élément neutre pour x car InA = Al, = A pour tout A € 4, (K) (voir 7).

Cet anneau n’est pas intégre car E1 2E1,1 = 0 (voir 7?), et n’est pas commutatif car

E12FE11 =0%# E12=FE11E1 2.

REMARQUE 22 (Difficultés dans les anneaux non commutatifs) — Pour A et B deux matrices de 4, (K), on ne
peut en général pas appliquer les formules du binéme pour développer (A + B)?, (A+ B)™ ou pour factoriser
A2 — B2, Am™ - B™,

On a par exemple (A+ B)? = (A+ B)(A+ B) = A2 + AB + BA + B?, mais on ne peut pas simplifier plus cette
expression car A et B ne commutent pas forcément (on ne sait rien entre AB et BA).

Lorsque les matrices A et B commutent on peut appliquer les formules de développement ou de factorisation, ce
qui en fait un cas trés particulier.

EXEMPLE 23 (Difficultés dans les anneaux non integres) —

Prenons a € [0,1] et b =+/1—a?. Posons A = (Z _ba> . On a alors :

Q2 (@ b a b\ a?+b> ab—ba (10 7
“\b —a)\b —a) \ab—ba ¥ +a%2)  \0 1) "2
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9.2. MATRICES INVERSIBLES, GROUPE LINEAIRE

Ainsi, dans M>(K) (pour K = Q,R ou C), il existe une infinité de matrices A telles que A% = I5.
Cela bien que Uéquation 2 =1 ne posséde que deux solutions dans Q,R ou C.
Cela est lié au fait que Uanneauw #5(K) n’est pas integre. En effet on a :

AZZIQ <:>A2—12:0<:>A2—122:O
— (A-L)(A+ 1) =0, car A et Iy commutent,

mais on ne peut pas avancer plus loin car les résultats que l’on voudrait utiliser ne sont pas vrais en général dans

Mo(K).

9.2 MATRICES INVERSIBLES, GROUPE LINEAIRE
DEFINITION 24
Soient K un corps et n € N*. Une matrice A € .#,(K) est inversible s’il existe une matrice B vérifiant :
AB=BA=1,.

Cela revient & dire que A posséde un inverse pour la loi de multiplication matricielle sur ., (K).
L’ensemble des matrices inversibles de ., (K) se note GL,,(K). On 'appelle le groupe linéaire de .#,,(K) .

EXEMPLE 25 — Pour Ay, -+, A, € K non-nuls, la matrice diagonale A = Diag (A1, A2, -+, \,) est inversible.
En effet, pour B = Diag ()\%, i, R )\i), on a

AB=BA=Diag(1,1,--,1) =1,

En particulier, la matrice identité I,, est elle-méme inversible.
Par contre, la matrice nulle 0 n’est pas inversible car pour tout matrice B on a 0.B =0 # I,.

PROPOSITION 26
Soient K un corps et n € N*. Soient A, B € .#,(K) inversibles. Alors :
e L’ inverse de A est unique. On le note A~! ;
e La matrice AB est inversible, et
(AB) ' =B7la!,
(Le passage a 'inverse renverse le produit matriciel.)
e La matrice A~! est inversible, et (A71)~1 = A;

L’ensemble (GL,,(K), x) muni de la loi de multiplication matricielle est un groupe.

Preuve —
e Soient C,D € #»(K) tels que AC = CA =1, = AD = DA.
On a alors CAD = C(AD) =C1I, =C et CAD = (CA)D =1, D = D, donc C = D.
e Ona:
(B7'A™1Y(AB) =B Y (A 'A)B=B"'I,B=B"'B=1I,
(AB)Y(B™'A Y = A(BB ™ H)A ! = AI, A" = AA~ = I,
Donc (AB)~! = B~1A-1.
e Ona: AA~1 = A=1A =1,, donc A~ est inversible d’inverse A.

Les propriétés qui ont été montrées assurent que (GLy (K), 0) est un groupe. O

ProPoOSITION 27

Soient K un corps et n € N*. Soit A € .4, (K).

La matrice A est inversible si et seulement §'il existe B € .#,,(K) telle que AB = I,, ou BA=1,,.
11 suffit d’avoir une seule de ces relations pour montrer que A est inversible.

PROPOSITION 28
Soient K un corps et n € N*. Soit A € #,(K). S’il existe B € 4, (K) non-nulle telle que AB = 0, alors la
matrice A n’est pas inversible.

Preuve — Si A était inversible, on aurait
A"YAB)=A"'0=0et A"Y(AB) = (A"'A)B=1,.B = B,

donc B = 0, ce qui est impossible car B est non-nulle. Donc A n’est pas inversible. O
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COROLLAIRE 29
Soient K un corps et n € N*. Soient Aq,--- , A, € K. La matrice diagonale A = Diag (A1, -+, A,) est inversible
si et seulement si A\; # 0, V1 <1i < n.

Preuve — Si tous les \; sont non-nuls, on a montré que A est inversible d’inverse A~! = Diag (%1, /\—12, RN )\i)
Supposons qu’il existe un indice j tel que A; = 0. Posons B = Diag (71 -+ ,7n) avec v; = 0 si i # j et v; = 1. On a alors
A B = Diag (M1, , AnTn) = Diag (0,0,---,0) =0,

donc la matrice A n’est pas inversible d’aprés la proposition précédente. O

ProrosITION 30
Soient K un corps et n € N*. Soit A € .#,(K) une matrice dont une ligne est nulle ou une colonne est nulle.
Alors A n’est pas inversible.

Matrices de taille 2 X 2 inversibles

PROPOSITION 31

Soit A — (‘cl Z) € M3(K).

La matrice A est inversible si et seulement si ad — be # 0.

Siad—bc#0,0na:
1 d -=b
A7l =
ad —be (—C a>

9.3 SYSTEME LINEAIRE, MATRICE D’UN SYSTEME LINEAIRE

Systeme linéaire

Soient n et p deux entiers naturels non nuls et K un corps. Un systéme linéaire de n équations & p inconnues
"
s’écrit

a1,1 L1 + a2 T2 + ... + a5 Tj + ...+ A1pTp = bl
: : + : :
(5”) : ;11 + ;2 T2 + + Qi 5 Tj + ... + Qjp Tp = bz
: : + : : :
An1T1 + Ap2T2 + + gy + .+ Gnpxy = by
e Les p inconnues sont x1, *2,. .., p. On appelle une solution du systéme toute p-liste (1, z2,...,z,) € KP

vérifiant les n équations de (7).

e Les np scalaires a; ; € K sont les coefficients du systeme.

e La n—liste (b1, ba,...,b,) € K" est le second membre du systeme.
e Siby =by=---=1b, =0, alors on dit que le systeme est homogeéne , ou que le systéme est sans second
membre.

La matrice A = (a;;)1<i<n S'appelle la matrice du systéme linéaire . Elle contient les coefficients du systeme
o ISgsp .
linéaire. Comme le systéme linéaire s’écrit aussi :

P
(y) : Zam'mj =b;,Yi € [[1,71]]
=1
on peut utiliser la matrice A pour réécrire le systéme linéaire sous la forme :

() : AX=DB

ou
T bl
T2 by
X = et B=
pr bn
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sont les matrices colonnes des inconnues et du second membre.

Nous allons présenter une méthode pour résoudre n’importe quel systeme linéaire AX =Y.
Nous commencerons par résoudre des systémes linéaires simples (les systémes échelonnés), puis nous verrons une
méthode pour se ramener & un systéme linéaire échelonné (la méthode du Pivot).

Matrices échelonnées

DEFINITION 32
Soient K un corps et n,p € N*. Soit A € A, ,(K), avec A = (a;;): ;-
Soit 1 <4 < n. Si la i-éme ligne de A est non-nulle, on définit a; = inf({1 < k < p tels que a;; # 0}).

Pour L; la i-¢me ligne de A, si L; est non-nulle on a : L; = (0,0,...,0,a; q,, *, *).
Si la k-eéme ligne de A est nulle, on pose alors a; = p + 4.

On dit alors que la matrice A est échelonnée si l'on a :

o <og < .. < o

1 2 3 0 2 3
EXEMPLE 33 — A= |0 0 2| est échelonnée. B=[1 0 2| nest pas échelonnée.
0 0 0 0 2 0
1 2 3 1 00 3 1
0 2 2 — , , . |0 0 0 -1 _ _ _ _
C = 02 0 0 n’est pas échelonnée. D = 000 o]l omaea= 3, a0 =4, a3 =7, ay = 8 est
001 1 0 00 O

échelonnée.
Pour E =04, (& onaor=p+las=p+2,...,an =p+n. La matrice nulle est échelonnée.

Pour F € #,(K) une matrice diagonale dont les coefficients diagonauz sont non-nuls, F est échelonnée.

REMARQUE 34 — On dit que le systéme linéaire (S) : AX =Y, ot X,Y € #,1(K) et A € M, ,(K) est
échelonné si la matrice A est échelonnée.

REMARQUE 35 — Soit A € #,,(K) une matrice échelonnée. Comme on a
1<a <as <... < ay,

on remarque en particulier que A est une matrice triangulaire supérieure.

Les matrices carrées échelonnées sont un cas particulier de matrices triangulaires supérieures.

Résolution d’un systeme échelonné

PROPOSITION 36 (Résolution d’un systeéme linéaire échelonné)
Soient K un corps, n,p € N*. Soit A € 4, ,(K) une matrice échelonnée. Soient (y1,...,y,) € KP.
Alors, on peut toujours résoudre le systéme (S) : AX =Y.

REMARQUE 37 — On détermine les solutions (x1,...,2p) du systéme échelonné (S) : AX =Y en remontant
ligne par ligne :

Soit r le numéro de la derniére ligne non-nulle de A.
Comme A est échelonnée, les lignes r + 1,...,n sont nulles, et les lignes 1, ..., sont non-nulles.

o Toutes les lignes nulles de la matrice A donnent des équations de la forme : 0 = y;, pourr+1<j <n.
- Si lun de ces y; est non-nul, alors le systéme (S) n’a pas de solutions, et la résolution est terminée.

- Si tous les y; sont nuls pour r +1 < j < n, alors ces équations sont de la forme : 0 = 0.

On retire ces équations du systeme (équations toujours vraies), et on continue la résolution.

o Pour tout 1 <i<r, on a a;q, #0.
Pour chaque ligne L;, on exprime xo, en fonction de b;, et Ta,41,...,Tp.

o Ligne r : Le coefficient x,,. est alors déterminé.

81



9.3. SYSTEME LINEAIRE, MATRICE D’UN SYSTEME LINEAIRE

o Ligne r —1 : On remplace x,, par Uexpression a la ligne r. Le coefficient xq, _, est alors déterminé.

o Ligne r — 2 : On remplace q,., To, , par leurs expressions. Le coefficient x,, , est alors déterminé.

e . ..
o Ligne 1 : On remplace x,,...,%q, par leurs expressions. Le coefficient x, est alors déterminé.
On obtient alors les valeurs de xq,,...,%q, en fonction de yi,...,Yr ainsi que des T; pour j # o, ..., Q.

EXEMPLE 38 — Résolution dans R du systéeme linéaire :

1+ 2 + 2z3 =

. 0 4+ 2x9 + 23

(8) ’ O + 0 — I3 =
o+ 0 + 0 =

S Wk W

La matrice A associée a ce systéme linéaire est échelonnée. Elle posséde une ligne nulle.

On a ainsi :
T :371’2721‘3 9 o o
Ty =2y x; =3-5—-2(-3)=4
(S) = v =3 <~ ¢ 22 =5
0 =0 T3 =3

L’ensemble des solutions de (S) est donc {(4,5,3)}. Ce systéme linéaire posséde une unique solution.

EXEMPLE 39 — Résolution dans R du systéeme linéaire d’équations :

(S) 7 + 30 — 2x3 + bry = -1
’ O —|— 2&32 + 23}3 — 2.134 = 4

On remarque que la matrice A associée a ce systéme linéaire est échelonnée. On a :

r1 = —1—3x2+2x3 — 514 1 :—1—3(2—$3+Z‘4)+2$3—51‘4:—7-1-5]}3—8334
<~
To =2—x3+ x4 To =2—x3+ x4

OF
L’ensemble des solutions de (S) est donc :

S = {(—7—|— by — 8xy,2 — x3 + l’4,$3,$4), T3,T4 € R}
= {(—7, 2, 0,0) + (5.1‘37 —.Tg,xg,O) + (—81‘4, T4, 0, 1‘4), x3,T4 € R}
= (—7, 2,0, O) + Vect((5, —-1,1, 0), (—8, 1,0, 1))

Ce systéme linéaire posséde une infinité de solutions.

EXEMPLE 40 — Résoudre dans, selon (y1,v2,ys,vys) € R, le systeme linéaire d’équations :

1 + 22 + x3 — wy = Y1

(S) . 0 - T2 + T3 + 0 = Y2
' 0 + 0 + 223 + 6y = ys3
0+ 0 4+ 0 + 0 = uyi

On remarque que la matrice A associée a ce systéme linéaire est échelonnée.
e La quatrieme ligne du systéme est 0 = yy.
- Siyy #0, ce systéme n'a pas de solutions (S =10).

- Siys =0, on poursuit la résolution. On a :

=y — 2w —x3 + T4

8
s
\

_ T1 =Yy —2rp — T3+ 14
(S) = T2 1 V2 + o3 =< @ =—Yo+ Sys — 314
_ 2
r3 = 3Y3 — 34 e = Ly. — 32
O :0 3 - 2y3 4
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T Y1 — 2(1—212 + 5y3 — 314) — (33 — 3x4) + 24 = Y1 + 2y2 — Sys + 1024
(S) =1 =2 —y2 + 5y3 — 314
T3 = 3y3 — 3a4

L’ensemble des solutions de (S) est donc :

3 1 1
S={(y1 +2y2 — Vs + 10x4, —y2 + 2Ys — 31y, 2Ys — 3r4,24), 24 € R}

3 11
= (y1 +2y2 — Y3 Y2 + 5 Uss 53/370) + Vect((10, -3, -3,1)).

En conclusion, si ys # 0 ce systéme linéaire n’admet pas de solutions. Si yy = 0, alors ce systéme linéaire posséde
une infinité de solutions, décrites au-dessus.

9.4 METHODE DU PIvoT

La méthode du Pivot permet de transformer toute matrice en une matrice échelonnée, en la multipliant par des
matrices inversibles.

Matrices élémentaires

DEFINITION 41
Soient K un corps, n € N*. Soient 1 < i, 7 <n,i#jet A e K.
On définit les matrices suivantes, appelées matrices élémentaires :

[ ] E(Z,], )\) = In + )\.EiJ N
o M(i,A\)=1,—E;; + \E;;;
e S(i,j) =In— Ei; — Ej; + Ei j + Ej;.

EXEMPLE 42 — Dans #3(K), on a :

1 0 A 100 00 1
EL3,N)=[0 1 o], M20={0 X 0],et51,3)={0 1 0
00 1 00 1 100

La matrice E(i,j,\) est la matrice identité pour laquelle on a ajouté X en (i,j).
La matrice M(i, ) est une matrice diagonale, qui vaut A en (i,1), et 1 sur le reste la diagonale.

La matrice S(i,j) est la matrice identité pour laquelle on a déplacé les coefficients (i,1) et (j,7) (en (i,7) et
(7,4))-

PROPOSITION 43
Soient K un corps, n,p € N*. Soient 1 <i,j <mn,i7# j et A € K. Soit A € 4, ,(K). Alors :

e E(i,7,\) est inversible.
L’opération A — E(i,j, \)A revient a effectuer : Ligne ¢ devient (Ligne i+\.Ligne j).
On note L; < L; + A\.L; cette opération.
e M(i,\) est inversible si A # 0.
L’opération A — M (i, A)A revient a effectuer : Ligne ¢ devient A.Ligne i.
On note L; < A\.L; cette opération.

e S(i,7) est inversible.
L’opération A — S(i,j)A revient a effectuer : Ligne ¢ devient Ligne j, et Ligne j devient Ligne i.
On note L; <+ L; cette opération.

THEOREME 44
Soient K un corps, n,p € N*. Soit A € 4, ,(K).
Alors il existe B € ), ,(K) une matrice échelonnée, et My, ..., M, des matrices élémentaires de ., (K) telles
que :
M x...x M, x A= B.

Autrement dit, il est possible de transformer la matrice A en une matrice échelonnée B en un nombre fini
d’opérations élémentaires.
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REMARQUE 45 — Soient X,Y € 4, 1(K) des vecteurs colonne. Comme les matrices élémentaires sont inversibles,
ona:

AX =Y < (My...M,A)X =M, ...M,Y < BX =Y.

En possédant une méthode pour trouver de telles matrices élémentaires My, ..., M,, on peut alors résoudre tout
systéme linéaire AX =Y en se ramenant a un systeme linéaire échelonné BX =Y.

Méthode du Pivot

REMARQUE 46 (Méthode du Pivot) — Soit A € A, ,(K).

On échelonne la matrice A en utilisant les opérations élémentaires.

On procéde colonne par colonne, de la gauche vers la droite.

On rappelle que pour 1 < i < n, l'entier o; désigne la position du coefficient non-nul de la ligne L; le plus a
gauche (et c; = n+1i sila ligne L; est nulle).

o Pour L; et L; deux lignes telles que o; < oy mais @ > j, lopération L; <+ L; permute les lignes L; et L; :

L;:(0,0,...,0,0,...,0,a,a;,%,...,%) — Lj:(0,0,...,0,a50,,%,...,%%,...,%)
Li i (0,0,...,0,ai0;,% ..., %%...,%) L < L; L;:(0,0,...,0,0,...,0,a;0;,%,-..,%)

1

o Pour a; ., le coefficient non-nul le plus a gauche de L;, l'opération L; < ——L; change ce coefficient en

un 1 (utile pour certains calculs).

—

Li:(0,0,...,0,a50;, %, .. %) I o
K3

L;:(0,0,...,0,1,%, ... %).

a; L’L

1 Qg

— a4,

e Pour L; et Lj deux lignes telles que a; = oy, avec j < i, l'opération L; < L;+——=+L; annule le coefficient
Jrag

Qi et préserve les 0 situés avant :

K3

Lj:(0,0,...,0,a5a0;,%,...,%) —la» Lj:(0,0,...,0,a50,,%,...,%)
Li:(0707"'707ai,a]'7*a"'7*) Li« L; + 7qai-[/j L 1(0,07...,070,*,...,*)

Aj o5

Voyons cela sur des exemples (échelonnage de matrice, résolution d’un systeéme linéaire).

1 2 0 3

EXEMPLE 47 — Appliquer la méthode du Pivot sur A= -1 1 1 0

2 1 71
1 2 0 3 — 1 2 0 3 — 1 2 0 3
Ona:|-1 1 1 0] Ly« Ly+Ly (0 3 1 3 Ly« 3Ly 01 3 1
2 1 7 1) Ly« Ls3—2L;y \0 -3 7 -5/ L3« L3+3Ly \0 O 8 =2

On a bien obtenu une matrice échelonnée.
Pour B cette matrice échelonnée, les opérations effectuées donnent :

E(3,2,3)M(2, %)E(Z&, 1,-2)E(1,2,1)A = B.

0 2 1
EXEMPLE 48 — Appliquer la méthode du Pivot sur A= 2 2 1
1 4 3
02 1\ 4 3 . 1 4 3
Ona: (2 2 1 2 1 0 -6 -5
14 3) rols \g o o) P2 le=2i \g 5

>~

1 3 — 1
0 -6 -5 L2 — %GLQ 0

0o 2 1 Ly< L3 —2L, \0 0
On a bien obtenu une matrice échelonnée. Pour B cette matrice échelonnée, les opérations effectuées donnent :
E(3,2,-2)M (2, Z)E(2,1,-2)S(1,3)A = B.

Si I'on avait effectué Li <> Ly dans 'exemple précédent, on aurait obtenu une matrice échelonnée différente.
Cela ne dérange pas.
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EXEMPLE 49 (Résolution d’un systéme linéaire avec la méthode du Pivot) —

r; + 4dxs — dxz = 1
Résoudre le systeme linéaire : (S§): ¢ 2x1 — 2xz2 + a3 = 0 .
3rz17 — x2 — x3 = 1
On utilise la méthode du Pivot :
<~ r1 +  Adxe — bx3 = 1
(S) Lo+ Ly —2L, 0 — 10z + 1llzz = =2
Ly <+ L3 —3L4 0 — 9z + 143 = -2
— 1 + 4dze — 513 =1
(S) Lo+ —i5Lo 0 + zo -+ s = % (systéme échelonné)
L3+ L3+ 9L 0 + 0 + (14—1—717%9)1‘3 = —2+g
Ty + 4dxy — 5x3 =1 z1 =1—4x5+ 5z3
(S) = 0 + =z + _}171?1.%'3 = %_1 = { 2 = %_148 %x_gz
0+ 0 + 523 = F T3 =541 — 4
_ _ 6 -2 _ 7
T 11 B 41952——5 596360 6 = 16_ fartha =
(8)<:> T :E""EHZRZT < T2 = g7
_ 22 _ =2
xr3 = 1 3 = a1
L’ensemble des solutions de (S) est {(5, <, 7))}

Calcul de P’inverse d’une matrice avec la méthode du Pivot

Pour A € ., (K) une matrice carrée, la méthode du Pivot peut étre utilisée pour déterminer si A est inversible
ou non, et pour calculer A~1.

ProrosiTION 50

Soient K un corps, n € N*. Soit A € .4, (K).

Si, en appliquant la méthode du Pivot & A, on obtient & une étape une matrice dont une ligne est nulle, alors A
n’est pas inversible.

Si, en appliquant la méthode du Pivot a A, on obtient une matrice échelonnée sans ligne nulle, alors A est
inversible.

1 21
EXEMPLE 51 — La matrice A= | —4 3 2| est-elle inversible ¢
-3 5 3
On applique la méthode du Pivot a A :
1 21 — 1 2 1 . 1 2 1
-4 3 2 Lo+ Lo+4L, 0 11 6 IneIo—T 0 11 6
-3 5 3] Ly« L3+3L; \0 11 6 3 57 N0 0 0

On a obtenu une matrice avec la ligne nulle pendant la méthode du Pivot. Donc A n’est pas inversible.

REMARQUE 52 — Soit A € #,(K). S’il existe des matrices élémentaires My, ..., M, telles que
My ...M.A=1,, alors on a A= (M ... M,)~t. Donc A est inversible et My ... M, = A™L.

PROPOSITION 53
Soient K un corps, n € N*. Soit A € ., (K).
On pose B = (A | I,,) € My, 2,(K), la matrice obtenue en "collant” les matrices A et I,,. C’est-a-dire :

ai1 .. Q1n 1 0 0

a271 e a27n O 1 O
B =

Ani oo Gpn 0 0 ... 1

Si, en appliquant la méthode du Pivot & B, on obtient une matrice de la forme (I, | M), alors on a M = A~
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1 21

EXEMPLE 54 — Montrer que la matrice A= | —4 3 2| est inversible, et calculer son inverse.
1 5 3

On applique la méthode du Pivot a la matrice B= (A | I3) :

1 2 1 1 0 0 — 1 2 1 1 00
—4 3 2 0 1 0] Ly<+ Lo+4Ly 0 11 6 4 1 0
1 5 3 0 01 Ls <+ Ls— L 0 3 2 -1 0 1
— 12 1 1 0 Lo ng 120 2 8=
1 6 4 1 3 3 4 7236 1 | 36 -6
LQ(—ﬁLQ 0 1 g g ﬁg L2<;L2i7L2 01 0 ﬁ'f‘@ ﬁ'f‘m 4
Ly+ Ly—3L, \0 0 &+ =2 = 11 001 =2 =3 i
L1+ Ly —Ls 4 4
1 2 0 %« 3 =11 100 =t =1 1
—fo10 2 1 = _> 010 & 1 =
23 % A Ly < Ly — 2L, 33 % A
ool = 3 7 0ol = 7 7
On a obtenu une matrice de la forme (I3 | M). Donc A est inversible et A~ = M, avec :

L[ -1
A= 14 2 -6
—23 -3 11

COROLLAIRE 55

Soient K un corps, n € N*.

Alors, le groupe linéaire GI,,(K) est engendré comme groupe par les matrices élémentaires (dilatations, transvec-
tions, réflexions).

9.5 TRANSPOSEE D’UNE MATRICE

DEFINITION 56
Soient K un corps et p, ¢ € N*. Soit A € 4, ,(K).
On définit la transposée de A, notée ‘A, par b; j = a;,;, V1 <i<p,1<j<gq.

EXEMPLE57P0uTA:(1 —21)’0natA:<1 0>‘

0 2 -1
aq 0 0
ar Gz ap a 0 0
PourB=[0 0 0 | € #;,(K), ona'B= € My, 3(K)
0 0 0
ap 0 0

REMARQUES 58
1. Transposer une matrice transforme ses lignes en colonnes (et ses colonnes en lignes).

2. La transposée d’une matrice ligne est une matrice colonne.
La transposée d’une matrice carrée est une matrice carrée.
La transposée d’une matrice triangulaire supérieure est une matrice triangulaire inférieure.

3. Soit A € M,,(K) une matrice carrée. Alors les matrices carrées A et 'A :
(a) ont la méme diagonale ;

(b) sont les symétriques l'une de 'autre par rapport & la diagonale.

PROPOSITION 59
Pour A, B € #, 4(K) et A € K un scalaire, on a :

(A)=A et NA)=MNA et (A+B)='A+'B.
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PROPOSITION 60
Soient K un corps et p, ¢, € N*. Soient A € 4, ,(K) et B € 4, ,(K). On a :

AB) ='B'A.

La transposition renverse ’ordre du produit matriciel.

Preuve — Soient A = (a;,;)(;,;) et B = (bj 1) k)-

La matrice C' = A B posséde p lignes et » colonnes, donc C’ = ¥ A B) posséde r lignes et p colonnes. On a :
a
Choi = Cik = Y ij bk
j=1

Comme A’ ='A € Myp(K) et B' =B € Mr q(K), le produit D = !B*A existe et posséde lui aussi r lignes et p colonnes. La

relation :
q q
i = Dbl @i = D bik @iy = g
j=1 j=1
prouve que les matrices ‘B‘A et (A B) ont tous leurs coefficients égaux, donc qu’elles sont égales. O
EXERCICE 3 —

1. Soit A une matrice inversible.
Montrer que sa transposée est inversible et que t(A_l) = (tA)il.

2. Soit B une matrice dont la colonne C; est combinaison linéaire des C;, 1 <1 < n, i # j : C; =
Z?:o i#£j AiCi.
Montrer que B n’est pas inversible.

DEFINITION 61

Soient K un corps et n € N*. Soit A € .#,(K). On dit que la matrice A est symétrique si ‘A = A. On note .,,(K)
I’ensemble des matrices n X n symétriques.

On dit que la matrice A est antisymétrique si ‘A = —A. On note #,(K) l’ensemble des matrices n X n
antisymétriques.

PROPOSITION 62
Soient K un corps et n € N*. Alors :

(i) Toute matrice M € #,,(K) s’écrit d’'une unique fagon comme la somme d’une matrice symétrique et d’une
matrice antisymétrique.

(ii) Les ensembles .7, (K) et o, (K) sont des sous-espaces vectoriels de ., (K) qui sont supplémentaires dans
My (K) (voir Géométrie 1) :

Preuve — (i) Soit M € #,(K). On peut alors écrire :
M=S+A, avec S:M%{M et A:M%w.
D’apres la Proposition 59, S est symétrique et A est antisymétrique.
Montrons que cette écriture est unique. Supposons que M =S+ A=5" 4+ A’.
Alorson a S — S’ = A’ — A avec S — S’ symétrique et A’ — A antisymétrique.

Pour N = S — ', N est & la fois symétrique et antisymétrique, donc N = !N = —N. Cela donne 2N = 0, donc N est nulle. Ainsi, on
aS=S5 et A=A

(it) Montrons que % (K) et 47, (K) sont des sous-espaces vectoriels de .Z(n)K.
La matrice nulle est symétrique. L’ensemble .7, (K) est donc non vide.

Pour A,B deux matrices symétriques, et A,u deux scalaires, on a {AA + uB) = AMA + u!B = AA + uB. Donc la matrice AA + uB est
symétrique. Ainsi, ./, (K) est bien un sous-espace vectoriel de . (K).

On montre la méme chose pour 7, (K).

De plus, la preuve de (i) a montré que ., (K) N .o, (K) = {0}. Ces sous-espaces vectoriels sont donc supplémentaires dans .4, (K). O

1
EXERCICE 4 — Montrer que  dim.7,(K) = nint1) et  dim.,(K) =

n(n —1)
5 —_.

2
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9.6 MATRICE D’UNE FAMILLE DE VECTEURS, RANG D’UNE MATRICE

DEFINITION 63

Soit E un K-ev de dimension finie. Soit B = (eq, ..., e,) une base de E. Soient x1,...,x, des vecteurs de E.
Pour 1 < j # p, soit ©; = Z?:l a; je; la décomposition du vecteur x; dans la base E.

On définit la matrice Matg(z1,...,2p) = (a;5)i; € Mnp(K).

Cette matrice est appelée la matrice de la famille (z1,...,z,) dans la base B.

REMARQUE 64 — La j-éme colonne C; de la matrice Matg(z1, ..., xp,) contient les coefficients de la décomposition
du vecteur x; dans la base B.

EXEMPLE 65 — Pour E =K?, B=((1,-1),(0,1)), et z1 = (1,0), 22 = (1,1), 23 = (2,1), on a :

1 1 2
Matg(xl,xg,xg):(l 9 3>.

REMARQUE 66 — Soit A € #,, ,(K). Notons C1,...,C, les colonnes de A, vues comme vecteurs colonne de K”.
Alors, la matrice A est exactement la matrice de la famille de vecteurs (C1,...,Cp) dans la base banonique de
K".

DEFINITION 67

Soient K un corps et n,p > 1. Soit A € 4, ,(K). Soient C1,...,C) les colonnes de A, vues comme vecteurs
colonnes de K.

On définit le rang de A, noté rang(A) ou rg(A), comme le rang de la famille de vecteurs (C1,...,C,) :
rang(A) = rang(Ch, ..., Cy).

REMARQUE 68 — On a ainsi rang(A) < max(n,p), puisque cela correspond au rang d’une famille de p vecteurs
dans un e.v. de dimension n.

EXEMPLE 69 —

e Onarg(l,)=n
e On arg(0)=0

e Soient ai,...,ap € K. On pose :
aq ap
0 0
A= .| € A, (K).
0 0

Alors rang(A) = 0 si tous les a; sont nuls, et rang(A) =1 sinon.

ProPOSITION 70
Soit E un K-ev de dimension n. Soit B une base de E. Soient z,...,z, des vecteurs de E. Alors, on a :

rg(Matg(z1,...,2p)) =18(z1,...,2p).
Autrement dit, le rang de la famille z1,...,z, est égal au rang de sa matrice associée dans la base B.

REMARQUE 71 — Ainsi, on peut déterminer le rang d’une famille de vecteurs en calculant celui de sa matrice
associée dans une base B bien choisie.

COROLLAIRE 72
Soit E' un K-ev de dimension finie. Soient B, B’ deux bases de E. Soient 1, ..., z, des vecteurs de E. Alors, on
a:

rg(Matg(z1,...,2p)) = rg(Matg (z1,...,2p)).

Autrement dit le rang de la matrice associée a la famille de vecteurs (z1,...,z,) ne dépend pas de la base choisie.
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ProposiTiON 73
Soient K un corps et n,p > 1. Soit A € .4, ,(K) une matrice échelonnée.
Alors, rang(A) est égal au nombre de lignes non-nulles de A.

-1 2 0 3
) 0 0 2 5
EXEMPLE 74 — Soit A = 0o oo 7| Alors, on a rang(A) = 3.
0 0 0 O
Les vecteurs colonne C1,C3,Cy de A forment une famille échelonnée dans le sous-ev Vect ey, es, e3.

PROPOSITION 75
Soient K un corps et n,p > 1. Soit A € 4, ,(K). Soit M € .#,,(K) une matrice inversible. Alors, on a :

rang(MA) = rang(A) = rang(AM).
Autrement dit, multiplier la matrice A par une matrice inversible ne change pas son rang.

COROLLAIRE 76 (Calcul du rang par la méthode du Pivot)

Soient K un corps et n > 1. Soit A € .4, (K).

Soient My, ..., M, des matrices élémentaires et B une matrice échelonnée telles que M, ... M1 A = B.
Alors, le rang de A est égal au nombre de lignes non-nulles de B.

Preuve — Les matrices élémentaires sont inversibles, donc on a rg(A) = rg(B), et B est une matrice échelonnée. O

En appliquant la méthode du Pivot a la matrice A pour se ramener & une matrice échelonnée, on obtient ainsi
un calcul du rang de A.

THEOREME 77
Soient K un corps et n > 1. Soit A € .4, (K).
Alors A est inversible si et seulement si rang(A) = n.

9.7 TRACE D'UNE MATRICE

DEFINITION 78
Soient K un corps et n € N*. Soit A = (a; ;) (i) € #»(K). On définit la trace de A, notée Tr(A) ou tr(4),
comme la somme des éléments de la diagonale de A :

n
TI"(A) =a11+ - Fapn = Z Qi € K.
i=1

REMARQUE 79 — La trace d’une matrice n’est définie que pour les matrices carrées.

ProOPOSITION 80
Soient A, B € #,(K). On a :
Tr(AB) = Tr(BA).

Preuve — Pour A = (a;,j)(;,5) et B = (bi j)(,5), on a:

Tr(AB) Tr (X1 @i,kbk,j) (i)
Poie1 (b1 @i kbr,i)

f=1 (2271 brjiai k)
Tr (32721 br,i@i,g) (k,5))
Tr(BA).

O

REMARQUE 81 — Soient A et B deux matrices carrées. La trace de AB n’est en général pas égale a la trace de
A multipliée par la trace de B. Par exemple :

TI'(IQIQ) = TI'(IQ) =2 7& 4 = TI‘(IQ)TI‘(IQ)

EXERCICE 5 — Soit A € 4, (K).

1. On prend K = R. Montrer alors que Tr(*AA) est un nombre positif. Montrer que Tr(*AA) est nul si et
seulement si A est la matrice nulle.
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2. Montrer qu’il existe une matrice non nulle A dans .#>(C) telle que Tr(*AA) est nul.

EXERCICE 6 —
Montrer que l’ensemble des matrices dont la trace est nulle est un sous-espace vectoriel de My, (K).
Déterminer une base de ce sous-espace vectoriel. Quelle est la dimension de ce sous-espace vectoriel ?
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Chapitre 10 Applications linéaires
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10.1 DEFINITIONS

DEFINITION 1
Soient F et F' deux K—espaces vectoriels. On dit qu’une application v : F — F est une application linéaire si

Y(z,y) € E*, VY(a, ) € K?, ulax + fy) = au(z) + Bu(y).

On dit aussi que u est un morphisme d’espaces vectoriels et on parle :
e d’endomorphisme si £ = F';
e d’isomorphisme si u est bijective;

e d’automorphisme si u est bijective et £ = F.

On note :
e L(E,F) l'ensemble des applications linéaires de F vers F;
o L(F) l'ensemble L(E, E) des endomorphismes de E.

e GL(E) (Groupe Linéaire de F) I’ensemble des automorphismes de lespace vectoriel E.

EXEMPLE 2 —
1. L’application uv: K — K2 est linéaire.
x — (2z,x)
. , - , L — FE
2. Soit k € K. L’homothétie de rapport k est l’application N

C’est un endomorphisme de E. C’est un automorphisme si et seulement si k # 0.

3. La dérivation est une application linéaire de C*(R) vers C°(R) :

D :CYR) — CR)
fo—f

Sa restriction ¢ C*(R) est un endomorphisme de C*=°(R).

REMARQUE 3 — Siu: E — F est une application linéaire, alors u(0g) = Op.

Preuve — u(0g) = u(0g0g) = Og u(0g) = Op. a

Soient (a,b) € K? et 'application f: K — K
T — ar+b
Sib#0, alors f n’est pas linéaire car f(0) =b # 0. (On dit que f est une application affine.)

REMARQUE 4 (Image d’une combinaison linéaire) — Siu : E — F' est linéaire alors pour tout n € N*, pour
tous x1,...,x, € E et tous \1,...,\n €K, on a

Mz 4 .o AnZn) = Mu(zr) + -+ Apu(x,).
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PROPOSITION 5
Soit u € L(E, F).
1. Si A est un sous-espace vectoriel de E, alors u(A) est un sous-espace vectoriel de F'.

2. Si B est un sous-espace vectoriel de F', alors u~!(B) est un sous-espace vectoriel de E.

Preuve —

1. Og € A donc O = u(0g) € u(A). De plus, si o/, y' € u(A), il existe z, y € A tels que 2’ = u(z) et y’ = u(y). On a alors, pour
tous A, p € K,
A’ + py' = du(z) + pu(y) = u(e + py) € u(A).

2. 0p € u"1(B) car u(0g) = Op. De plus, si z, y € u~1(B), on a u(xz) € B et u(y) € B. Donc pour tous A, u € K,
u(Ax + py) = du(z) + pu(y) € B, c’est-a-dire Az 4+ py € u~1(B).

|
DEFINITION 6
On appelle forme linéaire de F une application linéaire de F vers K.

EXEMPLE 7 —

1. Soit (a,b) € K2. L’application f : K? — K est une forme linéaire de K2.
(z,y) — azx+by

2. Pour tout n € N*, et pour tout k € [1,n], Uapplication K" —
(xla e 7In) —

sa k—iéme coordonnée xy. C’est une forme linéaire de K™.
(1) — R

b
f — [, f(t)dt

assocte a un vecteur x

3. Soit un segment I = [a,b]. L’application est une forme linéaire de C°(I).

K[X] — K

4. Soit a € K. L’évaluation p —  Pla)

d’un polynéme en a est une forme linéaire de K[X].

. E — K
5. Soit E l'espace vectoriel des suites (u € KN qui convergent. L’application .
P (tn)nen q g pp (i Imen Ly 4 o0 10

est une forme linéaire sur E.

10.2 NOYAU ET IMAGE D’UNE APPLICATION LINEAIRE

DEFINITION 8
Soient E et F' deux espaces vectoriels. Soit u une application linéaire de E vers F'.
Le noyau de u, noté Ker (u), est ’ensemble des vecteurs = de E tels que u(z) = Op :

Ker (u) = {z € E |u(z) = 0p} = u *({O0r}).
C’est un sous-espace vectoriel de F.
EXEMPLE 9 — Déterminons le noyau de lapplication linéaire
f:R® — R?

T+ 2y + 3z
@z o (TTEF)

Soit (z,y, z) € R3,

flz,y,2) =0 < { rt2y+3z =0

T — 2y =0
r+2y+3z =0
S
L’2L2L1{ 4y — 3z =0
__3
— { T ——%y—3z——§z
Yy = —3%
—6
Donc Ker (u) =K | =3
4
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THEOREME 10
Soit « une application linéaire de E vers F. u est injective si et seulement si Ker (u) = {0}.

Preuve —
e Si u est injective, alors pour tout « € Ker (u), on a u(z) = 0 = u(0) et donc = 0.

e Si Ker (u) = {0} alors pour tous z, y € E,

uz)=uly) =u(lz—y)=0=—=a—y € Ker(u) =2 —y=0.

EXEMPLE 11 — La dérivation
D : CI(R,R) — CO(R,R)

=7
est une application linéaire. Elle n’est pas injective car son noyau est 'ensemble Vect (1) des fonctions constantes.

DEFINITION 12
Soit u une application linéaire de E vers F.
On définit I'image de u par
Im(u)={y € F|Ix € E, y=u(z)} =uE).

C’est un sous-espace vectoriel de F.

Une application linéaire u : E — F est surjective si et seulement si Im(u) = F.

EXEMPLE 13 — La dérivation D : CY(R,R) — CO(R,R) est surjective, car toute fonction continue est la
dérivée d’une fonction de classe C'.

Image d’une famille de vecteurs

LEMME 14
Soit uw € L(E, F), soit (f1,..., fn) une famille génératrice de E. Alors (u(f1),...,u(fn)) est génératrice de Im(u).
C’est-a-dire :

Im(u) = Vect(u(f1),...,u(fn)).

Preuve — Soit y € Im(u), il existe € E tel que u(z)y. Or ¢ = x1f1 + ... + xnfn donc u(z) = z1u(fi) + ... + znu(fr). O
PROPOSITION 15
Soit B = (e, - ,e,) une base d'un espace vectoriel E. Soit u € L(E, F).

1. Alors, u est surjective si et seulement si (u(ey),...,u(e,)) est une famille génératrice de F.

2. Alors, u est injective si et seulement si (u(e1),...,u(e,)) est libre.

3. Alors, u est un isomorphisme si et seulement si (u(ey),...,u(e,)) est une base de F.

THEOREME 16
Soit (eq,...,e,) une base de E et soit (fi,..., f,) une famille (quelconque) de vecteurs de F. Alors il existe une
unique application linéaire de E vers F telle que pour tout i € [1,n], u(e;) = fi.

Preuve —

e Unicité : Soient u, v € L(E, F) telles que pour tout ¢ € [1,n], u(e;) = f;. Soit * = z1e1 + ...+ znen, € E, on a
u(z) = ziuler) + ...+ znulen) = z1f1 + ... + Tnfn = z1v(€1) + ... + zpv(en) = v(x).
e Existence : Si z € F, on note (z1,...,%n) ses coordonnées dans la base (e1,...,ey). Soit

vw:FE — F
T Z'lfl‘f’---‘i‘l'nfn-
f est bien définie par unicité des coordonnées dans une base. Pour tout ¢ € [1,n], le vecteur des coordonnées de e; dans
(e1y...,en) est (0,...,0,1,0,...,0) avec 1 en position i. Donc u(e;) = f;.

De plus,siz, y€ Eet A\, u € K, on a
u(Az +py) = A+ py)rifi + ..o+ Az + py)nfn = Az +py1) fr + ...+ A2n + pyn) fn = du(@) + pu(y).

Donc u est bien une application linéaire de E vers F'.
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COROLLAIRE 17
Siu,ve LE,F)etsiB=(e,...,ep) est une base de E, alors :

e Onau=v < VYje[lp], ule;) =v(e;);
e En particulier, on a u =0 <= Vj € [1,p], u(e;) =0.

DEFINITION 18
On dit que deux espaces vectoriels E et F' sont isomorphes s’il existe un isomorphisme de E vers F'.

COROLLAIRE 19
Deux espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes si et seulement si ils ont la méme dimension.

EXEMPLE 20 — Tout K-espace vectoriel de dimension n est isomorphe a K™.

10.3 MATRICE D’UNE APPLICATION LINEAIRE

Représenter une application linéaire par une matrice

Si E est de dimension finie, le Théoréeme 16 montre que, pour définir une application linéaire u de E vers F, il
suffit de :

e choisir une base B = (e1,...,¢,) de E;

e choisir I'image u (B1) = (u(e1),. .., u(ep)) de cette base.

Si 'espace vectoriel F' est aussi de dimension finie, alors on peut ensuite :
e choisir une base By = (f1,..., fn) de F';

n
e écrire dans cette base les p vecteurs u(e;) sous la forme u(e;) = E aij fi-
i=1

On dit alors que 'application linéaire u est représentée par la matrice A = (a; ;)i jye[1,n]x[1,p] dans les bases By
et 82 :

DEFINITION 21
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies : dim F = p et dim F' = n. Soit u une application
linéaire de E vers F'.

On choisit une base By = (eq,...,€,) de E et une base By = (fi, ..., f) de F. La matrice de u dans les bases 55;
et B, notée Matg, 5, (u), est la matrice

ai,i 1.2 cee Q1 .. Q1p

as.1 a2 ... Qa25 ... A2p
A =

@i 1 a; 2 . Qj,j N Qj,p

ap1 Ap2 ... Gpj ... Gpp

telle que :
Vi€ [1p], ule)) = Zai,j fi-
i=1

C’est une matrice a n lignes et p colonnes. Elle se lit en colonnes : pour chaque j € [1,p], la j—iéme colonne
contient les coordonnées, dans la base Ba, du vecteur u(e;). Autrement dit,

Matgl,g,z (u) = Mat32 (U(Bl))

EXEMPLE 22 —
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1. Déterminons la matrice de Uapplication v: K — K? dans les bases By = (2) et B = ((1,0), (1,1)).
x — (z,2x)
On au(2) =(2,4) = —2(1,0) + 4(1,1). Donc

Matg, 5, (u) = (‘f) :

2. Soit R3[X] — Rg[X] , et soit By = (X% X1 X% X3) la
u = (ug, u1,uz,us3,0,0,...) — (u1,2us,3us,0,0,...)
base canonique de R3[X] et By = (XO X1, X?) la base canonique de Ry[X]. On a :

p(X%) =

p(X1) =

w(X2)=

P(X?) =3X

On obtient donc

01 0 0
MatBl,Bz(QD): 0 0 2 0
0 0 0 3

ProposiTion 23
Soit By = (e1,...,e,) une base d’un espace vectoriel E et By = (f1,..., fn) une base d’un espace vectoriel F.
Soient deux vecteurs = z1e1+ ...+ zpep E Eety=y1fr+... +ynfn € F. Soit u € L(E,F). On a:

Z1 Y1

ou X = | . | estle vecteur des coordonnées de x dans By, Y = | : | est le vecteur des coordonnées de y

Ty Yn

dans B2 et A = Matpg, 5, (u).

REMARQUE 24 —

1. Dans le cas ot u est un endomorphisme de E, on peut choisir la méme base B pour écrire un vecteur r € E
et son image u(x) € E. La matrice A = Matp g(u) est alors carrée. On Uappelle la matrice de u dans la
base B et elle se note plus simplement Matg(u).

2. Dans deuz bases différentes B et C de E, un méme endomorphisme u € L(E) peut étre représenté par deux
matrices Matp(u) et Mate(u) différentes.

3. Soient ({1,402, - ,Lp) € KP et By = (e1,e2,-- ,ep) € EP une base d’un espace vectoriel E. Soit u € L(E,K)
la forme linéaire définie par : pour chaque vecteur x = x1e1 + x2ea + -+ Tpep € E,
A
P T
u(l’):€1I1+€2I2+"‘+€pl’p:ijl‘j:(61 by - fp)
Tp
Si on choisit le scalaire 1 comme base By de K, alors L = ({y {y --- {,) est la matrice Matg, g, (u)

de u dans les bases By et Bs.

4. Si A est une matrice a n lignes et p colonnes, alors on peut définir l’application

1 Z1

T2 Z2
K?P — K™, = A-

Lp Lp

C’est une application linéaire u de KP vers K" et A est la matrice de u dans les bases canoniques de KP
et K. Cette application linéaire u est appelée I'application linéaire canoniquement associée a la
matrice A.
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10.4 CHANGEMENT DE BASES, MATRICES DE PASSAGE

Matrice de passage

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soient B = (eq1,...,e,) et B = (e],...,e,,) deux bases de E.

DEFINITION 25
La matrice de passage de la base B & la base B’ est la matrice

Ps_p = Matg(e},...,e,) = Matg (B').

Dit autrement, Pg_,5/ est la matrice dont la j-ieme colonne contient les coordonnées du vecteur e;. dans la
base B (voir le cours d’Algébre 1 pour la définition de la matrice d’une famille de vecteurs).

C’est donc la matrice carrée a n lignes et n colonnes :

!/ / !/

~

€1 €y ej €,
€1 ai,l 1,2 W .. Q1n
€9 az 1 a2 ... Q25 ... Qa2p
€; @i 1 a; 2 . Qj,5 N Qi n
€En an,1  Qn,2 cee Ongj cee Opp

telle que :
n
Vjie[l,n], €= Zai’j €.
i=1
REMARQUE 26 — La matrice de passage de B a B’ est aussi a la matrice de l'identité dans les bases B et B :
Pp_p = Matp 5 (IdE) .

En effet, pour tout j € [1,n], on a Idg(e);) = € et on range les coordonnées de Idg(e}) dans la base B.

Soit « un vecteur de E dont les coordonnées sont (z1,...,x,) dans B et («],...,z,) dans B’. On peut écrire :
n n n n n
o AV / R R .
r=) wziei=) x a; ;e | = aijz; | e
j=1 j=1 i=1 i=1 \j=1

D’apres 'unicité de la décomposition dans la base B :
n
Vie[l,n], =z = Zam :17;
j=1

On a donc prouvé la le résultat suivant :

THEOREME 27 (Formule de changement de base pour un vecteur)

Soient deux bases B et B’ d’un espace vectoriel E de dimension finie. Soit P la matrice de passage de B
a B’. Si Xest la matrice colonne des coordonnées d’un vecteur x dans la base B et X’ la matrice colonne des
coordonnées du méme vecteur x dans la base B’, alors

X=PX'.

PROPOSITION 28
La matrice de passage de B a B’ est inversible et son inverse est la matrice de passage de B’ a B :

(Psop) ' =Ppos.

REMARQUE 29 — La matrice de passage donne :

o (en lisant les colonnes) les vecteurs de la nouvelle base B’ en fonction des vecteurs de l'ancienne base B ;
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e (en calculant X = P X') les anciennes coordonnées X d’un vecteur quelconque en fonction de ses
nouvelles coordonnées X'.

EXEMPLE 30 — Dans l’espace vectoriel R?, soient une premiére base (e1,e2) et la seconde base (f1, f2) définie
par :
fi=2e1+3es et fo=4de; + bes.

La famille (f1, f2) est bien une nouvelle base de R? car les deux vecteurs fi et fo me sont pas colinéaires. La

matrice de passage de la premiére base (e1,e2) a la seconde base (f1, f2) est (g 4).

Les formules de changement de bases
x =22 + 4y
y =32’ + 5y’

expriment les anciennes coordonnées (x,y) en fonction des nouvelles coordonnées (z',y’).

Changement de base pour une application linéaire

Prorosition 31
Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie et v une application linéaire de F vers F. Si :

e BBy et B] sont deux bases de E, et P la matrice de passage de By a B,
e 55 et B sont deux bases de F, et Q la matrice de passage de By a Bb,
e A= Matg, 5,(u) et A" = Matp; 5 (u),

alors :

A =QtAP

COROLLAIRE 32

Soient u un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie. Si :
e B et B sont deux bases de F,
e P est la matrice de passage de B a B,
o A= Matp(u) et A’ =Matg (u),

alors

REMARQUE 33 — S’il existe une matrice inversible P telle que A’ = P™YAP, on dit que les matrices A et A’
sont semblables.

REMARQUE 34 — La matrice d’un endomorphisme u change quand on change de base (A devient A" = P~ AP)
mais la trace de cette matrice ne change pas : Tr(A) = Tr(A’). On peut donc parler de la trace d’un endomorphisme,
sans préciser dans quelle base :

Tr(u) = Tr(Matg(u))

ne dépend pas de la base B.
On dit que la trace est un invariant de similitude.

10.5 OPERATIONS SUR LES APPLICATIONS LINEAIRES

Combinaison linéaire

ProprosITION 35
Soient u et v deux applications linéaires de E vers F', soient A, p € K.

1. L’application A\u + pv est aussi linéaire.
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2. Si FE et F sont de dimensions finies, alors

Matg, B, (Au+ pv) = AMatg, g, (u) + 1 Matg, s, (v),
ou B; est une base de E et By une base de F.

EXEMPLE 36 — Si u est un endomorphisme d’un espace vectoriel E, alors tout vecteur x € E tel que u(z) = x
est appelé un vecteur invariant par u. L’ensemble des vecteurs invariants par u est un sous-espace vectoriel
de E : C’est le noyau de f —idg. En effet :

Vee E, f(r)=z < f(z)—2=0p < (f—idg)(x) =0 < zeKer(f—idg).

COROLLAIRE 37

1. L(E,F) est un K-espace vectoriel.

2. Si E et F sont de dimensions finies, alors :
o l'espace vectoriel L(E, F') est isomorphe & ., ,(K), avec dim E = p et dim F' = n ;
o L(E,F) est de dimension finie et dim (L(E, F')) = dim (E) x dim (F).

Composition

PRrROPOSITION 38
Soient E, F' et G trois espaces vectoriels.

1. Siue L(E,F)etve L(F,G),alorsvou € L(E,G).
Autrement dit : la composée de deux applications linéaires est linéaire.

2. Si E, F et G sont de dimensions finies, alors
Matg, B, (v ou) = Matg, g, (v) - Matg, B,(w)
ou B est une base de E, By une base de F' et B3 une base de G.
EXEMPLE 39 — Les deuz applications linéaires

f:K2 — K2
(z,y) — (y,2)

et
qg: K2 — K2
(x,y) — (z+y,z).

ne commutent pas car

(fog)(1,2)=f(3,1)=(1,3) et (g0f)(1,2)=g(2,1)=(3,2).
Donc la composition n'est pas commutative dans L(K?).

ProrosITION 40

Soit E un K-espace vectoriel.

Alors, (L(E),+,0) est un anneau.

Et (L(E),+,o0,.) est une K-algebre.

Si E est de dimension finie, £(E) est un K-ev de dimension dim(E)?.

DEFINITION 41
Si u € L(FE) est un endomorphisme de E, alors on peut définir la puissance n de u, par v =uowuo---owu,.
S ——4

n fois
2

Plus précisément, on note u' = u, 4?2 = wowu et pour tout n > 1, u"*' = u" ou = uou™.

Par convention, on a u° = Idg.

Pour tout n € N, la puissance n de u est un endomorphisme de F : u"™ € L(E).
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Applications linéaires inversibles

PROPOSITION 42
Soient F et F' deux espaces vectoriels. Soit u un isomorphisme de E vers F'.

1. Alors, la bijection réciproque u~! est linéaire et bijective de F vers E.

2. Si E et F sont de dimension finie, alors Matg, s,(u) est inversible et

-1 _
(Matghgz (u)) = Math,Bl (’LL 1),
ou B; est une base de E et By une base de F'.

COROLLAIRE-DEFINITION 43

On note GL(E) I’ensemble des automorphismes d’un espace vectoriel E.

11 s’agit du groupe des éléments inversibles de I'anneau £(E). On 'appelle le Groupe Linéaire.
Si E est de dimension finie n, alors (GL(F), o) est isomorphe au groupe (GL,(K), x).

PROPOSITION 44
Soit E un espace vectoriel de dimension finie n muni d’une base B. Une famille (21, zs2,...,z,) de vecteurs de E
est une base de F si, et seulement si, la matrice Matg(x1, 29, ..., %, ) est inversible.

10.6 RANG D’UNE APPLICATION LINEAIRE, THEOREME DU RANG

DEFINITION 45
Soit une application linéaire u : F — F d’un espace vectoriel E vers un espace vectoriel F'.
Si Im (u) est de dimension finie, alors le rang de u est

rg(u) = dim Im (u) .

REMARQUE 46 — Soient E et F deuz espaces vectoriels de dimensions finies, B une base de E et C une base
de F'. Soient u € L(E,F) et A= Matpc(u). Alors

rg(u) = rg(u(B)) = rg(A).

Le théoreme du rang

LEMME 47
Soit u une application linéaire d’un espace vectoriel E vers un espace vectoriel F'. Soit Ey un supplémentaire
de Ker (u) : E = Eg @ Ker (u) . La restriction de u & Ey est un isomorphisme de Ey vers Im (u) .

Preuve — L’application
v:Ey — Im(u)

est bien définie car 'image de tout vecteur de E (et donc de Fp) appartient & Im (u). L’application v est :
e linéaire car u est linéaire;
e injective car
Ker (v) = {z € Eo, u(z) =0} = Eo N Ker (u)
est égal {Og} car Eg et Ker (u) sont en somme directe ;

e surjective car Vy € Im (u), 3z € E, y = u(z). Or Eg et Ker (u) sont supplémentaires, d’olt
r=x1+xz2 avec x1 € FEy et x2€ Ker(u).
D’ou
y=u(z) =u(z1) + u(z2) = u(z1) = v(z1).

THEOREME 48 (Théoreme du rang)
Soient F et F' deux espaces vectoriels, u une application linéaire de E vers F'. Si F est de dimension finie, alors

dim (F) = dim (Ker (u)) + dim (Im (u)).
rg(u)

99



10.6. RANG D’UNE APPLICATION LINEAIRE, THEOREME DU RANG

Preuve — Soit Ep un supplémentaire de Ker (u). D’apres le lemme précédent, les sous-espaces vectoriels Eg et Im (u) sont isomorphes.
Ils ont donc méme dimension. D’ou

dim (E) = dim (Ep) + dim (Ker (u)) = dim (Im (u)) + dim (Ker (u)) .

O
ProOPOSITION 49
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et © un endomorphisme de E :
u injectif <= w surjectif <= wu bijectif.
Preuve — D’apres le théoreme du rang,
dim (E) = dim (Im (u)) + dim (Ker (u)) . (*)

L’application u est injective si, et seulement si, Ker (u) = {0}, ce qui équivaut d’apreés (x), & dim (F) = dim (Im (u)), c’est-a-dire

a F =1Im (u) et finalement a la surjectivité de u. O

En dimension finie, pour montrer qu’un endomorphisme est bijectif, il suffit donc de montrer qu’il est injectif (ou
surjectif, mais l'injectivité est souvent plus simple & démontrer que la surjectivité).

REMARQUE 50 — Si l’espace vectoriel E est de dimension infinie, alors un endomorphisme de E peut étre :

e injectif sans étre surjectif, comme le prouve ’exemple de ’endomorphisme
R[X] — R[X], P(X)— X P(X) ;
e surjectif sans étre injectif, comme le prouve 'exemple de la dérivation
R[X] — R[X], P(X)+~ P/(X).
Rang et transposée d’une matrice
Soient un entier r € [0, min(n, p)] et la matrice
I, 0y pr
J’r‘ — T T,p—T )
(On—r,r On—r,p—r)
Cette matrice appartient & ., ,(K) et son rang est r.

PROPOSITION 51
Une matrice M de 4, ,(K) est de rang r si, et seulement si, il existe Q € GL,(K) et P € GL,(K) telles que
M=Q'J, P

Preuve — Supposons que rg(M) = r et notons u Papplication linéaire de E = KP vers F' = K" canoniquement associée & M. Le rang

de u est 7, d’ou (théoréme du rang) dim Ker (u) = p — r. Soient (e,41,er42, -+ ,ep) une base de Ker (u) et (e1,ez2,--- ,e,) une
base d’un supplémentaire Eg de Ker (u). On obtient alors une base By = (e1, -+ ,ep) de E.

D’apres le lemme 47, la restriction de u & Fg est un isomorphisme de Ey vers Im (u). D’ou la famille (fi, f2, -, fr) défi-
nie par f1 = u(e1), fo = u(e2),..., fr = u(er) est une base de Im (u). On peut la compléter pour obtenir une base By =

(flaf27-~~7fr7fr+1a ~'~7fn) de F.

Jr = Matg, B, (u), d’ott (proposition 31) il existe des matrices inversibles Q et P telles que M = Q™! J, P.

Réciproquement : si M = Q! J, P, alors M et J, représentent un méme endomorphisme u. Or rg(u) = rg(J-) = 7. Donc rg(M) = r.

O

COROLLAIRE 52
Le rang d’une matrice M est égal au rang de sa transposée : rg(M) = rg(*M).

Preuve — Soient M € #y p(K) et r le rang de M. D’apres la proposition précédente, il existe P € GLy, (K) et @ € GL,(K) tels
que M = Q' J.P. Dot
T = tPtJ,n t(Qfl).
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Les matrices P et {Q 1) sont inversibles et la matrice J, est du méme type que J, mais avec p lignes et n colonnes. Donc, d’apres

la, proposition précédente, le rang de *M est r. O

La transposition échange les lignes et les colonnes, par suite le rang d’une matrice M € 4, ,(K) est égal au
rang :

e de la famille de ses vecteurs colonnes (d’ou rg(M) < p);

e de la famille de ses vecteurs lignes (d’ou rg(M) < n).

10.7 FORMES LINEAIRES ET HYPERPLANS

PROPOSITION-DEFINITION 53
Soit H un sous-espace vectoriel d’'un K—espace vectoriel F de dimension finie n. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(1) dim(H)=n—1;
(1) il existe une droite vectorielle D telle que E = H ® D ;

(#i7) il existe une forme linéaire non nulle f : E — K telle que H = Ker (f).
On appelle hyperplan de E tout sous-espace vectoriel H de F vérifiant I'une de ces conditions.

PROPOSITION 54

Soient F un K—espace vectoriel de dimension finie n, et3 = (eq,- - ,e,) une base de E. Soit * = x1e1+- - - +xnen
la décomposition dans la base B.

Alors, toute forme linéaire f : E — K sécrit f(z) = a121 + - - - anxy.

L’équation d’un hyperplan H = Ker (f) est donc
arx1+ -+ apx, =0, avec (a1, - ,a,) € K"\ {(0,---,0)},

PROPOSITION 55
Deux formes linéaires f et g non nulles ont le méme noyau si, et seulement si, il existe A € K* tel que f = \g.
Autrement dit : deux hyperplans d’équations

n n
Zai:ﬂi:O et Zbl.’L‘lZO
i=1 i=1

sont égaux si, et seulement si, il existe A € K* tel que (b1,...,b,) = A(a1,...,an).

10.8 PROJECTEURS & SYMETRIES

Projecteurs

DEFINITION 56
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de F : £ = F @ G. Tout vecteur x € E s’écrit alors
de maniére unique r = xp + xg ,ou zp € F et zg € G.

1. L’application p : E — E définie par p(z) = zp est le projecteur sur F' parallélement & G. Le vecteur p(x)
est le projeté de x sur I parallelement a G.

2. L’application ¢ : F — E définie par ¢(x) = ¢ est le projecteur sur G parallelement & F. Le vecteur ¢(z)
est le projeté de x sur G parallelement a F'.
PROPOSITION 57
Soient p et ¢ comme dans la définition précédente. Alors :
1. Les projecteurs p et q sont des endomorphismes de F, et p 4+ ¢ = idg.
2. Ona Im(p)=F, Im(q)=G, Ker(p)=G, Ker(q)=F
3. Ona pop=p, qoq=gq, pog=qop=0

REMARQUE 58 —
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10.8. PROJECTEURS & SYMETRIES

1. On retiendra donc que : un projecteur projette sur son image parallelement a son noyau.

2. Le projecteur p projette sur F mais p n’est pas une application linéaire de E vers F' : c’est une application
linéaire de E vers E, c’est-a-dire un endomorphisme de E. Ne pas confondre l’ensemble d’arrivée E et

limage F.
3. Sip e L(E) est un projecteur, alors l'image de p est aussi l'ensemble des vecteurs invariants (voir exemple
36) par p :
Im (p) = Ker (p — idg) .
Preuve — D’aprés la proposition, p —idg = —q et Ker (¢) = Im (p) . O

PROPOSITION 59
Soit p € L(E).
Alors, p est un projecteur si, et seulement si, pop = p.

Symétries

DEFINITION 60
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E : E = F & (. Tout vecteur z € E s’écrit alors
de maniére unique r = zp + xg ,ou xp € F et g € G.

L’application s : E — E définie par s(z) = 2r — x¢ est la symétrie par rapport & F paralleélement & G. Le
vecteur s(z) est le symétrique de = par rapport a F parallélement a G.
EXEMPLE 61 —

1. La conjugaison C — C, z +— Z est la symétrie par rapport a R parallélement a iR.

2. L’application K[X] — K[X], P(X) — P(—X) est la symétrie par rapport au sous-espace vectoriel des
polynomes pairs parallelement au sous-espace vectoriel des polynémes impairs.

PROPOSITION 62
Soient p et s deux endomorphismes d’un espace vectoriel E tels que

s+ idg = 2p.

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E : p est le projecteur sur F' parallelement a G si,
et seulement si, s est la symétrie par rapport a F' parallelement a G.

Cette proposition montre qu’'une symétrie s est linéaire (car s = 2p — idg € L(F)).

PROPOSITION 63
Soit s un endomorphisme de E.
Alors, s est une symétrie si, et seulement si, so s = idg.

REMARQUE 64 —
1. Toute symétrie est bijective et égale & sa réciproque : s = s~ !

2. Toute symétrie s est une symétrie par rapport ¢ Ker (s —idg) et parallélement a Ker (s +idg).
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Chapitre 11 Notion de déterminant

Ce chapitre est constitué de deux étapes :
1. Avec le groupe symétrique, nous définissons les formes multi-linéaires alternées.

2. Avec les formes multi-linéaires alternées, nous définissons le déterminant. Nous étudions alors les nombreuses
propriétés de cette fonction.

Table des matieres du chapitre
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11.1 FORMES p-LINEAIRES

DEFINITION 1 (forme p-linéaire)
Soit E un K-espace vectoriel. Soit p > 1 un entier. Soit f : EP — K une fonction. On dit que la fonction f est
une forme p-linéaire si, pour toute famille (a1, az,...,a,) € EP et pour tout i € [1,p], la i-¢me fonction :

r f(a17a27"'7ai717x7ai+1u"'7ap)

est une application linéaire.

EXEMPLES 2
1. Les formes 1-linéaires sont les formes linéaires.
2. Les formes bilinéaires sont les formes 2-linéaires.
8. Dans un espace euclidien, le produit scalaire est une forme bilinéaire.
4. La fonction :
¢ : C([0,1,R)> — R
(u,v) — [ u(t)o(t) dt
est ainsi une forme bilinéaire sur E = C°([0,1],R).
5. La fonction :

Y. CP — C
(21,22,...,2p) +—> 21%22...%
est une forme p-linéaire sur C.
Autrement dit, une forme p-linéaire est une fonction f : (uy,...,upy) € EP — K qui est linéaire par rapport &
chagque variable uq, ..., u, (linéaire en uq, linéaire en ug, ..., linéaire en u,).
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11.1. FORMES P-LINEAIRES

11.1.1 Formes p-linéaires alternées, antisymétriques

DEFINITION 3
Soient F un K-e.v. et p > 2. Soit f : EP — K une forme p-linéaire sur E. On dit que f est une forme p-linéaire
alternée si, pour tout (u1,us,...,u,) € EP et pour tout ¢ # j, on a :

Uj = Uj :>f(u1,u2,...,up) =0.

DEFINITION 4
Soient F un K-e.v. et p > 2. Soit f : EP — K une forme p-linéaire sur E. On dit que f est une forme p-linéaire
antisymétrique si, pour tout (ui,ug,...,u,) € EP et pour tout ¢ < j, on a :

flug, .. ..,.1}1, .. qu, cooup) = —f(ug, .. 7ujj, .. 1?, cee s Up).
i-iéme j-iéme i-iéme j-iéme
PROPOSITION 5
Soient E un K-e.v., p > 2, et f une forme p-linéaire sur F.
Si f est alternée, alors elle est antisymétrique.
Si est K un corps tel que Car(K) # 2 (1 +1 #0) et si f est antisymétrique, alors f est alternée.

Preuve —
e “=7” Soient u1,...,up € E. Soient 4, j tels que ¢ < j. Alors, la fonction :
g:E*2 — F
(z,y) +— f(ul,...,%,...g,...,up)
i-iéme j-iéme
est une forme bilinéaire sur F, avec :
g(z,x) =0, Vo € E.
Soient (x,y) € E2?. Comme g est bilinéaire, on a :
0=g=+yz+ty) =g(@z+y)+9(y,z+y) =g ) +9(=y) +9(yz) +9(y,vy)
=0+g(z,y) +g(y,z) +0.
On a donc :
g(x,y) = —g(y, z), ¥(z,y) € E.
e “<” Soit f une forme bilinéaire antisymétrique. Soient 4, j avec ¢ < j. On a alors par antisymétrie :

f(ul,...,i,‘..gﬁjj..,up) = ff(u1,...:£,...g§;;.‘,up),
cela donne : 2.f(u1,...,2,...,2,...,up) = 0.
Comme 1+ 1 =2 # 0 dans K, on obtient alors f(u1,...,2,...,2,...,up) =0, ce qui conclut.
O
EXEMPLES 6
1. La forme nulle f : (u1,...,up) € EP — 0 € K est une forme p-linéaire alternée.
2. La fonction
f:(K?»)? — K
((z1,72), (Y1,92)) = T1yY2 — T2y
est une forme bilinéaire alternée. Par contre, (x,y) — 21y + x2y1 n'est pas alternée.
8. Pour E un R-e.v. euclidien, le produit scalaire sur E est une forme bilinéaire qui n’est pas alternée.
ProposiTiON 7
Soient E un K-e.v., p > 2, et f une forme p-linéaire alternée sur E. Soit (u1, us,...,u,) une famille de vecteurs

de E qui est liée. Alors, on a f(u1,ug,...,up) =0.

COROLLAIRE 8
Soient une forme p-linéaire alternée f sur E et (u1,us,...,up,) € EP. Alors le nombre f(u1,usg,...,up) € Kest
inchangé si I'on ajoute & I'un des u; une combinaison linaire des vecteurs u;, @ # j.

Formes p-linéaires alternées et permutation

PROPOSITION 9
Soient E' un K-e.v. et f: E™ — K une forme n-linéaire alternée sur E. Soit o € S,, une permutation. Alors, on a :

U1y, Ug(2)s - - Uon)) = €(0) flur,uz, ..., un), Y(ui, ..., u,) € E".

104



11.2. DETERMINANT

11.1.2 Formes n-linéaires alternées en dimension n

THEOREME 10
Soient E un K-e.v. de dimension n et B = (e, es,...,e,) une base de E. Alors :

1. Il existe une unique forme n-linéaire alternée ¢y sur F telle que :
¢0(61, €2y ..y en) =1.
2. Toute forme n-linéaire alternée sur F est proportionnelle & ¢yg.

COROLLAIRE 11
Soit E un K-e.v. de dimension n. Alors I’ensemble des forme n-linéaires alternées sur E est un e.v. de dimension 1.

11.2 DETERMINANT

11.2.1 Diverses notions de déterminants

Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base

DEFINITION 12
Soient E un K-e.v. de dimension n, B une base de E, et ¢o 'unique forme n-linéaire alternée telle que ¢o(B) = 1.
Soient uy,...,u, € F.

On dit que le nombre ¢o(u1,us, ..., u,) s'appelle déterminant de la famille (uq,us, ..., u,) dans la base B . On
le note detg(u1,ug, ..., uy).
On note detg la fonction detp : (u,usz,...,u,) € E™ — detp(uy, uz,...,u,) € K.

Déterminant d’un endomorphisme

PROPOSITION-DEFINITION 13
Soient E un K-e.v. de dimension n et f: F — E un endomorphisme. Alors il existe un unique A € K tel que
pour toute base B de E et pour tout (u1,us,...,u,) € E™, on ait :

dgt(f(ul),f(uQ), .. ,f(un)) = )\dgt(ul,u2,...,un).

Ce nombre est appelé déterminant de f . On le note det(f) ou det f.
Pour B = (e1,...,e,) une base de E, on a :

A=det f = dgt(f(el), L fen)) = dgt(f(B)).
REMARQUE 14 — Pour B = (e1, ..., ey,) une base de E, et uy,...,u, € E avec uj = | a; j€;, on a :

detg(uy,...,up) = Z €(0)ap(1),1 A(2),2 - - - Qo(n)n-
oES,

Cette expression est la formule générique du déterminant d’une famille de n vecteurs dans une base.

Pour f : E — E une application linéaire, det(f) est égal au déterminant de la famille f(e1),..., f(e,) dans la
base B.

Dans le cas ou E =K" et ou B est la base canonique de K™, on notera parfois det a la place de detp.

EXEMPLES 15
1. Pour B une base de E, on a detIdg = detg(Idg(B)) = detp(B) = 1.

2. Soient F et G deux sous-espaces supplémentaires de E. Soit s la symétrie par rapport a F parallélement
a G. Soien (e1,e2,...,ep) et (epy1,€pt2,...,6n) des bases de F et de F'. Alors B = (eq,e2,...,e,) est une
base de E , et on a :

det s = dgt (s(er),....s(en)) = dgt(el, e €py—€pil,. .., —€n)

= (-1 = (-1,
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3. Soiento €S, et B= (e1,€ea,...,e,) une base de E. On définit lapplication linéaire f : E — E par :
f(ei) = eo’(i)aVi € [[1,7’1]]
Alors le déterminant de f vaut :

det f = dgt(eg(l), €x(2)) -+ Ca(n)) = €(0) dgt(B) = e(0).

Déterminant d’une matrice carrée

DEFINITION 16

Soit n > 1. Soit A € #,,(K). Soient C1,...,Cy, les colonnes de A, vues comme vecteurs colonnes de K". Soit B
la base canonique de K™.

On définit le déterminant de la matrice A, noté det(A) ou det A, par det(A) = detp(Ch,...,Cp).

Le déterminant d’une matrice carrée A est donc le déterminant de ses vecteurs colonnes, par rapport a la base
canonique de K".

REMARQUE 17 — Pour A = (a; j)1<i<n, le déterminant de A se note aussi :

1<gsn
a171 ... a‘l,J DY a17n
det A = a; 1 R Q5 cee Qi n
a’l’L,l ... a’n).j PR a/n,n_

Ona:

det(A) = > £(0)as (1)1 Go(2)2 - - - Ao (n),n-
cES,

Ceci est ’'expression générique du déterminant d’une matrice carrée.

EXEMPLES 18

1. Pourn=2,o0ona:
a b
d

‘:ad—bc.
2. Pourmn=3, ona:

a11 ai2 a3

a21 Q22 Qa23| =
as31 G32 G33

a1,10220a33+a12023031 +a1,3021032
—G1,1023032 — 41,202,1033 — 11,3022 031-

Maintenant que le déterminant d’une matrice carrée a été défini, nous allons pouvoir énoncer des propriétés
vérifiées par cette fonction. Ces propriétés sont nombreuses, ce qui montre I'importance de cette fonction.

ProposITION 19
Soient K un corps et n > 1. Alors la fonction det : A € 4, (K) — det(A) € K est une fonction polynémiale en
les coefficients de la matrice d’entrée A.

Preuve — Cela découle de I'expression de det(A). |

PROPOSITION 20 (Déterminant d’une matrice et déterminant d’une famille de vecteurs)

Soit B = (e1,...,e,) une base de E. Soit (uy,us,...,uy,) une famille de n vecteurs de E. Soit A la matrice des
coefficients de (uq, ..., u,) dans la base B.

Alors, on a detp(uy,uag,. .., u,) = det(A).

PROPOSITION 21 (Déterminant d’une matrice et déterminant d’une application linéaire)

Soient f: E — E une application linéaire et B = (eq,...,e,) une base de E. Soit A = Matg(f) la matrice de f
dans la base B .

Alors, on a det f = det A.
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EXEMPLE 22 — Si D est une matrice diagonale d’éléments diagonauz A1, Ao, ..., A\, 0N a :

det D = ﬁ i
i=1

La matrice D est la matrice de la famille (A e1, Aa€a,..., A\, €,) dans la base B = (e1,ea,...,e,). Par n-linéarité
du déterminant, on a donc :

det D = dgt()\l 61,/\2 €2, .. .,)\n 6n> = (E )\z> dgt(B) = H/\l

i=1
PROPOSITION 23 (Déterminant et géométrie du plan)

Soit n = 2. Soit B = (7,7) une base orthonormée du plan R2. Alors, |dets(i,7)| est égal a la surface du

parallélogramme de cotés @ = Z) et U= (2) non nuls.

REMARQUE 24 (Déterminant et géométrie de I'espace) — Soit n = 3. Soit B = (7,],k) une base orthonormée
directe de Uespace R3. Alors,

detp(@,5,w) =@ (GAW) etV =|dets(d, v, )

est le volume du parallépipéde’ de cotés i, v et .

11.2.2 Propriétés du déterminant

THEOREME 25
Soient £ un K-e.v. de dimension n et B une base de E. Soit (u1,us,...,u,) est une famille de n vecteurs de E.
Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) (u;)1<ign est une base de E,

ii) detg(ug,ua,...,uy) # 0.

ProrosiTION 26
Soient E un K-e.v. de dimension n, f, g deux endomorphismes de F, et A € K. Alors, on a :

o det(Af) = A" det(f);
e det(f o g) =det(f) det(g).

PROPOSITION 27
Soit n > 1. Soient A, B € ., (K). Soit A € K. Alors on a :

e det(AA) = A" det(4);
e det(A B) = det(A) det(B).

REMARQUE 28 — Pour (A, B) € #,(K)?, on a donc det(A B) = det(A) det(B) = det(B A).

PROPOSITION 29
Soit n > 1. Soit £ un K-e.v. de dimension n.

1. Soit f: E — FE une application linéaire. Alors, f est bijective si, et seulement si, det f # 0.
Dans ce cas, on obtient :

det (f7') = (det f)~".

2. Soit A € A, (K). Alors, A est inversible si, et seulement si, det A # 0.
Dans ce cas, on obtient :

det (A7) = (det A)~".

ProrosITION 30
Soit n > 2. Soit A € #,,(K). Alors, on a :
det A = det (‘A4) .
Notons Ly, ..., Ly, les lignes de A, vues comme vecteurs lignes de K". Alors, on a det(A) = det(‘Ly,. .., ). La
fonction A +— det(A) est une forme n-linéaire alternée en les lignes de la matrice A.

1.
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REMARQUE 31 — Pour A € #,(K), la quantité det(A) reste la méme que l’on considére A comme une matrice
composée de n vecteurs colonnes C1,...,Cy ou une matrice de n vecteurs lignes Ly, ..., Ly.

On peut ainsi calculer le déterminant d’une matrice A en effectuant des opérations sur lignes ou sur les colonnes
de A (que des opérations sur les lignes, ou que des opérations sur les colonnes, ou un mélange d’opérations sur
les lignes et d’opérations sur les colonnes).

11.2.3 Opérations sur les lignes ou les colonnes d’un déterminant

Comme on I’a précédemment vu , le déterminant d’une famille de vecteurs par rapport a une base, ou du
déterminant d’un endomorphisme, est le déterminant d’une certaine matrice carrée. Nous nous intéresserons
donc aux méthodes permettant de calculer le déterminant d’une matrice A.

Le déterminant d’une matrice étant une forme n-linéaire alternée des colonnes ou des lignes de cette matrice, les
propriétés des formes n-linéaires alternées permettent d’énoncer les regles suivantes.

PROPOSITION 32 (Déterminant et opérations sur les lignes/colonnes)
Soit n > 2. Soit A € 4, (K).

e Si A a deux colonnes (resp. deux lignes) identiques, alors det(A) = 0.
e L’échange de deux colonnes de A (resp. deux lignes) multiplie son déterminant par —1.

e Si une colonne (resp. une ligne) de A est combinaison linaire des autres colonnes (resp. des autres lignes),
alors det(A4) = 0.

e Si une colonne (resp. une ligne) de A est formée de 0, alors det(A) = 0.

e La valeur de det(A) est inchangée si ’on ajoute & une colonne (resp. & une ligne) de A une combinaison
linaire des autres colonnes (resp. des autres lignes).

e Sil'on multiplie une colonne de A (resp. une ligne) par A, alors son déterminant est multiplié par A.
Dong, si 'on multiplie la matrice A par A, son déterminant est multiplié par A™.

REMARQUE 33 — Ces régles de transformation d’un déterminant permettent :

e Soit de prouver qu’il est nul,

e Soit d’introduire dans une colonne (resp. une ligne) un mazimum de 0 afin de pouvoir utiliser les résultats

qui vont suivre.

Cette proposition décrit le comportement du déterminant lorsque l'on applique a une matrice A des opérations
élémentaires sur ses lignes ou sur ses colonnes (L; + L; + ALj, Ly <~ AL;, L; < Lj).
On peut ainsi utiliser la méthode du Pivot (ou Pivot de Gauss) pour calculer det(A).
La méthode du Pivot permet de se ramener & une matrice échelonnée, et nous allons voir des fagons de calculer
le déterminant d’une matrice échelonnée.

EXEMPLES 34

1. Ona:
1 2 3
1 2 4 =0
1 2 5

puisque la matrice a deux colonnes proportionnelles.

2. Ona :
1 2 3
2 3 4/=0
3 4 5

puisque la deuxiéme ligne est la demi-somme des deux autres. (Ls = #)

11.2.4 Développement d’un déterminant selon une colonne ou une ligne

PROPOSITION 35
Soit n > 2. Soit A € ,(K) de la forme :

X ... % Gpp
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Alors, on a det A = ay,, ,, det A’.

COROLLAIRE 36
Soit A = (a;;)i,; € M»(K). Si A est une matrice triangulaire, alors on a : det A =[]\, a; ;.2
Preuve

e Comme det(A) = det(*4), il suffit de démontrer le résultat pour les matrices triangulaires inférieures.

e Si A est triangulaire inférieure, la proposition précédente nous donne det A = ay,,, det A’ ot A’ est la matrice A privée de sa
derniere ligne et de sa derniére colonne. Une récurrence nous donne alors le résultat.

O

EXEMPLE 37 — Soient a,b,c € K. On veut calculer le déterminant :

1 a a?
A=|1 b b
1 ¢ ¢
On a successivement :
1 a a?
A=10 b—a b —a? L2<_L2_L1,L3<_L3_L1
0 c—a c®—a?
1 a a
=0b-a)(c—a)|0 1 b+a mise en facteur dans Lo et Lg
0 1 c+a
1 a a®
=0b-a)(c—a)|0 1 b+a L3 <+ Ls— Lo
0 0 ¢c—b
=(b—-a)(c—a)(c—D) d’apres le corollaire 36.

DEFINITION 38

Soit n > 2. Soit A = (a;;) € #,(K). Soient 4, j € [1,n].

On note A; ; le déterminant de la matrice extraite de A obtenue en supprimant la i-ieme ligne et la j-ieme
colonne de A.

Ce déterminant est appelé mineur de A.3

Le nombre (—1)"™J A, ; est appelé cofacteur de A.

THEOREME 39 (Développement du déterminant selon une colonne )
Soit n > 2. Soit A = (a;5)i,; € #n(K). On a:

n
det A = Z ai; (—=1)"A; ;, Vj € [1,n].* (développement selon la j-eme colonne de A)
i1

En appliquant ce résultat a la transposée de A, on obtient :

THEOREME 40 (Développement du déterminant selon une ligne )
Soit n > 2. Soit A = (ai,j)i,j S .//n(K) Ona:

det A = Z ai j(—1)"7A; ;, Vi € [1,n]. (développement selon la i-eme ligne de A)
j=1

EXEMPLES 41

1. Pour un déterminant 3 x 3, on a donc : (développement selon la 1-ére ligne)

a1 air2 a3

_ a2 Aa23 a1 a3 a1 a2
a2,1 Q22 Q23| =4aj, — ai, , .
ag 2 as;s az1 aszs az;1 asz
as,;1 az2 as3;3
2.
3.
4.
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Mais aussi : (développement selon la 2-éme colonne)

a1l Q12 013
_ a1 @23 a1 ais a1 a3
a1 a2 G223 = —a1,2 , — as, .
a3,1 as;s asi as;s az,;1 a3
as1 as2 0433
2. Le déterminant de Vandermonde .
Soient xg,x1,...,T, € K. On définit V(zg,x1,...,2,) le déterminant de Vandermonde par :
1 1 ... 1
:L‘O 1:1 DY J:TL
2 2 2
_lx§ % - =z
V(Q:Oa'rla"'?xn)_ 0 1 n
n n
Lo L Ly

On a alors :

V(zo,21,...,2n) = H (@i —xj).

Cela montre que :

V(zo,z1,...,2,) =0 < 3i,j € [0,n] tels que i # j et x; = ;.

Montrons cela par récurrence sur n. On définit la propriété H,, : Soient o, 21,...,2, € K. On a :
V(x()azla"'?‘rn): H (xl_m])
0<j<i<n

e H, est vraie, car pour xg,z1 € K, on a :

1 1
V(zg,z1) = =] — Zo.
(zo, 1) 2o 1 1 0
e Soit n > 2. Supposons que H, 1 est vraie. Soient xg,x1,...,x, € K.
— Si les scalaires xg,x1,...,2, ne sont pas distincts deux a deuz, le déterminant V(xg,z1,...,2Ty)
a deuz colonnes identiques et est donc nul. Dans ce cas V(zo,z1,...,2,) = ] (2; —z;)=0.
0<j<i<n

— St les scalaires xg,x1,...,x, sont distincts deux a deux, on développe ce déterminant par rapport
a la derniére colonne. Cela montre que la fonction f : x — V(xg,z1,...,Tn_1,2) est une fonction

polynomiale en x, de degré inférieur ou égal a n, et dont le terme de degré n est :
V(zo,z1,... ,Tp_1) ™.

D’aprés H,,_1, on a :
V(zg,21,...,Tp_1) = H (@i —xj)

Cette quantité est donc non nulle car xg, 21, ..., Ty—1 sont deur & deur distincts. Ainsi, f est une
fonction polynomiale de degré n.
Or, f admet comme racines o, x1,...,Tn—1 car pour tout i € [0,n — 1], la quantité f(x;) est un
déterminant admettant deuzx colonnes identiques. On connait donc toutes les racines de f. Cela
donne :

n—1

V(zo, 21,y &n—1,2) = V(x0, 21, ..., Tn_1) H(Jc —z;), Yz e K.
j=0

Ceci implique :
n—1
Vg, o1, oan) = [ @i—a) [[@n—2))= J[ (@i-a),
0<j<i<n—1 Jj=0

ce qui montre que H, est vraie, ce qui termine la récurrence.
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11.2.5 Déterminant d’une matrice par blocs

PROPOSITION 42
Soit n > 2. Soit A € #,,(K) possédant un bloc de zéros en bas & gauche. On écrit sous la forme :

C D
=(57)
ot C' est une matrice p X p, D une matrice p x (n — p), 0 la matrice nulle (n — p) x p, et F une matrice

(n—p) x (n—p). Alors on a :
det A = (det C) - (det E).

Par itération de ce théoréme, on peut calculer facilement les déterminants de matrices "triangulaires par blocs”.

EXEMPLES 43

-1 43 7 =2
2 -2 -3 5 —6
0 4 2 -3 7 -1 12 —2 3
0 -1 -3 5 2 :det[l 2}'(1“[1 3]'det{ 3 2}
0 0 0 -2 3
0 0 0 0 3 -2

2. Comme le déterminant est invariant par transposition, on peut aussi calculer des déterminants “triangulaires

inférieurs par blocs” :
1 1 3 4
—det{1 2]-det{78].

[y

1. det

o O O

det

[ QS
DN N
N w O O
0 = O O

Le déterminant d’une matrice “diagonale par blocs” est facile a calculer : c’est le produit des déterminants de
tous les blocs.

COROLLAIRE 44
Soit n > 2. Soit 1 <k >n et ny,...,n; € N* tels que nq + ... + ng = n. Soit A € #,(K)

1. Si A une matrice diagonale par blocs :

A, 0 - 0
0 Ay --- 0
A= . ) , avec A; € My, (K),
: : -0
0 0 - A

alors on a det A = Hle det A;.

2. Soit E un K-e.v. de dimension n.Soient Ff1,..., F) des sous-e.v. de E en somme directe : F = @le FE;.
Soit w : £ — E un endomorphisme, tel que chaque sous-e.v. E; est stable par u. On note u; : E; — F;
I’endomorphisme induit par w sur le sous-espace Fj;.

Alors, on a detu = Hle det u;.

Preuve — La seconde partie est seulement la traduction de la premiére partie au niveau des endomorphismes.

N . . N A
La premiére partie se prouve par récurrence sur k, en se ramenant a la formule det ( 01 12 ) = (det A1) - (det A2). |
2

11.2.6 Comatrice

DEFINITION 45

Soit n > 2. Soit A = (a;;)i,; € #n(K). On définit la matrice com (A) = (b; ;) j, avec b; ; = (—1)"TIA,; ;.
Cette matrice com (A) est appelée comatrice .

C’est la matrice des cofacteurs de A (b; ; est le cofacteur (4, j) de A).

PROPOSITION 46
Soient n > 2 et A = (a;;)i; € #x(K). Alors, on a :

A'com (A) = ‘com (A) A = (det A) I,,.
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COROLLAIRE 47
Soient n > 2 et A = (a;)i; € #n(K). Si A est inversible, on a alors :

_ 1
ATl = detAtcom(A).

-b a
1 d —b
A7l =
ad — be (c a.)

o A lexception de ce cas des matrices 2 X 2 on wutilise rarement la formule précédente pour inverser une
matrice. En effet, com (A) est une matrice dont chacun des coefficients est un déterminant de taille
(n—=1)x (n—1).

e Par contre, la matrice com (A) est une matrice dont tous les coefficients sont des polynomes en les
coefficients de A. Ainsi, A! est une matrice dont tous les coefficients sont un quotient de deuz polynémes
en les coefficients de A.

Cette formule peut étre trés utile lorsque la matrice A dépend d’un paramétre, pour étudier les propriétés
de continuité, de dérivabilité... des coefficients de A~".

Cette formule peut aussi étre trés utile en algébre pour caractériser les coefficients de A~ par rapport a
ceur de A. Comme les coefficients de A~ sont obtenus a partir de polynémes a coefficients entiers en les
coefficients de A, cela montre que lexpression de A~' ne dépend pas du corps K choisi. Pour une matrice
A a coefficients rationnels, A est dans My, (Q), M, (R),.#,(C). Peu importe le corps choisi, la valeur de
det(A) reste la méme, et si A est inversible alors A=1 sera a coefficients rationnels.

EXEMPLE 48 — Si A = (Z Z), on a com (A) = ( d _C).

Si A est inversible, on a :

REMARQUES 49

11.3 RAPPELS SUR LA TRACE

Trace d’une matrice

DEFINITION 50
Soit M = (mi ;)@ j)e[1,n]? € #n(K). On appelle trace de la matrice M le nombre :

Tr (M) = imm‘.
i=1

ProOPOSITION 51
Soient (A, B) € .#,,(K)?. On a :
Tr (AB) = Tr (BA).

Preuve — Posons A = (a;,j) et B = (b;,;). Alors :

n

n n n
Tr(AB) =YY airbei= Y Y briaixr =Tr(BA).
1=1k=1 k=11i=1

O

On remarque en particulier le fait que, pour toute matrice M € ., (K) et pour toute matrice inversible
P e GL,(K), on a :
Tt (P~'MP) =Tr (MPP™') =Tr (M).

COROLLAIRE 52
Soit n > 1. Soit ¢ € L(A#,,(K), K) une forme linéaire. Alors, il existe une unique matrice A € ., (K) telle que :

¢: M+— Tr(AM).
De plus, toute forme linéaire ¢ € L(4,(K),K) vérifiant
¢(MN) = ¢(NM),V(M,N) € M,(K)?,

est de la forme :
¢: Mv+— aTr (M)

pour un unique « € K.
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Preuve — La famille (Ei,j)(i fef,ng? €St la base canonique de .4, (K).
o Soit ¢ € L(An(K),K). Soit M = (m; ;) € Mn(K). On a :
dM)= > mi;d(Ei; ).
(i,4)€[1,n]?

La matrice A = (a;,j) avec a;,; = ¢(Ej ;) est donc I'unique matrice vérifiant ¢(M) = Tr (AM) pour tout M.
Réciproquement, la fonction M — Tr (AM) € K est bien une forme linéaire.

o Soit ¢ € L(Mn(K),K) vérifiant ¢(MN) = ¢(NM) pour tout (M, N) € #»(K)2.
Pour tous ¢,7,k,l € {1,...,n},ona:
EijEry =06;1E;,
Ainsi pour tout (4,j) avec i = j, on obtient :
d(Eiyi) = $(Ei;Eji) = 6(BjiEij) = ¢(Ej,5) = ¢(Er,1)-
Pour tout (z,7) avec ¢ # j, on a :
d(Eij) = ¢(BiiEBij) = ¢(Ei jEi ) = ¢(0) = 0.
On obtient donc :

(M) => "mii¢(Er1) = ¢(E11) Y mis = ¢(Er1) Tr (M).

i=1 i=1

Trace d’un endomorphisme

PROPOSITION-DEFINITION 53
Soit F un K-e.v. de dimension n. Soit B = (eq,...,e,) une base de E. Soit f: E — E un endomorphisme.
On définit la trace de f, notée Tr (f), comme :

Tr(f) = Tr (Matg(f)) .
Cette définition ne dépend pas de la base B choisie.

EXEMPLE 54 — Soit E un K-e.v. de dimension n. Soit p un projecteur sur E. Alors :

rg(p) = Tr (p) .

En effet, en prenant une base (e1,...,e,) adaptée a la décomposition en somme directe

E =Tm (u) ® Ker (u),

Ir Onnfr
On—r,r On—r '

alors la matrice de p dans cette base est

D’ou le résultat.

PROPOSITION 55
Soient K un corps et n > 2.
Alors le déterminant det(.) et la trace Tr(.) sont des invariants de similitude sur .#, (K) :
Pour tout A € #,,(K), pour tout M € .#,,(K) inversible, on a :
det(MAM™") = det(A)
Tr (MAM™') =Tr (A).

Autrement dit, pour A et B deux matrices qui sont semblables (B = M AM~! pour un M inversible), alors A et
B ont méme trace et méme déterminant.
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Chapitre 12 Eléments propres d’un endomorphisme -
Diagonalisation

Les notions de cette section concernent les endomorphismes. Elles concernent aussi les matrices en considérant
les endomorphismes canoniquement associés X — AX. Nous allons prinipalement apprendre a chercher des
sous-espaces stables a un endomorphisme afin de mieux le comprendre.

L’existence de sous-espaces vectoriels stables est tres importante dans I’étude géométrique et algébrique d’un
endomorphisme. On s’intéresse particulierement aux sous-espaces vectoriels stables qui sont différents de {0} et
minimaux, ou aux noyaux des endomorphismes qui s’écrivent comme un “polynéme” en I’endomorphisme u.

Tous les objets que nous verrons seront définis sur des K-espaces vectoriels . Par contre, certains résultats ne
seront vrais que pour des e.v. E de dimension finie.

Table des matiéres du chapitre

12.1 Valeurs propres, vecteurs propres & sous-espaces vectoriels propres.............c.covun.. 115
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12.3.1 Matrice COMPAGNON . .. ...ttt et e 123
12.3.2 Polynomes caractéristiques scindés ... ....... ... i 124
12.3.3 Sous-espaces propres et sommes directes . ... ... 125
12.4 Diagonalisabilité .........oiiuiiiiiiiii i i i i i i i it i i 125
12.4.1 Réduction des endomorphismes diagonalisables ............. ... ... .. .. ... .. 128

12.1 VALEURS PROPRES, VECTEURS PROPRES & SOUS-ESPACES
VECTORIELS PROPRES

DEFINITION 1

Soit E un K-e.v. Soit v : £ — E un endomorphisme. Soient A € Ket z € E, x # 0.
1. S’il existe y € E, y # 0 tel que u(y) = Ay, on dit alors que A est une valeur propre de u.
2. S'il existe v € K tel que u(xz) = vy, on dit que x est un vecteur propre de w.

3. On définit Specg(u) 'ensemble des valeurs propres de u sur K.
Cet ensemble est appelé le spectre de u sur K.

4. Pour A € Specg(u), on définit Fy(u) = Ker (u — Aldg) 'ensemble des vecteurs propres de u associés a la
valeur propre A (auquel on rajoute 0).
Cet ensemble est appelé le sous-espace vectoriel propre de u pour la valeur propre A.

Soient n € N*, A € ., (K) une matrice carrée, et X € .4, 1(K) un vecteur colonne.

1. S’il existe un vecteur colonne Y € ., 1(K) , Y # 0 tel que AY =AY, on dit alors que A est une valeur
propre de A.

2. S'il existe v € K tel que AX =X, on dit que X est un vecteur propre de A.

3. On définit Specg (A) I'ensemble des valeurs propres de A sur K.
Cet ensemble est appelé le spectre de A sur K.

4. Pour A € Specg(A), on définit Fy(A) = Ker (A — AI,,) 'ensemble des vecteurs propres de A associés a la
valeur propre A (auquel on rajoute 0).
Cet ensemble est appelé le sous-espace vectoriel propre de A pour la valeur propre A.

REMARQUE 2 — Si E est de dimension n, en prenant B une base de E et en représentant le vecteur x € E par
une vecteur colonne X € M, 1(K), on a

u(z) = Az <= Matg(u)X = \X.

Ainsi, x est un vecteur propre de u si, et seulement si, X est un vecteur propre de A = Matg(u), pour la méme
valeur propre .
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Si x est un vecteur propre de u, alors z est associé & une unique valeur propre A telle que u(z) = A\x.
Si A est une valeur propre de u, ’ensemble des vecteurs propres associés est I’ensemble des vecteurs non nuls de
Ker (u — \1dg) .

EXEMPLES 3
Soit E un K-e.v. et u: E — E un endomorphisme.

1. Ep(u) = Ker (u) est le noyau de u.
2. F1(u) =Ker (u—Idg) = {z € E,u(z) = x} est le sous-espace des vecteurs de E invariants par u.
3. Pour w = Adg, on a Specg(u) = {\}. Le sous-espace propre associé a A est Ex(u) = E.

4. Pour E=C>®(R,R) et D: f+ [’ Uendomorphisme de dérivation, on étudie les valeurs propres de D en
résolvant les équations différentielles :

f'=Xf, pour un X € R.

La théorie des équations différentielles linéaires du premier ordre montre que tout X € R est une valeur propre
de D et que le sous-espace vectoriel propre associé a X est Ex(D) = Vect(x — e**). Cet endomorphisme a
donc une infinité de valeurs propres, et chaque sous-espace propre est de dimension 1.

cos(t)  — Sin(t)) . Alors ;

. w2 _
5. Soient E=R*,teR, et A= (sin(t) cos(t)

{1} sit=2knm keZ,
Specg(A) = | {-1} sit=m+2km k€Z,
0 sinon.

En effet, on a det(A — \3) = (cos(t) — N\)? + sin(t)2. Or, on a Ker (A — \I3) # {0} si et seulement si
A — M5 est non-inversible, ssi det(A — A\z) = 0. C’est-a-dire si et seulement si sin(t) =0 et A = cos(t).
Lorsque t = 2km on a A = I, donc E1(A) = R%. Lorsque t = 7 + 2km on a A = —I, donc E_1(A) = R?.
Par contre, pour K = C et E' = C2, le spectre de la matrice A vaut :

Spece(A) = {e' e},
En effet, sur C le polynéme (cos(t) — X)? + sin(t)? admet pour racines e et e,
Le calcul montre que (1,—14) est un vecteur propre de A pour ', et que (1,i) est un vecteur propre de A
pour e,

REMARQUES 4

1. Un endomorphisme d’un espace vectoriel non réduit a {0} n’admet pas nécessairement de valeur propre ;
c’est ce que nous avons vu en exzemple pour les rotation d’angle 6 & nZ sur R2.

2. Pour A une matrice & coefficients réels, on peut avoir Specy(A) # Specc(A). Les valeurs propres de A
dépendent du corps K avec lequel on considére tous nos objets.

3. Si au contraire il n’y a pas d’ambiguité sur le corps K, on notera parfois Spec (u) au liew de Specg(u).

EXEMPLE 5 — Voici les valeurs propres de quelques endomorphismes :
1. Pour une homothétie h = Aldg, on a Spec (h) = {\} et Ex(h) =FE;
2. Pour un projecteur p non-trivial (p # 0, p # Idg), on a Spec(p) = {0,1}, Ey(p) = Ker (p) et E1(p) =
Im (p) ;
3. Pour une symétrie s non-triviale (s # Idg,s # —Idg), on a Spec (s) = {—1,1}, E_1(s) = Ker (s + Idg) et
Ei(s) =Ker (s —Idg).

PROPOSITION 6
Soit E un K-e.v. de dimension finie. Soient u : £ — E un endomorphisme et A € K. Alors, on a :

A € Spec (u) <= Ker(u— A1ldg) # {0g} < u— AIdg non injective
<= u — AIdg non bijective <= det(u — A\Idg) =0
Preuve — En dimension finie, un endomorphisme est injectif ssi il est surjectif ssi il est bijectif. O

REMARQUE 7 — Pour E un K-e.v. de dimensioon finie, on a donc que u est bijectif si et seulement si
0 ¢ Sp(u) < det(u) = 0.
De méme, A € M, (K) est inversible si et seulement si 0 ¢ Sp(A) < det A # 0.
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REMARQUE 8 — Pour A une matrice a coefficients réels, on peut considérer que A appartient & M, (R) ou @
Mp(C). Or, pour X € R det(A — \1I,,) est un nombre qui ne dépend pas du fait que 'on ait pris K =R ou K = C.
C’est-a-dire, A — M\, est inversible dans #,(R) ssi A — M\, est inversible dans #,,(C). On a donc :

Specg (A) = Spece (A) NR.
De méme, pour B € #,(Q), on a :
Specy(B) = Specg (B) N Q = Spece (B) N Q.

EXEMPLE 9 —
o Pour A= (97') on a vu que Specy (A) = 0 mais que Spece (A) = {—i,i}.
o Pour A= (92) on adet(A — L) = X\* — 2. Ainsi, on a Specy(A) = ) et Specg (A) = Spece (A) =
{—v2,v2}.

ProposITION 10

Soient F un K-e.v., u : E — F un endomorphisme, ¢ : £ — E un isomorphisme.

Alors, on a Spec (u) = Spec (pouo 1),

De plus, pour tout A € Spec (u), on a dim(E)(u)) = dim(Ey(¢ugp~1)).

Soient n > 1, A, P € .#,,(K) avec P inversible.

Alors, on a Spec (4) = Spec (PAP™!).

De plus, pour tout A € Spec (4), on a dim(Ey(A4)) = dim(E\(PAP™1)).

Le spectre d’'un endomorphisme et la dimension des sous-espaces propres sont des invariants de similitude.

Preuve — Soit ¢ : E — E un isomorphisme. Soient x € E non-nul et A € K. On a :
wz) =Ar <= uo¢p tog(x) =z
= (pouo ¢ 1)(d(x)) = ¢(Az) = ().

Comme ¢ est un isomorphisme, on a ¢(z) # 0 si et seulement si z # 0.
Donc, & est un vecteur propre pour u associé & \ si et seulement si ¢(z) est un vecteur propre pour ¢u¢p ! associé a .

Ces endomorphismes ont donc les mémes valeurs propres, et ’'on a :
Ex(¢ouod™) = (Ex(w).

Leurs sous-espaces propres associés a A sont donc isomorphes, ce qui implique qu’ils ont la méme dimension. O

REMARQUE 11 — Soit E un K-e.v. de dimension n. Soit v : E — E un endomorphisme. La proposition
précédente nous dit que pour n’importe quelle base B de E, la matrice Matg(u) posséde le méme spectre que u,
et que leurs sous-espaces propres associés a une valeur propre donnée sont de méme dimension.

On peut ainsi étudier le spectre et les espaces propres de u, ou ceux de Matg(u). Ce résultat est tres utile s’il
existe une base B telle que Matg(u) a une expression qui permet de calculer plus facilement det(Matg(u) — Al,).

12.2 POLYNOME CARACTERISTIQUE

On rappelle que pour K un corps, 'ensemble K(X) est le corps des fractions rationnelles a coefficients dans K.
Cet ensemble est un corps, qui contient K[X].

Définition du polynéme caractéristique

PROPOSITION-DEFINITION 12

Soient n > 1 et A € 4, (K).

Alors, le déterminant de la matrice XI,, — A € #,,(K(X)), det (XI,, — A), est un polynéme. On le note x4 (X).
Le polynéme x 4(X) est appelé polynéme caractéristique de A.

X4 (X) est un polynéme unitaire, de degré n, avec :

xA(X) = X" — (Tr (A) X" 1+ + (=1)"det (A).

ProrosITION 13

Soient n > 1 et A, P € #,(K) avec P inversible.

Alors, on a xpap-1(X) = xa(X).

Le polynoéme caractéristique est un invariant de similitude.
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Preuve — On a :
det (XIn — PAP™Y) = det (XPI,P~' — PAP™') = det (P (XIn — A) P71) = det (P) det (XI5, — A)det (P~") = det (X I, — A).
0

PROPOSITION-DEFINITION 14
Soit E un K-e.v. de dimension n. Soit v :€ L£(E) un endomorphisme.

Alors il existe un unique polynéme, noté x,(X), tel que pour toute base B de E on ait xu(X) = XMat s (u)(X)-
Ce polynome est appelé le polynéme caractéristique de wu.
Le polynome x,, est unitaire, de degré n, avec :

YalX) = X7 — (Tt () X" 44 (1) det (u).

Pour tout A € K, on a :
Xu(A) = det (AIdg —u).

EXEMPLES 15
1. Le polynéme caractéristique de (o) € A#1(K) est X — a.

2. Le polynome caractéristique de A = <?y[ ?) € Mo(K) est :

XA(X) = X% — (@ +0)X + (ab — By) = X* — Tr (A) X + det (A).

3. Le polynome caractéristique de la matrice :

a B v
A= 1| o ﬁ/ ’Y/
1 ﬂ// ,Y//

de M3(K) est : X3 —Tr (A) X2 + ((af’ — 'B) + (ay" — a"v) + (87" — ")) X — det (A).
4. Pour A€ #,(C), on a xa = X7

5. Soit E un K-e.v. de dimension n. Soit u: E — E un endomorphisme de rang 1.
Dans une base B adaptée au sous-espace vectoriel Im (u), la matrice de u est de la forme :

(€ IS N ¢ S Y )
o ... ... 0
Matg(u) =
o ... ... 0

Son polynéme caractéristique est donc X" 1(X —ay1). Comme a1 = Tr (Matp(u)) = Tr (u), on obtient :
Yul(X) = XL (X = Tr (u).

REMARQUE 16 — Soit A € #,,(K).
Alors on a det(X I, —tA) = det(!X 1, — A) = det(X1I,, — A). Donc, xea(X) = xa(X).

EXEMPLES 17 (Matrices triangulaires)

1. Soit A une matrice triangulaire supérieure, de diagonale (a1,...,a,). On a alors :
X — [0 *
O T . n
xaX)=1 - =X —an).
: . : k=1
0 .. 0 X—a,

2. Pour M wune matrice triangulaire supérieure par blocs de la forme :
A B
w-(0 b)

0= 1€ = o),

on a :

XM
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Ces résultats sont aussi vrais pour des matrices triangulaires inférieures.

PROPOSITION 18
Soit n > 1. Soient nq,...,n, € {1,...,n} tels que ny + ..., n, = n. Soit M € #,,(K) une matrice triangulaire
supérieure par blocs :

Al ox L.. %

M= 0 Ay , pour A; € #,,(K).
: - .
o ... 0 A,

Alors, on a xpm(X) = x4, (X) ... xa,.(X) =17_,xa,(X).
Le résultat est aussi vrai si M est une matrice triangulaire inférieure par blocs.

. . . . . . . A B
Preuve — On démontre le résultat par récurrence sur r > 2, en utilisant le fait que la matrice M est aussi de la forme M = ( 01 A’) s

ott A’ est une matrice triangulaire supérieure par blocs avec r — 1 blocs diagonaux, et que X I, — M est aussi une matrice triangulaire

supérieure par blocs, avec r blocs diagonaux. O

Polynome caractéristique et valeurs propres

ProrosiTION 19

Soit E un K-e.v. de dimension finie. Soit u : £ — E un endomorphisme.

Alors, le spectre de u est égal a ’ensemble des racines du polyndme caractéristique y.,(X).
Soit n > 1. Soit A € ., (K).

Alors, on a Spec (A) = {X € K, xa(\) = 0}.

Preuve — On a montré qu’en dimension finie, on a A € Spec (u) si et seulement si det(u—AIdg) = 0. Or, on a x4 (\) = det(Adg—u) =
(=1)™ det(u — A\ldg).

La preuve est identique pour une matrice A. O

REMARQUE 20 — Ainsi, un seul calcul de déterminant peut suffire pour déterminer toutes les valeurs propres
d’une matrice A (ou d’un endomorphisme ), du moment que l'on arrive & factoriser le polynéme caractéristique

xa(X).

COROLLAIRE 21
Soit E un K-e.v. de dimension finie. Soient v : E — E un endomorphisme et A € ., (K).
Alors u (ou A) possede au plus n valeurs propres distinctes.

e Si K =C, alors u (ou A) a au moins une valeur propre.
e Si K =R et sin est impair, alors u (ou A) a au moins une valeur propre.

Preuve — Les valeurs propres de u sont les racines de x,(X). Comme ce polyndéme est de degré n, il posséde au plus n racines
distinctes. |

Le corollaire précédent montre d’obtenir le polyndéme caractéristique sous forme factorisée est trés important en
pratique. On factorise en général x 4(X) en calculant calculant le déterminant det (X1, — A) par opérations
élémentaires afin de faire apparaitre des facteurs communs dans les lignes ou les colonnes.

EXEMPLE 22 — Soit

2 5 —6
A=(4 6 -9
3 6 -8
Le polyndome caractéristique de A est :
X-2 =5 6
xa(X)=| -4 X-6 9
-3 -6 X+38

La somme des coefficients des lignes du déterminant ci-dessus étant X — 1, Uopération C; <+ Cy + Cy + Cy
donne :

X—-2 -5 6 B 1 -5 6 - 1 -5 6
4 X-6 9 = (X-1)|1 X-6 9 | [2¢Lo—L (X-1)|0 X—-1 3
3 g x48 GGG+ 1 -6 X+8 Ly Ls—1I, 0 -1 X+2
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On obtient donc :
Xa(X)=(X -D((X - DX +2)+3) = (X - )(X*+ X +1).

Le spectre de A est donc {l,j, j2} dans C et seulement {1} dans R.

DEFINITION 23

Soit E un K-e.v. de dimension finie. Soit u : £ — E un endomorphisme. Soit A € K une valeur propre de u.
On définit m,(A) la multiplicité du facteur (X — X) pour le polynéme caractéristique x,(X).

L’entier m(\) est appelé multiplicité de la valeur propre \, pour w.

Pour n > 1, A € #,(K), et A € Spec (A), on définit de méme m 4(\) la multiplicité du facteur (X — \) pour le
polynéme caractéristique x4 (X).

EXEMPLE 24 —

o Soit A € M5(K) une matrice triangulaire supérieure dont les coefficients diagonaux sont (1,1,2,2,3).
On a alors xo(X) = (X - 1D(X - 1)(X —2)(X —2)(X - 3).
On a donc Spec (A) = {1,2,3}, avec ma(1) =2,ma(2) =2,m4(3) =1.

e Pour C = I, on a xo(X) = (X — 1)2, donc Spec (C) = {1}, avec mc(1) = 2. On a aussi E1(B) =
Ker (B — I3) = K?, donc dim(E;(C)) = 2.

1 1

e Soit B = 0 1) On a xp(X) = (X — 1)%, donc Spec (B) = {1}, avec mp(1) = 2. Par contre, on a

Ey(B) =Ker (B — I) = Vect((1,0)), donc dim(E;(B)) = 1.
On a ici dim(Ey(B)) # m(1). On peut de plus remarquer que B n’est pas semblable & I car dim(F;(B)) #

PROPOSITION 25

Soient F un K-e.v., v : E — E un endomorphisme, ¢ : E — F un isomorphisme. Soit A € Spec (u).
Alors, on a my(X) = myg-1,4(N). Soient n > 1 et A, P € .#,(K) avec P inversible. Soit A € Spec (4).
Alors, on a ma(A) = mp-14p(A).

La multiplicité des valeurs propres est un invariant de similitude.

Preuve — On a vu que u et ¢~ u¢ ont le méme spectre et le méme polynéme caractéristique, ce qui conclut. Méme chose pour A et
P~lAP. O

REMARQUE 26 — Soient A, B € #,(K) deuz matrices carrées (respectivement u,v : E — E deux endomor-
phismes).

Si A et B (resp. u et v) nont pas le méme spectre ou pas le méme polynome caractéristique ou pas les mémes
multiplicités de valeurs propres ou pas les mémes dimensions d’espaces propres, alors A et B (resp. u et v) ne
sont pas semblables.

En effet, tous ces objets sont des invariants de similitudes.

Par contre, si deux matrices A et B qui ont le méme spectre/poly. caractéristique/multiplicités des valeurs
propres/dimensions des sous-espaces propres, on ne sait pas si A et B sont semblables ou non.

01 00 0 010

. . . 0 0 0O 0 0 01

EXEMPLE 27 (Exemple avec des matrices nilpotentes) — Soient A = 000 1 et B = 000 0
0 0 0O 0 0 0 O

U

Les matrices A et B sont triangulaires supérieures par blocs, avec deux blocs
donne alors :

1agonaux de taille 2 x 2. Le calcul

xa(X)=X2x X2 =X"* et xp(X) = X% x X% = X"
On a donc xa(X) = xp(X). De plus, on a Spec (A) = Spec (B) = {0}, et ma(0) =4 = mp(0).
Le calcul donne : Eg(A) = Vect(er, es) et Eg(B) = Vect(ey, ez). On a donc dim(Ep(A)) = 2 = dim(Ey(B)).

Par contre, on a A2 =0 et B> = Ey 4 # 0. Les matrices A et B ne sont donc pas semblables, car on aurait sinon
B?= (P 1A)?2 =P 'A2P =0, ce qui nest pas le cas.

Cet exemple montre qu’il existe des matrices qui ont le méme spectre/poly. caractéristique/multiplicités des
valeurs propres/dimensions des sous-espaces propres, mais qui ne sont pas semblables.

REMARQUE 28 — Pour u un endomorphisme et A € Spec (u), attention a ne pas confondre m,(\) la multiplicité
de (X — N) dans xo(X) et dim(Ey(u)) la dimension du sous-espace propre associé a .
Ces deuz quantités ne sont en général pas égales.

119



12.3. SOUS-ESPACES VECTORIELS STABLES PAR UN ENDOMORPHISME

12.3 SOUS-ESPACES VECTORIELS STABLES PAR UN ENDOMORPHISME
Définition

DEFINITION 29
Soient E un K-e.v. et u : F — F un endomorphisme. Soit F' un sous-espace vectoriel de FE.
Sil'on a w(F) C F, on dit alors que le sous-e.v. F est stable par u, ou u-stable.

ExEMPLES 30
1. Pour tout u: E — E endomorphisme, les sous-espaces vectoriels {0} et E sont stables par u.

2. Il existe des endomorphismes u dont les seuls sous-e.v. stables sont {0} et E. Par exemple, Rx : R2 — R?
la rotation d’angle § dans R? ne posséde aucun sous-espace stable non-trivial (différent de {0} et R?).

8. Pour u: x — Axr une homothétie de rapport A, on vérifie que tout sous-ev F' de E est stable par u.
On peut montrer que les seuls endomorphismes v de E tels que tout sous-e.v. de E est stable par v sont les
homothéties.

4. Soitu: E — E un endomorphisme. Pour F' C Ker (u), alors F est stable par u (car u(F) = {0} ). Pour
G D Im(u), alors G est stable par u (car uw(G) C Im(u)).

5. Soit u: E — E un endomorphisme. Pour F,G deux sous-ev stables par u, alors F NG et F'+ G sont des
sous-ev stables par u.

Endomorphisme induit par stabilité

DEFINITION 31

Soient E un K-e.v., u : E — E un endomorphisme, et F' un sous-e.v. de F.

Si F est stable par u, on peut alors définir la fonction up : x € F — u(z) € F.
Cete fonction est un endomorphisme, appelé ’endomorphisme induit par u sur F.

REMARQUE 32 — Le fait que u(F) C F permet de remplacer Uespace d’arrivée E par son sous-espace vectoriel
F.

Attention a ne pas confondre la restriction wp : F' — E deu a F, qui est une application linéaire de F' vers E
que l’on peut définir pour tout u, et 'endomorphisme ug : F' — F induit par v sur F, qui est un endomorphisme
sur F' que l’on ne peut définir que lorsque F' est stable par u.

On notera que l'image de up est Im(up) = u(F) et que le noyau de up est Ker (up) = Ker (u) N F.

ProprosITION 33
Soient £ un K-e.v., u : E — E un endomorphisme, et F' un sous-e.v. de E. Si F' est stable par u, alors les valeurs
propres de I’endomorphisme up induit par u sur F sont les valeurs propres de u telles que E)(u) N F # {0}.
On a alors :

Ey (uF) = E)\(u) N F.

Preuve — Soit F' est stable par u. Alors pour tout A € K, F est stable par u — AIdg. On a (u — Aldg)p = up — A\ldp.
Avec la remarque précédente, on obtient : Ker (up — Aldp) = Ker (u — AIdp) N F. Ce qui permet de conclure. O

A T'aide des vecteurs propres d’un endomorphisme u, il est facile de construire certains sous-espaces stables par wu.

PROPOSITION 34 (Sous-espaces stables engendrés par des vecteurs propres)

Soient £ un K-e.v. et w : E — F un endomorphisme. Soient vy, ..., v des vecteurs propres de u (pas forcément
de méme valeur propre).

Alors F' = Vect (vy,...,v;) est stable par u.

Preuve — Soit & € F. Alors on peut écrire x = Zk

j=1

k k k
u(z) =u (Z aj”j) = ajulvy) =Y (ajAj)v; € F.
=1 =1 j

a;v;. Notons Aj; la valeur propre associée a v;. On a alors :

j=1

Endomorphisme induit et polynéme caractéristique

PROPOSITION 35 (Sous-espaces stables et représentation matricielle)
Soient F un K-e.v. de dimension n et u : £ — FE un endomorphisme. Soit F' un sous-espace de E. Soit
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B = (e1,...,e,) une base de E telle que F' = Vect (eq,...,e,) pour un certain p € [1,n].
Alors, le sous-e.v. F est stable par u si et seulement si la matrice Matg(u) est de la forme :

a171 e * * e *
Mats(u) = Gpi '+ Qpp Appt1 K
0 0 Apt+1,p+1 *

O DY O a/n’p+1 PRI an’n

PROPOSITION 36 (Endomorphisme induit et polynéme caractéristique)
Soient E un K-e.v. de dimension n et v : E — E un endomorphisme. Soit F' un sous-espace de E stable par u.
Alors, Xy, (X) divise x,(X), le polynéme caractéristique de w.

Preuve — Soit B = (e1,...,en) une base de E telle que F' = Vect(e1,...,ep). La matrice de u dans B est aors de la forme :

A B

On a alors A = Mat(ﬁl,m’ep)(up), par définition de ’endomorphisme induit up. Le polynéme caractéristique de u vérifie donc
Xu(X) = XMatss (u) (X) = xa(X)xDp(X). Ce polynéme est donc divisible par x4 (X), qui est le polyndme caractéristique de ur, ce

qui conclut. O
Ainsi, trouver des sous-espaces F stables par un endomorphisme u permet de trouver des diviseurs du polynome

caractéristque de u x,(X). Cela aide & factoriser x,(X).

ProposITION 37
Soient F un K-e.v. de dimension n, et u : E — E un endomorphisme. Soit A € Spec (u). Alors, on a :

1 < dim(E\(u)) < my(N).

Preuve — Soit A € Spec (u). Le sous-espace propre F' = E) (u) étant-non réduit & {0}, il est de dimension au moins 1. Ce sous-espace
vectoriel est aussi stable par w.
On remarque que ’endomorphisme induit up vérifie : up = Al dp.

Ainsi, le polyndme caractéristique de up est xup(X) = (X — A)Am(EA(w),
Comme ce polynéme divise x«(X), on obtient dim(E)y (u)) < m(\). O
EXEMPLES 38

1. Sirg(u) =7 on a dim Ey(u) = Ker (u) =n —r , donc x.(X) est divisible par X" 7.

2. La matrice :

0 0 a7
A= . . .

0 0 Qnp—1

a1 e Q1 0

est de rang égal a 2 (ou 0). Donc, son polynéome charactéristique est de la forme :
xa(X)=X"?(X?+uX +v) = X"+ uX""" 40X

On a de plus u = —Tr (A) = 0. En développant le déterminant :

X PN 0 —Q
det(Xil, — A)=| 1 1
0 e X —Qp—1
-1 ... —QOp_1 X

les termes non nuls de degré n — 2 sont obtenus pour les transpositions T = (i,n) avec i < n. On obtient

donc :

_ .2 2
V=—Q] —— -

Ainsi, on a xa(X) = X" 2(X?— (a2 +...+a2)).
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Sous-espaces propres et commutativité

PRrROPOSITION 39
Soient F un K-e.v. et u,v : E — E des endomorphismes.
Si u et v commutent (uov = v ou), alors tout sous-espace propre de v, Ey(v), est stable par u.

Preuve — Soit A € Spec (v). Soit € Ey(v). On a v(z) = Az.
Cela donne :
o(u(z)) = u(v(@)) = u(\e) = Au(z),

donc u(x) € E)(v), ce qui conclut. O

REMARQUE 40 — Attention! Ce résultat est faur pour un sous-espace stable F' de v quelconque. Par exemple,
pour B = K2, u(x,y) = (y,2), v = Idg, le sous-ev F = Vect((1,0)) est stable par v, mais il n’est pas du tout
stable par u.

Il faut bien remarquer dans la preuve de la proposition précédente que F' = Ey(v) et que v(xz) = Az sont des
informations nécessaires.

12.3.1 Matrice compagnon

PROPOSITION 41
Soient £ un K-e.v. de dimension n, u : E — E un endomorphisme. Soit z € F non-nul.

Soit p le plus grand entier tel que la famille B = (z,u(x),--- ,uP(x)) est libre.
Alors, on a dim(Vect (B)) =p + 1.
De plus, pour ag, ..., a, € K tels que u?™(z) = —apz — aju(z) — ... — apuP(z), on a :
0 v oo e 0 —ap
1 . —aq
MatB(uVect (B)) =0
0 - 0 1 0 —aps
0 -~ 0 0 1 -a

PROPOSITION-DEFINITION 42
Soit n > 1. Soit P(X) = X" + a1 X" ' 4+ a1 X 4+ a9 € K[X] un polynome unitaire.
On appelle matrice compagnon de P !, la matrice :

00 ... ... 0 -—a
1 0 ... ... 0 —Qg
0o 1 -
OP(X) = ) L ) ) ) E/fn(K)
0 0 ... 1 0 —0p—92
0 0 0 1 —ap_q

Alors, on a :
XCP(X)(X) = P(X).

Le polynéme caractéristique de la matrice compagnon de P est le polynéme P(X).

Preuve — Notons L1, ..., Ln41 les lignes de la matrice Cp(x). Son polynéme caractéristique est :

X o ... ... 0 o

-1 X ... ... 0 a1

{0 -1
XCpx) = :
0 0 .o =1 X Qp—2
0 0 oo 0 -1 X+ap_1
1.
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Avec Popération Ly <~ L1 + XLa +--- 4+ X" 1L,, ce déterminant devient :

0 0 ... ... 0 P(X)
-1 X ... ... 0 a1
o 41
XCpxy =
0 o ... -1 X Qp—2
0 0 . 0 -1 X+an-
Le développement selon la premiére ligne donne : xcp ) = (=) P(X) (-1 = P(X). O

12.3.2 Polynomes caractéristiques scindés

Rappelons que I'on dit quun polynéme P(X) € K[X] est scindé sur K §’il peut s’écrire comme produit de
facteurs du premier degré de K[X] et qu’il est scindé & racines simples sur K si de plus ses racines sont de
multiplicité 1.

EXEMPLES 43

1. Soit E un C-e.v. de dimension finie. Pour tout endomorphisme v : E — E, le polynéme caractéristique
Xu(X) est scindé, puisque tout polynome de C[X] est scindé.

cos —sinf

sinf  cosf

X?% —2Xcosf + 1. Si 0 # 0mod 7, ce polynéme est irréductible dans R[X]. Il n’est donc pas scindé. Par

contre, X p(g)(X) est scindé a racines simples dans C[X].

2. Pour E = R? et R(0) = ), avec 0 € R, son polynome caractéristique est xp(g)(X) =

PROPOSITION 44
Soit F un K-e.v. de dimension n. Soit v : £ — E un endomorphisme.
Si ., est scindé, alors pour (g1, ..., ty) les racines de x, comptées avec multiplicité, on a :

Tr(u)=p1+ - +pu, et det(u)=p1...pun.

Preuve — On a xu(X) = X" — Tr(u) X" 1+ ... + (=D)"det(u) = (X —p1) .. . (X —pn) = X" — (1 + ...+ pn) X140+
(=1)™u1 ... pn. O

REMARQUE 45 — Pour A = (o j)n une matrice triangulaire supérieure, son polynoéme caractéristique est scindé
et ses racines (comptées avec multiplicité) sont (011, ..., Qnp)-

PRrROPOSITION 46
Soient u et v deux endomorphismes de F qui commutent i.e. u o v = v o u. Alors I'image et le noyau de u sont
stables par v, et 'image et le noyau de v sont stables par u.

Preuve — Il suffit par symétrie de montrer que 'image et le noyau de u sont stables par v. Montrons que 'image de u est stable par
v : soit € Im (u). Alors il existe y € E avec « = u(y). Dés lors

v(@) = v(u(y)) = u(v(y)) € Im (u).
La stabilité de Im (u) par v est prouvée.
Montrons que le noyau de u est stable par v : soit « € Ker (u). Alors

u(v(z)) = v(u(z)) = v(0) = 0.
Donc v(z) € Ker (u), et la stabilité de Ker (u) par v est prouvée. O
En particulier, si u et v commutent, alors tout sous-espace propre de u est stable par v. En effet, comme u, v
commutent, on a aussi, pour tout A € K, la relation

(u—Aldg)ov=uov—Av=vou—Avw=wvo(u—Aldg).

Donc le noyau de u — A1dg (& savoir l'espace propre de u correspondant & la valeur propre \) est stable par v,
grace au théoreme que nous venons de prouver.

COROLLAIRE 47
Les sous-espaces vectoriels propres d’un endomorphisme u de F sont stables par tout endomorphisme v commutant
avec u.
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12.3.3 Sous-espaces propres et sommes directes

THEOREME 48

Soient E un K-e.v. et u : E — E un endomorphisme. Soient Aq,..., A, € Spec (u) des valeurs propres de u
distinctes. Soient 1, ...,z, € E des vecteurs propres associés a Aq, ..., \p.

Alors, la famille (x1,...,x,) est une famille libre.

Preuve — Démonstration par récurrence sur p > 1. |

Autrement dit, toute famille finie de vecteurs propres associés & des valeurs propres deux a deux distinctes est
libre. On notera que cette propriété est valable en dimension infinie.

THEOREME 49

Soient E un K-e.v. et v : E — E un endomorphisme. Soient Aq,..., A, € Spec (u) des valeurs propres de u
distinctes.
Alors, la famille des sous-espaces propes (Ey, (u), ..., Ex,(u)) est en somme directe.
Preuve — Soit (21,...,7p) € Ex, (u) X ... X E) (u) une famille de vecteurs telle que
P

Z x; = 0.

i=1
Supposons par 'absurde que les vecteurs 1, ..., 2, ne sont pas tous nuls. Quitte & réordonner les vecteurs, on peut supposer que les
vecteurs 1, ...,Z, sont non-nuls, pour un 1 < r < p, et que les vecteurs x,41,...,xp sont nuls.
Les vecteurs x1,...,x, sont des vecteurs propres non-nuls, associés a des valeurs propres distinctes, pour lesquels on aurait

x1+...+x, =0.

D’apres le théoréme précédent, la famille (x1,...,x,) est libre, ce qui contredit la relation 1 + ...+ z, = 0.

Donc tous les vecteurs 1, ...,zp sont nuls. Ainsi, les espaces propres Ex, (u),..., Ex,(u) sont en somme directe. a

EXEMPLE 50 — Soient E = C*°(R,C) et D : f € E— [’ € E Uapplication linéaire de dérivation. Pour tout A € C,
la fonction x € R — e*® est un vecteur propre de D pour la valeur propre \. La famille (w ER+— M ¢ (C)Aec
est donc libre, d’apres les résultats précédents (toute combinaison linéaire d’un nombre fini de ces fonctions qui
est nulle est forcément la combinaison linéaire nulle). Comme cette famille est infinie, on en déduit que l’espace
vectoriel C° (R, C) est de dimension infinie (ce résultat a déja été démoniré de plusieurs maniéres dans les cours
précédents).

12.4 DIAGONALISABILITE

Définition et caractérisations élémentaires

DEFINITION 51

Soit E un K-e.v. de dimension n. Soit v : ' — E un endomorphisme.

On dit que I’endomorphisme u est diagonalisable s’il existe une base B de F telle que Matp(E) est une matrice
diagonale.

Une base B dans laquelle la matrice Matg(FE) est diagonale est appelée une base de diagonalisation de w.
Soient n > 1 et A € 4, (K).

On dit que la matrice A est diagonalisable s'’il existe une matrice inversible P telle que P~'AP est une matrice
diagonale.

REMARQUES 52
e Pour B = (ey1,...,e,) une base de diagonalisation de u, les vecteurs eq,...,e, sont alors des vecteurs
propres de u.
e Une matrice A € M, (K), est diagonalisable si et seulement si Uapplication linéaire X € K" — AX est
diagonalisable.

En effet, un changement de base vers la base B correspond & la matrice PAP™Y, ot P est la matrice de
passage de la base canonique vers la base B

THEOREME 53
Soient F un K-e.v. de dimension n et v : £ — E un endomorphisme.
On a les équivalences suivantes :
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12.4. DIAGONALISABILITE

i) u est diagonalisable;
ii) Il existe une base B de E constituée de vecteurs propres de u;

iii) F est la somme directe de sous-espaces propres de u :

E= P Eiuw);

A€Spec(u)

iv) Pour Spec (u) = {A1,...,A\+}, ona:
Zdim (En, (w) =mn;
k=1

v) Le polyndme caractéristique y,, est scindé, et pour Spec (u) = {A1,..., A}, on a:

VEk € [1,7],dim (Ex, (u)) = m(Ag).

COROLLAIRE 54

Soient E un K-e.v. de dimension n et v : £ — E un endomorphisme.

Si le polynéme caractéristique x,, est scindé a racines simples, alors ’endomorphisme u possede n valeurs propres
distinctes et est diagonalisable.

Pour Spec (u) = {\1,...,A\n} et pour ey, ..., e, des vecteurs propres de u associés aux valeurs propres Ay, ..., Ay,
la famille B = (eq,...,ey) est une base de E, et Matg(u) = Diag(A1, ..., Ap).

EXEMPLE 55 — Soit k € C. On définit la matrice de My(C) :

1
k
A = 1
1

o o= O
oo = O
o o= O

Cette matrice est de rang 2, et de trace k. Un calcul de déterminant nous donne xa(X) = X?(X? — kX — 3).
Le sous espace-propre associé a 0, qui est Ker (A), s’obtient en résolvant le systéme :

y=20
c+ky+z+t=0
1l est de dimension 2, engendré par les vecteurs :

1
0
-1
0 -1

et

o O =

On retrouve d’ailleurs que A est de rang 2.
Ainsi :
o Si k vérifie k* + 12 # 0, le polnéme X? — kX — 3 a deux racines \; et \o distinctes non nulles. Les
sous-espaces vectoriels propres associés étant de dimension non-nulle, la matrice A est donc diagonalisable.

o Sik est égal a +2iV/3, le polynéme X% — kX — 3 a une racine A\ = % de multiplicité 2. On détermine le
sous-espace propre associé en résolvant :

-Ar + Y = 0
z + (k=XNy + z + t =0
Y - Az =0

Y — X = 0

Une résolution avec la méthode du Pivot montre que ce sous-espace propre est de dimension 1, engendré par

— =y

La dimension de la somme des sous-espaces propres de A vaut 3, donc la matrice A n’est pas diagonalisable
dans ce cas.
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REMARQUE 56 — Soient E un e.v. de dimension et n u: E — E un endomorphisme. Si xu(X) = (X =\, u
n’a qu’une seule valeur propre .
Alors u est diagonalisable si et seulement si Ker(u — M dg) = E, si et seulement si u= \1dg .

2 a b
Par exemple, la matricc A= |0 2 ¢ | est diagonalisable si et seulement si a =b=c=0.
0 0 2

METHODE 57 (Etude de la diagonalisabilité) —
Pour déterminer si un endomorphisme u est diagonalisable, on procéde en général de la facon suivante :
1. On détermine x, le polynome caractéristique de u ;
2. On factorise ce polynéme pour obtenir le spectre de u ;
Cela passe par un calcul de det(X 1T, — Matp(u)) via la méthode du Pivot pour trouver des facteurs de
Xu, par une recherche de vecteurs propres évidents pour trouver des facteurs (X — \)* de x., ou par une
recherche de sous-espaces stables par u pour trouver des diviseurs de X,.
Si le polynome caractéristique x,, n’est pas scindé, alors u n’est pas diagonalisable.
3. On détermine les sous-espaces propres Ex(u) de u. (une base By et leur dimension)
4. Conclure : Si la somme des dimensions des sous-espaces propres Ex(u) de u ne vaut pas n, alors u n’est
pas diagonalisable.
Sinon, u est diagonalisable et B = U)\ESpcc(u) B est une base de E qui diagonalise u.

EXEMPLE 58 — On veut étudier la matrice :
0 3 2
A=|-2 5 2| e #(K).
2 -3 0
Le polynéme caractéristique de A vaut : (factorisation via la méthode du Pivot ou via des racines évidentes)
xa(X) = X3 —5X2 48X —4=(X —2)*(X - 1).

Les racines de x 4 comptées avec multiplicité sont 1,2,2. Le sous-espace propre Ey(A) = Ker(A — I3) est alors de
dimension 1. Trouvons-en une base. On résout I’équation AX = X, soit :

—x+3y+2z = 0
—2x+4y+2z = 0
2t —3y—2z = 0
Ce systéme linéaire est équivalent a x = y = —z. Ainsi on a E1(A) = Kuvy, pour
1
v = 1
-1

Le sous-espace propre Eo(A) = Ker(A2I3) est de dimension 1 ou 2. Trouvons-en une base. On résout ’équation
AX —2X =0, soit :
—2z+3y+2z = 0
—2zx+4+3y+2z = 0 .
20 —3y—2z = 0
a E2

(A) = Kvy ® Kus o

Ce systeme linéaire est équivalent a 2x — 3y — 2z = 0. Ainsi on

3
vy = |2 et 3=
0

—_ o

La matrice A est donc diagonalisable car la somme des dimensions de ses sous-espaces propres vaut 3. Une base
de diagonalisation de A est C = (v1,v2,v3). La matrice de passage de la base canonique & C est :

1 3 1
P=|1 2 0
-1 0 1
La matrice de l’endomorphisme X — AX dans la base C est P"*AP = Diag (1,2,2) = D. On obtient alors

A= PDP™, soit aprés calcul de P71 :

31 100 2 -3 =2
2 0)-10 2 O)-|—-1 2 1
0 1 0 0 2 2 -3 -1
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12.4.1 Réduction des endomorphismes diagonalisables

REMARQUE 59 — Soit E un K-e.v. de dimension n. Soit u: E — E un endomorphisme. Supposons que u est
diagonalisable. Soit Spec (u) = {A1,...,A\r}. On a montré dans cette section que l'on a alors :

o 2oy dim(Ey, (v) =n;

E=E, (u)®...®E) (u);

dim(Ey, (u)) = my(Ag), VI <k <r;

Xu(X) = Ty (X = Ag) B (),

e Pour By,...,B, des bases de Ex,(u),..., Ex_ (u), la famille B =By U...UDB, est une base de E.
e La matrice Matg(u) est une matrice diagonale.

Pour tout 1 <k <r, ona Up,, (u) = AkIdEM(u)-
Ainsi, en notant Dy, = )\kIdim(Ekk(u)), la matrice Matg(u) est diagonale par blocs, avec

Matg(u) = Diag(Ds,...,D,).
Pour 1 <k <, soit pp : E — E la projection sur Ex, (u) parallélement a B, Ex;(u). On a alors :

U= Mp;+ ...+ \NeDr,

car ces deux endomorphismes sont égauz sur la base B.
REMARQUE 60 (Puissances d’un endomorphisme diagonalisable) — Soit E un K-e.v. de dimension n. Soit
u: E — E un endomorphisme. Supposons que u est diagonalisable, et reprenons les notations de la remarque
précédente. Soit m > 0.
On a alors u%k(u) =N dg, | (u)-

Ainsi, on a :
Matg(u™) = Diag(DTY*, ..., D).

En utilisant les projections py,, cela donne :
u™ = A"p1 + ...+ ANy,

car ces deux endomorphismes sont égauz sur la base B.

Ainsi, 'endomorphisme u™ est totalement décrit a l'aide du spectre et de la base de diagonalisation de wu.

En particulier, u™ est diagonalisable, et les racines de son polynéme caractéristique xu,m sont A%, ..., A"
(certaines racines pouvant étre égales). C’est-a-dire :

N (X) = T (X — A8 (Br ),

D’un point de vue matriciel, si A € M, (K) est diagonalisable, on a P une matrice inversible et D =
Diag(ay, ..., ay,) une matrice diagonale telles que A = PDP~L.
Pour tout m > 0, on a alors :

A™ = (PDP™ Y™ = PD™P~! = PDiag(al",...,a™)P~ .

On peut alors calculer facilement la matrice A™ a 'aide de deux produits matriciels.

EXEMPLE 61 — Reprenons le premier exemple de la page 127. Nous avons vu que la matrice
0o 3 2
A=|-2 5 2
2 =30

est diagonalisable. Elle s’écrit A = P - Diag(1,2,2) - P~1 avec :

1 3 1 2 -3 -2
P=|1 2 0 et Pl=|-1 2 1
-1 0 1 2 -3 -1

Pour k € N, obtient alors les puissances de A par la relation A¥ = P - Diag (lk, 2k, 2’“) - P~ Cela donne :

2 -3 -2 -1 3 2
AF = 1FP . Diag(1,0,0) - P~' 4 2FP . Diag(0,1,1) - P~ = 2 -3 —2|+2¥| -2 4 2
-2 3 2 2 -3 -1

On remarque que les matrices devant 1% et 28 dans lécriture ci-dessus correspondent auz matrices dans la base
canonique des projections py et py associées a la somme directe de sous-espaces propres K3 = E1(A) @ Ea(A).
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REMARQUE 62 — Dans l'exemple précédent, pour My et Mo les matrices associées aux projections p1 et pa, on
2 -3 =2 -1 3 2
Mi=|2 -3 =2|=02I—-A), eeMy=|-2 4 2 |=(A-1).
-2 3 2 2 -3 -1

Les polynémes L1(X) = (2 — X) et Lo(X) = (X — 1) sont les polynémes d’interpolation associés a ’ensemble
{1,2} (L1(1) =1, L1(2) =0, L2(2) = 2, L2(1) = 0).

Nous verrons dans le chapitre suivant que lorsque A est une matrice diagonalisable, les projections py associées
aux sous-espaces propres de A peuvent étre calculées avec des polynémes d’interpolation de Lagrange.

Ce calcul ne nécessite pas de déterminer une base de vecteurs propres (donc la matrice de passage P ), ni de faire
un inverse de matrice (calculer P71).
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13.1 MORPHISME D’EVALUATION

DEFINITION 1

n
Soient F un K-e.v., u € L(F) et P = Z arX"* € K[X].
k=0
e On appelle évaluation du polynéme P en u I’endomorphisme de E suivant :

n
P('LL) = Zakuk =aqoldg +a1u+ -+ apu”,
k=0

ou ufF =uowuo---ou est la composée k-eme de u, et u® = Idg.
—_——

k fois
La fonction P +— P(u) est appelée morphisme d’évaluation en u.

e Soit A € #,,(K). On définit ’évaluation du polynéme P en A par la matrice :

P(A) =Y ax A" = aply + A+ -+ an, A,
k=0

La fonction P +— P(A) est appelée morphisme d’évaluation en A.

REMARQUE 2 — Soit E un K-e.v. de dimension n. Soient u € L(E), et B une base de E. On a déja vu que
Matg(u*) = Matgs(u)*, pour tout k > 0.
Ainsi, pour tout polynéme P € K[X], on a :

Matg(P(u)) = P (Matg(u)) .

EXEMPLES 3

1. Soit E un K-e.v. et u: E — E un endomorphisme. Alors p est une projection si, et seulement si, P(p) =0

pour P=X? - X.
2. Soit A € K. Pour u= \-idg et P € K[X], on trouve alors P(u) = P(\) - idg.

3. Pour A= <(1) (2)> et PX)=(X-1)(X-2)=X?-3X+2,0na:

P(A)= A~ 3442 = (0 0) — 0.
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4. Pour E =C>®(R,C), on pose u: f € E s f' € E 'endomorphisme de dérivation. Soit P ="} _, apXF €
C[X]. Alors, l’endomorphisme P(u) est opérateur différentiel sur C*°(R,C) suivant :

P(u) : C*(R,C) — C®(R,C)
for— aftaf 4ot anf™.

1 2

2
10 1 -1 1 -1 1 -1
P(A)_?’(o 1)‘2(1 2)+(1 2)‘(1 2>_A'
PROPOSITION 4

Soient E un K-e.v. et w: E — E un endomorphisme. Soient P, @ € K[X], A € K. Alors on a :
1. (AP)(u) = AP(u);
2. (P+Q)(u) = Pu) + Q(u);
Le morphisme d’évaluation en u, P € K[X| — P(u) € L(E), est une application linéaire.
3. (PQ)(u) = P(u) 0 Q(u);
Le morphisme d’évaluation en u, P € K[X] — P(u) € L(E), est un morphisme d’anneaux.

Soient n > 1 et A € #,(K).
Alors le morphisme d’évaluation en A, P € K[X] — P(A) € #,,(K), est un morphisme de K-algebres.

5. L’évaluation de P(X) =3 —2X + X% en A= (1 _1> est :

REMARQUE 5 — Pour u: E — E un endomorphisme, l'image du morphisme d’évaluation P — P(u) est donc
un sous-anneau, de L(E) contenant u, et méme une sous-algébre de la K-algébre (L(E),+,0,.).

PROPOSITION 6
Soient F un K-e.v. et u: E — E un endomorphisme.
On note K[u] 'ensemble {P(u), P € K[X]} des polynémes en u. Alors :

o KJu] est une sous-algebre de L(E), qui est commutative ;
e K[u] est la plus petite sous-algebre de £(E) qui contient w.

Soient n > 1 et A € 4, (K).

On note K[A] 'ensemble {P(A), P € K[X]} des polynémes en A.

Alors, K[A] est une sous-algebre commutative de .#,(K). On a K[A] = Vect(A, k > 0).
C’est la plus petite sous-algebre de ., (K) qui contient A.

REMARQUE 7 — Nous avons vu & plusieurs reprises que les anneaur L(E) et #,(K) ne sont pas commutatifs,
ce qui empéche d’effectuer certaines opérations et rend faux certains résultats.
Le fait que les sous-anneauz Ku] et K[A] soient commutatifs est trés important.

REMARQUE 8 — Soient E un K-ev avec dimE > 2 et uw : E — E un endomorphisme. Alors le morphisme
d’évaluation n’est pas surjectif car 'anneau L(E) n’est pas commutatif alors que K[u] oui. (pareil pour A, (K)
avecn > 2)

11

EXEMPLE 9 — Soit A = (O 1

) € #>(R). La matrice B = <8 (1)> appartient ¢ R[A] car on a :

B=P(A) ot P= (X —1).

Mais on a aussi :
B=Q(A) o Q= (X -1+ (X -1).

ProrosiTion 10
Soient E un K-e.v., et v un endomorphisme sur E. Soit ¢ un endomorphisme inversible sur E. Alors, on a :

P(¢ud™) = oP(u)¢", VP € K[X].
Soient n > 1 et A, P € #,(K) avec P inversible. Alors, on a :
P(PAP™') = PP(A)P~!, VP € K[X].

Si deux endomorphismes u, v (ou matrices A, B) sont semblables, alors P(u) et P(v) (ou P(A) et P(B)) sont
semblables.
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Preuve — Soit £k > 1. On a
(pup™ )" = (up™ ) (dup™") ... (pup™ ") = dule~ .
Ainsi, pour P(X)=ao+ ... +anX", ona:

P(pugp™Y) = apldp + a1dud™ ! + ... + an(duep™ )" = d(aoldp + ar1u + ... + anu™)¢~! = ¢pP(u)p ™.

La preuve est identique pour les matrices. O

ProrosiTIiON 11
Soient n > 1 et A € 4, (K). Alors :
P(*A) ='P(A),VP € K[X].

PROPOSITION 12 (Polynomes de matrices triangulaires)
Soit n > 1. Soit A € #,,(K) une matrice triangulaire supérieure par blocs :

A1 * *
O A2 *
A= 0 . A € My, (K)yny+...+n, =n.
O 0 Ar—l *k
0 0 A4,

P(Al) * *
P = .
0 0 P(Arfl) *
0 0 P(A;)

COROLLAIRE 13
Soient £ un K-e.v. de dimension n et v : E — E un endomorphisme.
Si u est diagonalisable, alors P(u) est diagonalisable pour tout P € K[X].

Preuve — Si u est diagonalisable, il existe une base B de E telle que Matg(u) soit diagonale.

Soit P € K[X]. D’apres la proposition précédente, la matrice Matg(P(u)) = P(Matp(u)) est elle aussi diagonale, donc P(u) est
diagonalisable. |

Les deux propositions suivantes vont se révéler par la suite particulierement utiles.

ProposITION 14
Soient E un K-e.v. et u € L(F). Soit F un sous-espace stable par u.
Alors, pour tout P € K[X], le sous-espace F' est stable par P(u). On a de plus :

P(U)F = P(UF)

PROPOSITION 15
Soient E un K-e.v., u € L(E), et P € K[X].
Alors, les sous-espaces vectoriels Im (P(u)) et Ker (P(u)) sont stables par w.

Preuve — Les sous-ev Im (P(u)) et Ker (P(u)) sont stables par P(u). Comme u et P(u) commutent, ces sous-ev sont stables par u. [

13.2 IDEAL ANNULATEUR ET POLYNOME MINIMAL

Polynomes annulateurs

DEFINITION 16

Soient E un K-e.v., u € L(E), et P € K[X].

On dit que P est un polynéme annulateur de v si P(u) = 0.
Soient n > 1 et A € A, (K).

On dit que P est un polynéme annulateur de A si P(A) = 0.

131



13.2. IDEAL ANNULATEUR ET POLYNOME MINIMAL

REMARQUE 17 — Pour e, : P € K[X]| — P(u) € L(X), l'ensemble des polynomes annulateurs de u est
exactement Ker(e,).

Comme e,, est une application linéaire et un morphisme d’anneauz, ensemble est ainsi un sous-ev de K[X] et un
idéal de K[X].
On rappelle que les idéaux de K[X] sont de la forme M.K[X], pour un M € K[X] (ces idéauz sont principauz).
De plus :

o SiM =0 onaMK[X]={0};

e Si M #0, alors il existe un unique polynéome unitaire N tel que NK[X] = MK[X].

EXEMPLES 18
1. Pour tout endomorphisme u, le polynome nul P =0 est un polynome annulateur de u.
. Le polynome constant P = 1 n’est le polynome annulateur d’aucun endomorphisme u.

. Pour p une projection, p est annulée par le polynéme X2 — X (car p*> =p).

2
3
4. Pour s une symétrie, s est annulée par le polynome X2 — 1 (car s> = Idg).
5. Pour u= Mdg, P(X) = (X — \) est un polyndme annulateur de u.

6

. Soit A € A, (K) une matrice diagonalisable. On a P € 4, (K) inversible et \,..., A\, € K tels que

A = PDiag(\, ..., \n)P7L.
Posons Q(X) = (X — A1) ... (X = \p). On a alors :

Q(A) = Q(PDiag(A1,..., A\a)P~) = PQ(Diag(Ai, ..., An)) P!
= PDiag(Q(\1),...,Q(\,))P~! = PDiag(0,...,0)P*
=0,

donc Q est un polynéme annulateur de A.

D’apreés les résultats du chapitre précédent sur les matrices diagonalsables, on remarque que Q(X) =

T (X — Ai) = xa(X). Donc xa est un polynéme annulateur de A. Nous reviendrons sur ce résultat dans g%
ce chapitre (Théoreme de Cayley-Hamilton).

7. Dans E = C*(R,C), l’endomorphisme de dérivation D : f +— [’ ne posséde pas de polynéme annulateur
non nul. Soit P € C[X]. Pour tout A\ € C, posons fy : x +— €.
Alors on a D(f)) = Afa, donc P(D)(f\) = P(\) fx.
Sil’on a P(D) =0, alors on a P(\) =0 pour tout A € C, ce qui implique que P(X) = 0.

13.2.1 Polynoéme minimal, cas de la dimension finie

PRrOPOSITION 19

Soit F un K-e.v. de dimension de n. Soit u € L(E).
Alors il existe P € K[X] non-nul tel que P(u) = 0.
Soit A € A, (K).

Alors la matrice A possede un polynéme annulateur non-nul.

DEFINITION 20

Soit E un K-e.v. Soit v : £ — F un endomorphisme qui posséde un polynéme annulateur non-nul. Pour
ey : P € K[X] — P(u) € L(E), le noyau de ce morphisme n’est pas réduit a {0}.

11 existe donc un unique polynéme M € K[X], unitaire, tel que Ker(e,) = MK[X].

Ce polynome est appelé polynéme minimal de u . On le note p,,, ou M,.

REMARQUE 21 — Si E est de dimension finie, alors tout endomorphisme u sur E posséde un polynéme minimal.
Pour u un endomorphisme possédant un polynéome minimal, on a :

P(u) =0 si et seulement si P | fiy,.

Le polynome minimal de u, pi,, est le polynome unitaire annulant de w de plus petit degré.
Pour A € M,,(K), on définit de méme le polynéme minimal de A que l’on note 4.

La question qui se pose alors est : comment calculer le polynéme annulateur d’un endomorphisme ou d’une
matrice en dimension finie 7

Ce probléme est tres souvent difficile. Il existe cependant une méthode générale qui fonctionne, mais elle est trop
longue en général pour étre utilisée d’un point de vue algorithmique :
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1. On commence par calculer un polynéme annulateur de v ou de A. Nous verrons dans le chapitre suivant
comment trouver un tel polynoéme dans le cas de la dimension finie (théoréme de Cayley-Hamilton).

2. Pour P un polynéme annulateur de u (ou A), on factorise P dans K[X].
3. Parmi tous les diviseurs de P, on cherche ceux qui annulent u (ou A) et qui sont de plus petit degré
possible.
ProposiTiON 22
Soit F un K-e.v. de dimension n. Soient u,v € L(E) avec v inversible. Soit B une base de E. On a :
1.
EMatss (u) (X) = (X)) 5

Hoyup—1 (X) = :LLU(X) )
3. Soient A, P € .#,(K), avec P inversible. Alors :

ppap-1(X) = pa(X).

Le polynéme minimal est un invariant de similitude.
4. On a de plus :
pea(X) = pa(X).
EXEMPLES 23
1. Pour u =0 l’endomorphisme nul, on a puo(X) = X.
. Onaprg,(X)=X—1.
. Le polynome minimal d’un endomorphisme est un polynome de degré supérieur ou égal a 1.

. Pour u un endomorphisme, on a uw = Adg si et seulement si p1,,(X) = X — \.

v A o

. Soit p une projection. Sip = 0 on a p,(X) = X. Sip = Idg on a pp(X) = X — 1. Sinon, on a
pp(X) = X2 - X.
En effet, X? — X est un polynéme annulateur de p, donc son polynéme minimal w, est un diviseur unitaire
de X? — X, de degré au moins 1. Ce polynéme vaut donc X? — X ou X ou X — 1. Comme on a supposé
p#0 et p#Idg, on en déduit que p,(X) = X? — X.

6. De la méme facon, si s est une symétrie différente de id et de —id, alors ps(X) = X? — 1.

7. Pour u un endomorphisme nilpotent (3k > 1 tel que u* = 0), on a p,(X) = X", ot r est l'indice de
nilpotence de u. Réciproquement, si p,(X) = X", alors u est nilpotent d’indice r.

Nous terminons cette section par une propriété tres utile que nous avons déja vue pour le polynéme caractéristique
Xu-

ProrositioN 24
Soient E un K-e.v. et u un endomorphisme sur E. Soit F' un sous-ev de E stable par u.
Si u admet un polynéme minimal, alors 'endomorphisme induit ur possede un polynoéme minimal, et 'on a :

o divise fi,.

Preuve — Soit P € K[X]. On a vu que P(up) = P(u)p. Ainsi, py est un polyndéme annulateur de up. Donc up posséde un polynéme

minimal, et celui-ci divise fiy,. O
EXEMPLE 25 — Soit A la matrice diagonale par blocs suivante :
1 0 0
A=(0 2 3| e #[R).
0 0 2

On associe A & l’endomorphisme u: X € R3 — AX € R3. Comme A est diagonale par blocs, on sait alors que
les sous-ev Fy = Rey et Fy = Vect(eq, e3) sont stables par u.

e Onaup =Idp, donc pry, =X —1.
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e Sur Iy, on a :

2 3
Mat(ez,es)(qu) = <O 2> .

(¢ 3)-o)

on en déduit que (X — 2)% est un polynéme annulateur de ur,. Comme (X — 2) n’est pas un polynéme
annulateur de up,, on a alors ju,,, = (X —2)*.

Ainsi le polynéme minimal de A est un multiple de (X — 1) et de (X — 2)2. Comme (X — 1)(X — 2)? est un
polynéome annulateur de A, on en déduit que pa = (X — 1)(X — 2)%

Comme

13.2.2 Calculs de polynomes d’endomorphismes ou de matrices

PROPOSITION 26

Soient E un K-e.v. et u un endomorphisme sur E.

Si u posseéde un polynéme annulateur P tel que P(0) # 0, alors u est inversible.
Pour P(X)=ag+... +a, X", onaul =3 )_ =gkl

ao

Preuve — On a :

n n
0= P(u) =aoldg + a1u+ ...+ anu™ = apldg + Z aru® = apldg + u(z akuk_l).
k=1 k=1

Ainsi, on obtient :
n

g = u(30 ity = (30 Moty

k=1 90 k=1 90

donc u est inversible, d’inverse u=1 = >"7_,; %Okuk_l, O

ProPoSITION 27
Soient F un K-e.v. et w un endomorphisme sur F qui a un polynéme annulateur non-nul P. Soit M € K[X].
Soit R € K[X] le reste de la division euclidienne de M par P. On a alors :

Ainsi, tout polyndme en u est égal & un polynéme de degré au plus deg(u,,) — 1 en u, que 'on peut déterminer &
I’aide d’une division euclidienne.

Preuve — Soit M = PQ + R, deg(R) < deg(P) la division euclidienne de M par P. On a alors :
M(u) = (PQ)(w) + R(u) = Q(u) o P(u) + R(u) = 0+ R(u),

ce qui conclut. O

EXEMPLE 28 — Soit n > 2. On considere la matrice :

0 1 1
gt o m

(1 .1

1 ... 1 0

e La relation (I, + J)? = n(I, + J) montre que l’on a :
J2=(n—1)I,+ (n—2)J.

Ainsi le polynéme P(X) = X2 —(n—2)X —(n—1) = (X +1)(X — (n — 1)) est un polynéme annulateur de
J. Vu que J n’est pas une matrice diagonale, elle ne peut étre annulée par un polynome de degré 1. On a
doncpy(X)=X2-n-2)X-(n—-1)=(X+1)(X — (n—1)).
Comme p;(0) # 0, J est inversible, d’inverse :
1 1
JT = (J—(n—=2)I,).

n—1

e On calcule alors J*, pour k € N, de la maniére suivante :
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— On effectue la division euclidienne de X* par py :
X* = 1;Q + ap X + By.

On obtient oy, et By en évaluant X* en —1 et n — 1. Cela donne :

(n=1F—(-D%) et Br=(-1)F+ % ((n—1)F = (=1)%).

S|

Qp =

— On obtient ainsi :

n—1

1 1
J¥ = apJ + Bil, = (n — 1)% (I, +J) + (=) ( I, — nJ) Vk € N*.

Nous terminons notre étude sur le polynome minimal par un exemple que l'on retrouve fréquemment, et qui se

révele tres utile : celui de la matrice compagnon®.

ProproOsITION 29

Soit n > 1. Soit P(X) =ag+ a1 X + ...+ X™ un polynéme unitaire de degré n. Soit Cp € 4, +1(K) la matrice
compagnon de P.

Alors, on a pc, (X) = P(X).

13.3 POLYNOMES D’ENDOMORPHISMES ET ELEMENTS PROPRES

Les notions développées dans cette section concernent les endomorphismes. Elles s’appliquent aux matrices de
M, (K) en considérant les endomorphismes canoniquement associés sur K.

Valeurs propres

ProrosITION 30

Soient E un K-e.v., u € L(E), A € Spec (u), et P € K[X].
Pour tout z € Ex(u), on a P(u)(x) = P(\)x.

Donc, P()A) € Spec (P) (u).

Preuve — Comme x € Ey(u), on a u*(x) = Az pour tout k, d’otr :

P(u)(z) = <Z akuk> (z) = Z oFuf(z) = <Z ak)\k> z=P(\)zx.
k=0 k=0 k=0

En prenant z # 0, on obtient donc P(u)(z) = P(\)z avec = # 0, ce qui conclut. O

COROLLAIRE 31
Soient E un K-e.v. et w € L(E). Soit P un polynéme annulateur de u.
Alors, les valeurs propres de u sont des racines de P.

Preuve — Les relations P(u) = 0 et u(z) = Az avec = # 0 entrainent P(A\)z = 0 et donc P(X\) = 0. O

THEOREME 32
Soient F un K-e.v. et u € L(E) possédant un polynéme annulateur non-nul.
Alors, les valeurs propres de u sont exactement les racines de u,, (X) dans K.

Preuve —
e Comme py(u) = 0, les valeurs propres de u sont des racines de fiy.

e Soit a une racine de Mu,. Ona donc M, (X) = (X — a)N(X). Par minimalité de u,, 'endomorphisme N (u) est non nul.
Donc Im (N (u)) # 0. Soit = N(u)(z) € Im (N(u)) avec  # 0. On a alors :

(u—aldg)(z) = (u — aldg) o N(u)(z) = muy(u)(z) =0,

donc «a est une valeur propre de u.

1. Voir la proposition-définition 42.
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13.3.1 Théoreme de Cayley-Hamilton

Pour le reste de ce chapitre, les espaces E seront de dimension finie.

THEOREME 33 (Théoréme de Cayley-Hamilton)
Soient F un K-e.v. de dimension n et v : £ — E un endomorphisme.
Alors, le polynome caractéristique de u annule u :

Xu(u) = 0.

COROLLAIRE 34

Soient E un e.v. de dimension n et u € L(E).

Alors i, (X) divise y.(X).

Le polynéme minimal de u divise son polynome caractéristique.

13.3.2 Endomorphismes nilpotent

PROPOSITION 35
Soient F un K-e.v. de dimension n et f € £(E) un endomorphisme nilpotent.
Alors, on a : x¢(X) = X",

Preuve — Soit ¢ € N* tel que f? = 0. Nous donnons deux méthodes de démonstration de ce résultat.
Méthode No 1 : Passage aux complexes. Cette preuve est valable si K = C ou si K est un sous-corps de C.

Méthode No 2 : Récurrence sur la dimension de I’espace.

O

REMARQUE 36 — Cette proposition permet de caractériser les endomorphismes nilpotents : f est nilpotentesi et
seulement si son polyndme caractéristique vaut X 3m(E)

ProrosITION 37
Soient F un K-e.v. de dimension finie, et f € L(F) un endomorphisme nilpotent.
Alors, les nombres entiers suivants sont égaux :

e L’indice de nilpotence de f (le plus petit entier k > 1 tel que f¥ = 0);

e Le degré du polyndéme minimal de f.

13.3.3 Lemme des noyaux

THEOREME 38 (Lemme des noyaux)
Soient E un K-e.v. et w : E — F un endomorphisme. Soient Py, ..., P.K[X] des polynémes premiers entre eux
deux & deux, et soit P = P; ... P,. Alors, on a la décomposition en somme directe :

Ker (P(u)) = @) Ker (P (u)).
k=1

De plus, la projection py de Ker (P(u)) sur Ker (Py(u)) parallelement a €, Ker (F;(u)) est de la forme
Uk (4)Ker(P(w)) POUr un polynéme Uy € K[X].

Le lemme des noyaux est un résultat tres important en algebre linéaire.

COROLLAIRE 39

Soient F un K-e.v. et u € L(E). Soit P un polynéme annulateur non-nul de . Soient P; ..., P, des polynémes
premiers entre eux deux a deux tels que P = Py --- P,. @
Alors, on a :

E = @ Ker (Pi(u)).
k=1
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REMARQUE 41 — Pour u un endomorphisme et A1, ..., \. des valeurs propres de u distinctes, les polynomes
X — A,..., X — )\, sont premiers entre eux deur a deux.
On retrouve avec le lemme des noyauz le fait que Ker (u — A\ Idg), ..., Ker (u — A\.Idg) sont en somme directe.

REMARQUE 42 — Soient u un endomorphisme et Py, ..., P. des polynomes premiers entre eux deux & deu.
Notons Qy, = H#k P;. Alors les polynéomes Q1, . ..,Q, sont premiers entre eux dans leur ensemble. D’aprés le
théoréme de Bezoutl généralisé, il existe donc Ay, ..., A, € K[X] tels que Q141 + ...+ Q. A, = 1, de sorte que

Idp = Q1(u) 0o Ay (u) + ...+ Qr(u) o Ap(u).

En reprenant les éléments de la preuve du lemme des noyauz, pour F = Ker ((Py ... P.)(u)) la projection py
dans F sur Ker (Py(u)) parallélement a ;. Ker (Pi(u)) est alors égale a : pr, = QpAk(u)F.

13.3.4 Synthese sur la réduction

Faisons un bilan de certains résultats obtenus dans ce chapitre et dans le chapitre précédent.

Soit E un K-e.v. E de dimension n. Soit v € £L(E) un endomorphisme.

§ 1. Polynéme caractéristigue — Le premier élément d’information que nous avons pour u est son polynome

caractéristique x,(X). On a :
T

Xu(X) = [T(X = ) O)mp po,
k=1
avec
Spec (u) = {A1,..., A}, et Pi..., P irréductibles et de degré > 1.

Pour pour toute valeur propre Ay, I'entier m, (Ag) est appelé la multiplicité de A, pour w.
Comme Y, est unitaire et de degré n, on a my (A1) + ...+ myu(A.) < n.

§ 2. Polynome minimal — D’apres le théoreme de Caley-Hamilton, le polynéme minimal de u, u.,, divise son
polynéme caractéristique. Ainsi, on a deg(u,) < deg(xw) < n.

De plus, les valeurs propres de w sont les racines de p, dans K.

On obtient donc :

r

pa(X) = JTX = a)r=Omi, PP,
k=1

avec 1 < 7y (M) < my (M) pour tout 1 <k <ret f; < a; pour tout 1 < i <s.
L’entier 7, (\x) est appelé I’indice de la valeur propre ). (c’est la multiplicité de X — Ay dans p,, (X)) Ax pour u.

§ 3. Sous-espace propres — Nous avons vu que les sous-espaces propres de u,
Ey, (u) =Ker(u— A Idg), 1 <k <,
sont en somme directe. Leur dimension vérifie :
1 <dim (Ey, (u)) < my(Ag), VI <k <7

PROPOSITION 43
Soient E un K-e.v. de dimension n, et u: E — E un endomorphisme avec Spec (u) = {A1,..., A}
Avec les notations précédentes, on a alors :

dim (Ker ((u — IdE)“W)) = ma(\), V1< k <7

13.4 DIAGNALISATION ET POLYNOME MINIMAL

Les notions développées dans cette section concernent les endomorphismes. Elles s’appliquent aux matrices
carrées de ., (K) en considérant les endomorphismes associés sur K".
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Diagonalisation

Soient E un ev de dimension finie et v € L(F) un endomorphisme. On a vu que u est diagonalisable si et
seulement si x,,(X) est scindé, et si la dimension du sous-espace propre Ej, (u) vaut m(\g) pour tout k = 1,...,r.
Cela donne le résultat :

THEOREME 44
Soient E un ev de dimension finie et u € £(F) un endomorphisme.
Alors, u est diagonalisable si et seulement si son polynéme minimal est scindé a racines simples.

Preuve — On pose Spec (u) = {A1,..., Ar}.
e Si u est diagonalisable, on a E = @;_; Ker (u — \jIdg).
Pour P(X) = (X — A1)...(X — Ap), le lemme des noyaux donne :
E = Ker (P(u)) .
C’est-a-dire, P(u) = 0. Donc le polynéme minimal de u, xu, divise P. Comme P est un polynéme scindé & racines simples,

Ly est alors un polyndéme scindé a racines simples.
Comme A1, ..., Ar sont les racines de py, on a méme py, (X) = P(X).

e Réciproquement, on suppose que ., est scindé a racines simples. Comme les racines de ., sont les valeurs propres de u, on a
donc py(X) = (X — A1) ... (X — Ar). Le lemme des noyaux nous donne alors :

E = Ker (pu(u)) = @ Ker ((v — ax Idg)) .

k=1

Donc FE est la somme directe des sous-espaces propres de E. Cela veut dire que u est diagonalisable.

COROLLAIRE 45
Soient E un ev de dimension finie et v € £L(F) un endomorphisme.
Alors, u est diagonalisable si et seulement 8’il est annulé par un polynéme scindé & racines simples.

COROLLAIRE 46
Soient E un ev de dimension finie et u € £(F) un endomorphisme.
Soit F' un sous-ev de E stable par u. Si u est diagonalisable, alors up est diagonalisable.

Preuve — On sait que up est annulé par p,, ce qui conclut. |

PROPOSITION 47 (Rappel)
Soient E un ev de dimension finie et v € £(F) un endomorphisme diagonalisable avec Spec (u) = {A1,..., A }.
Soit py : £ — E la projection sur Ey, (u) parallelement a €, Ex, (u). Alors, on a :

u:)\1p1+---+)\rpr
u" =A"pr+ ...+ Ay, VM >0

PROPOSITION 48

Soient E un ev de dimension finie et v € L(F) un endomorphisme diagonalisable avec Spec (u) = {A1,..., A}
Onau=Mpi+...+ Apy, ol pi 1 E — E est la projection sur Ej, (u) parallelement a @, Ex, (u).
Soient L, ..., L, € K[X] les polynémes d’interpolation de Lagrange associés & ensemble {Ay,..., A }. Alors, on
a:
Pk = Lk(u) = Hi;ékiu — )\z s V1 < k <r.
A — A

COROLLAIRE 49
Soit u € L(F) un endomorphisme diagonalisable, avec Spec (u) = {A1,..., A}, dont on connait A = Matpg(u).
On peut alors calculer u™ de deux fagons :
e Méthode 1 : On détermine une base B’ de vecteurs propres de u.
On détermine P la matrice de passage de B vers B’. On calcule P~! I'inverse de P.
Alors, on a Matg(u) = A= PDP~!, ot D est une matrice diagonale. Cela donne :

Mats(u™) = Matg(u)™ = A™ = PD™P~', ¥m > 0.

On détermine donc u™ en calculant D™ (facile), puis en effectuant le produit PD™P~1.

e Méthode 2 : On détermine les polyndmes interpolateurs de Lagrange L1, ..., L, associés & {A1,..., A} en
développant I’expression L (X) = II;« ii iﬁ\ .

Alors, on a
u™ = A"Ly(u) + ...+ A" Ly (u), Vm > 0.
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-1 0 1
EXEMPLE 50 — On pose A= | 2 0 2|. Montrer que A est diagonalisable, et A™ pour tout m > 0.

2 00
On commence par caluler le polynome caractéristique de A. Un calcul de déterminant donne : xa(X) =
X(X -1)(X +2).
Le polynéme caractéristique de A est scindé a racines simples, donc A est diagonalisable. De plus, on obtient que
Spec (4) = {-2,0,1}.
Soient Ly, Lo, L3 les polynomes d’interpolation de Lagrange associés ¢ {—2,0,1}. On a :

(X-0)(X—-1) X?-X

Li(X) = =
1(X) (—2-0)(-2—1) 6
X+2)(X -1 X2+ X -2
(0+2)(0-1) -2
(X +2)(X -0) X?+2X
L‘ X = =
3(X) (1+2)(1-0) 3
Pour tout m >0, on a donc :
A™ = (=2)"L1(A) + 0™ Ly(A) + 1™ L3(A).
Pour m > 1, cela donne A™ = (—2)"£(A% — A) + 0+ $(A? + 24).
On calcule :
3 0 -1
A= 2 0 2
-2 0 2
On obtient donc :
m 4 0 =2 1 0 1
Amf(? 000+é606
-4 0 2 2 0 2

Trigonalisation (HP)

DEFINITION 51

Soient E un ev de dimension finie et u € £(F) un endomorphisme.

On dit que u est trigonalisable s’il existe une base B de E dans laquelle la matrice Matg(u) est triangulaire
supérieure.

La base B est appelée une base de trigonalisation de u. 2.

Soit A € ., (K). On dit que A est trigonalisable s’il existe une matrice inversible P telle que P~1AP soit
triangulaire supérieure.

THEOREME 52
Soient E un ev de dimension finie et v € £(F) un endomorphisme.
Alors, u est trigonalisable si et seulement 8’il existe P € K[X] scindé tel que P(u) = 0.

COROLLAIRE 53
Soient E un K-ev de dimension finie et u € £(F) un endomorphisme.
On a les équivalences :

1. u est trigonalisable;
2. X est scindé;
3. 4y est scindé;
4. Spec (u) est non-vide, et pour Spec (u) = {A1,..., A}, on a
My (A1) + ... + my(N\) = dim(E).
REMARQUE 54 — Tout endomorphisme sur un C-espace vectoriel de dimension finie est donc trigonalisable. De
méme, toute matrice complexe A est trigonalisable et s’écrit :

A=prp!

avec P inversible et T triangulaire supérieure.

Ce nest pas le cas sur R ot un endomorphisme (une matrice) est trigonalisable si, et seulement si, sn polynéme
caractéristique est scindé. Par ezemple une matrice de rotation rotation R(6) (0 % Omod 7) de R? n'est pas
trigonalisable.

2. Nous avons vu que c’est le cas si tous les sous-espaces vectoriels Vect (eq, ..., e;) sont stables par u. Voir le corollaire ??.
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13.5. APPLICATIONS AUX EDL ET AUX SUITES RECURRENTES LINEAIRES

13.4.1 Décomposition de Jordan-Chevalley (dite de Dunford)

Nous allons étudier une nouvelle forme de réduction plus poussée que la diagonalisation/trigonalisation.

PROPOSITION 55 (Décomposition de Jordan-Chevalley (dite de Dunford))

Soient E un K-ev de dimension finie et u € £(E) un endomorphisme.

Si X est scindé, alors il existe un unique couple d’endomorphismes (d,n) € (L(E))
nilpotent tels que

2 avec d diagonalisable et n

u=d+n et don=mnod.

De plus, ces endomorphismes sont des polynoémes en .

Preuve — On écrit xo(X) = [[r_1 (X — Ap)™* et Fy, = Ker ((u — A\, Idg)™*) le sous-espace caractéristique de Ay.
Existence.l D’apres le lemme des noyaux on a E = @) _, F,. D’aprés la remarque 42, la projection py sur Fj, parallelement &
@;;ék F; est un polynoéme en u. On le note py = Py (u). On pose alors :

™ ™
d=Z)\kpk et n=u—d=Z(u—)\kIdE)opk.
k=1 k=1

On rappelle que p; o p; = §; jp;, pour tous 1 < 4,5 < r. Ainsi, d laisse stable chaque Fy, et I'on a dp, = ApIdp, . Donc d est
diagonalisable.
De méme, on montre par récurrence sur ¢ > 0 que

»
n? = (u— XA Idg)? opy, Wq € N*.
k=1
Pour ¢ = max{my,k=1,2,...,7}, on a (u— Ag IdE)%k =0 car F, = Ker ((u — A, Idg)™*).
Cela donne (u — A Idg)? o pr, = 0. Ainsi, on a n? = 0, donc n est nilpotent.
Enfin, d et n sont des polynémes en u, donc ils commutent.

Unicité. Soit (d’,n’) un autre couple vérifiant les conditions. Comme d’ et n’ commutent, ils commuent avec u = d’ + n’, donc ils
commuent aussi avec d et n qui sont des polynémes en u. Ainsi, d et d’ sont simultanément diagonalisables dans une méme
base, ce qui implique que d — d’ est diagonalisable.

D’autre part, n et n’ commutent et sont trigonalisables, donc ils sont trigonalisables dans une méme base B. Alors,
Matg(n’ —n) = Matg(n’) — Matg(n) est une matrice triangulaire supérieure de diagonale nulle. On en déduit que x,,/_, (X) =
Xdim(E) ot donc que n’ — n est nilpotent.

Comme on a d—d' = n’ —n, d—d’ est donc nilpotent. Le seul endomorphisme diagonalisable et nilpotent étant ’endomorphisme
nul, on obtien d — d’ =n/ —n = 0, ce qui donne 'unicité.

O

REMARQUES 56
1. Ainsi, tout endomorphisme trigonalisable u possede une décomposition de Dunford.

2. En fait, comme u laisse ses sous-espaces caractéristiques stables, on a défini d et n sur chaque sous-espace
caractéristique Fy par :

dFk. = )‘kIdFka et NE, = UFy, *dFk =Uf, — AkIdFk

On remarque alors que dp, et ngp, sont des polynome en ur,, et que ces endomorphismes commutent.
Le lemme des noyaux nous dit que les espaces Fy, sont en somme directe, avec E = @Z:l Fy., ce qui permet
de faire remonter le comportement sur chaque Fy a un comportement sur E.

3. L’écriture u = d + n donnée par la décomposition de Dunford s’utilise pour calculer u? :

P
uP = (d+n)P = Z <z>dk onP~k,

k=0

Dans lexpression ci-dessus, on peut retirer les termes de la somme pour lesquels p — k est plus grand que
lindice de nilpotence de n.

13.5 APPLICATIONS AUX EDL ET AUX SUITES RECURRENTES LINEAIRES

Applications aux équations différentielles
Soit I’équation différentielle linéaire a coefficients constants d’ordre p :
fP i fPV 4 taif vaf =0 (ED)
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13.5. APPLICATIONS AUX EDL ET AUX SUITES RECURRENTES LINEAIRES

avec (ag,...,ap—1) € CP, d’inconnue f € C*(R,C).
On appelle polynéme caractéristique de (ED) le polynome :

p—1
X(X) = X7+ o X*F
k=0

On note sa factorisation dans C[X] :
T

X(X) = [T =),

k=1

ou les A\ sont deux a deux distincts et les pp sont non-nuls.

Soit D I’endomorphisme de dérivation sur C*°(R, C). Alors, I'ensemble S des solutions de (ED) est le noyau de
I'endomorphisme x(D).

Le lemme des noyaux nous fournit alors la décomposition en somme directe :

S = PKer (D — N Idg)™).
k=1

Résoudre I'équation (ED) se raméne donc a résoudre r équations différentielles linéaires plus simples.
Soient 1 < k #r et f € C*(R,C). On démontre par récurrence sur p; > 1 la relation suivante :

(D = A Idg)P* (f(z)e") = M DPx(f) ().
On en déduit alors que :
Ker (D — A Idg)?*) = {z € R+—> P(z)e* P e Cpr—11X]}.

Ainsi, tout élément f de S s’écrit de fagon unique comme :
xR+ f(z) = ZPk(x)e/\”, Pi,...,P. € C[X], deg(Px) < pi — 1.
k=1

L’espace vectoriel des solutions S est donc de dimension p; + ...+ pr = p.
On retrouve ce dernier point comme conséquence du théoreme de Cauchy sur les équations linéaires a coefficients
constants d’ordre 1 ou 2.

EXEMPLE 57 — Résoudre sur R l’équation différentielle :
y® — 13y + 67y — 171y + 216y’ = 108y. (E)

L’équation (E) est une équa. diff. linéaire a coefficients constants, d’ordre 5.

Pour D : y — y' Uendomorphisme de dérivation sur C®(R,C), les solutions de (E) sont exactement les fonctions
dans Ker(P(D)), avec P(X) = X®—13X*+67X3—171X2+216X —108. (les fonctions y telles que P(D)(y) = 0)
On remarque que 2 est une racine de P. En calculant P, on remarque que P'(2) = 0, donc 2 est une racine
double de P.

On obtient alors en factorisant : P(X) = (X2 —4X +4)(X? — 9X?2 + 27X — 27).

On reconnait le polynéme (X — 3)3. On a donc P(X) = (X —2)3(X — 3)3.

D’apres le Lemme des noyauz, on a donc :

Ker(P(D)) = Ker((D — 21d)*) @ Ker((D — 31d)?).
D’aprés les résultats de la section, on a ainsi :
Ker(P(D)) = Vect(x +— exp(2x), z — zexp(2z), z — exp(3z), x — zexp(3z), z — x2 exp(3z)).
Une fonction y est solution de (E) si et seulement s’il existe aq,...,a5 € C tels que

y(x) = (@12 + as) exp(2x) + (azz? + agx + as) exp(3z), Vo € R.
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13.5. APPLICATIONS AUX EDL ET AUX SUITES RECURRENTES LINEAIRES

Applications aux suites récurrentes linéaires a coefficients constants

On prend K = Q, R, ou C. (ou un sous-corps de C)
On considere 1’équation récurrente linéaire a coefficients constants d’ordre p :

Vn € N, Un+p + Qp 1Unyp—1 + *+ Q1Upt1 + Uy = 0 (ER)

avec g, ..., ap—1 € K. L’inconnue est une suite u = (uy,), € K.

On appelle polynéme caractéristique de (E'R) le polynome :

p—1
(X) = XP + Z apX”.
k=0

On suppose que le polynéme x(X) est scindé sur K, de factorisation :

T

X(X) = [T(x =),

k=1

avec les racines A\, deux a deux distinctes et pp > 0.
On note T I'endomorphisme de translation sur £(KY), défini par :

T:KN — KN
(un)neN — (U7L+1)nEN-

L’ensemble S des solutions de I'équation (ER) est le noyau de I'endomorphisme x(7') sur K.
Comme une suite dans S est déterminée par ses p premiers termes, 'application

u:S — KP
(un)neN — (UOa---aup—l)

est un isomorphisme, donc dim(S) = p.
De plus, le lemme des noyaux nous fournit la décomposition en somme directe :

S = P Ker (T — A Idg)P*) .
k=1

11 faut alors déterminer, pour tout k, le noyau de ’endomorphisme (T — Ag Idgn )P*.
Ce sous-espace est de dimension py.

e Si A, =0, il s’agit du noyau de TP*. C’est évidemment ’espace vectoriel des suites (u,,) telle que u, =0
pour tout n > pi. On retrouve qu’il est de dimension py.

e Supposons A, # 0. Soit U € K[X] un polynéme. Un calcul montre que

(T = M Idg) (ARU(n) o) = (ARTV(0)), o

avec V(n) le polynéme U(n + 1) — U(n).
On montre alors par récurrence sur p, que Ker ((T'— A; Idg)P*) contient ’ensemble :

{RU () exr. U € KIX], deg(U) < ps— 1}

Cet ensemble est lui aussi un sous-espace vectoriel de dimension py, puisqu'’il est I'image de K,, —1[X] par
I’application linéaire injective

(OB ka_l[X] — Ker((T—/\kIdE)pk)
U — (\UM),en

Notons qu’on utilise ici le fait que K contienne N (c’est faux si K = Z/pZ par ex.)
Par égalité des dimensions, on obtient alors :

Ker (T — A\ Idg)P*) = {(A\{U(n))

neNvU S ka—l[X]} .
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13.5. APPLICATIONS AUX EDL ET AUX SUITES RECURRENTES LINEAIRES

En supposant que o # 0, on trouve finalement que toute solution u de (ER) est de la forme :
T
¥n € Nyup = Y AiUk(n)
k=1

pour une unique famille Uy, ..., U, € K[X] avec deg(Ux) < px — 1.
On retrouve aussi que 'espace S est de dimension p.

EXEMPLE 58 — Trouver toutes les suites (un)n @ coefficients complexes vérifiant
Upya = py3 — Spgo — Ypgy + duy, Y > 0 (E)

Pour T : (tn)n = (Unt1)n Uapplication linéaire de décalage a gauche sur (C)N, les suites u = (uy,), vérifiant (E)
sont evactement les suites telles que P(T)(u) = 0, pour P le polynome P(X) = X* —4X3 +3X2+4X —4. On
trouve que 1,—1,2 sont des racines de P. On obtient P(X) = (X — 1)(X + 1)(X — 2)%

Ainsi, on a Ker(P(T)) = Vect(1™)n, (=1)™")n, (2")n, (n2™),).

Done, une suite u vérifie (E) si et seulement s’il existe a,b,c,d € C tels que

Up =a+b(—1)" + (en + d)2", Vn > 0.
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Chapitre 14 Algebre bilinéaire
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14.1 TFORMES BILINEAIRES, FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES

Pour certains objets (ex : produit scalaire) nous nous restreindrons aux corps K = Q, R, C, voire seulement R.

DEFINITION 1
Soit E un K-espace vectoriel E. Soit f : E x E — K.
On dit que f est une forme bilinéaire , si pour tous x,y € F, les fonctions

fly) - E/' — K ot flz,): E K

—
' — f(2'y) yoo— flzy)
sont des applications linéaires.

EXEMPLES 2
1. Pour E =R?, la fonction f : (u,v) € R? x R+ za’ + yy’ € R est une forme bilinéaire.
2. Pour E = C, la fonction [ : (z,2') € C x C+ 2z’ € C est une forme bilinéaire.
3. Pour E = R[X], la fonction f: (P,Q) € E? — P(0)Q(0) € R est une forme bilinéaire.
4. Pour E = C°%[a,b],R), avec a < b, la fonction S : (f,g) € E? — f: f(t)g(t)dt € R est une forme bilinéaire.

REMARQUE 3 — Une forme bilinéaire f : E x E — K est trées différente d’une forme linéaire g : E x E — K.
Pour (z,y),(@,y) e EXE, onaglx+2,y+y) =g(x,y) +g(,y) par linéarité, tandis que
flx+2"y+y) = flz,y) + flx,y) + f(@',y) + f(2',y), par bilinéarité .
De méme, pour A € K on a g(Ax, \y) = Ag(x,y) par linéarité, tandis que
fOz, \y) = M (z, \y) = N2 f(x,y), par bilinéarité .

REMARQUE 4 — Pour f,g: E x E — K des formes bilinéaires et A € K, la fonction f+ Ag est encore une forme
bilinéaire.

En effet, pour tous x,y € E, les fonctions f(x,.) + Ag(x,.) et f(.,y) + Ag(.,y) sont des applications linéaires
(toute combinaison linéaire d’applications linéaires est une application linéaire).

Donc, l’ensemble des formes bilinéaires sur E est un K-espace vectoriel.

14.2 MATRICE D’UNE FORME BILINEAIRE

PROPOSITION-DEFINITION 5

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n.

Soient B = (e1,--- ,e,) une base de E et f : E? — K une forme bilinéaire.

Soit A = (aij)i’j < .ﬂn(K) avec a; j = f(el-,ej).

On dit que A est la matrice de la forme bilinéaire f dans la base B, notée Matp(f).
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14.2. MATRICE D’'UNE FORME BILINEAIRE

Pour z,y € E avec x = x1e1 + -+ 2xpe, € y=1y161+ -+ Ynen,ona:

a1 G412 ... Qip Y
L azi1 a2 ... Q2p Yo
) ) ) ¢
f(xay)zzzaijxiyi:(xl To - ﬂfn) . =X-A-Y.
i=1 j=1 pe
an,1 Gn,2 oo Qpp Yn
N——
A Y
Preuve —
n n n n n n
Fay) = PO wien > wje)) = > wif(eiY vyje;) = > > wiy;f(eire;) par linéarité de f(.,y) et f(ei,.)-
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1j=1
n n n n
= DD ey = Y owi | D ayy; | = X-(A-Y).
i=1j=1 i=1 j=1

DEFINITION 6
Soient F un K-espace vectoriel (abrégé e.v.) et f: F x E — K une forme bilinéaire. On dit que f est une forme
bilinéaire symétrique si 'on a f(z,y) = f(y,x) pour tous =,y € E.

EXEMPLE 7 —
o Pour E=K[X] et p: (P,Q) € E? = P(1)Q(1) € K, ¢ est une forme bilinéaire symétrique.
o Pour E=R2 p: (x,y) € E? = xz1y1 + Y292 € R est une forme bilinéaire symétrique.

o Pour E=R2 ¢: (2,y) € E? = 2190 — 22y1 €ER et ¥ : (z,y) € E? = 11y2 € R sont des formes bilinéaires
qui ne sont pas symétriques (p((1,0),(0,1)) =1 # —1 = ¢((0,1), (1,0)) ).

PRrRoOPOSITION 8

Soient F un K-e.v. de dimension finie n, et B = (eq,...,e,) une base de E. Soit f : E x E — K une forme
bilinéaire.

Alors f est une forme bilinéaire symétrique si et seulement si Matp(f) est une matrice symétrique.

Preuve —
o Les coefficients de la matrice A = Matg(f) sont les a; ; = f(es, ej), 1 <i,5 < n.
Si f est symétrique, alors on a f(e;,e;) = f(ej,¢e;), dott a;; = aji, donc A est une matrice symétrique (A = A).

e Réciproquement, supposons A est symétrique. On a f(z,y) = X - A- Y. La matrice X - A-Y est une matrice 1 x 1. Elle est
donc égale a sa transposée. D’ou :

flz,) =X - A Y=(X-A- V)= - A (X)=Y - A.- X = f(y,x).
Donc f est une forme bilinéaire symétrique.

O

@ Il ne faut pas confondre la matrice d’une forme bilinéaire ¢ : F x E — K et la matrice d'une application
linéaire f : E — E. Pour B = (ej,eq, - ,e,) de E, une méme matrice A € M,,(K) peut représenter un
endomorphisme f(X — AX) et une forme bilinéaire ¢ ((X,Y) — X AY).

Si 'on change de base de F/, ces matrices ne changent pas de la méme maniere.
PRrROPOSITION 9

Soit E un K-e.v. de dimension finie n. Soient B, B’ deux bases de E. Soient f : E — FE une application linéaire
et ¢ : B2 — K une forme bilinéaire. Soit P la matrice de passage de la base B vers B’. Alors on a :

e Matp (f) = P_lMatB(f)P;
o Matp () = PMats(p)P.

Preuve —

endomorphisme f forme bilinéaire ¢
y=f(z) &Y = Matp(f)X p(z,y) = 'XMatp(p)Y
&Y' =BX' | =tx'cy’
X =PX’
Y = PY’
D’ott B = P~ Matg(f)P. | Dot C = tPMatp(p)P.
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14.3. PRODUIT SCALAIRE

14.3 PRODUIT SCALAIRE

Passons maintenant a des espaces vectoriels réels.

DEFINITION 10
Soit £ un R-espace vectoriel. Soit S : E? — R une forme bilinéaire.
On dit que S est un produit scalaire si celle-ci vérifie :

o Vx,y € E, S(x,y) = S(y,x) (S est symétrique) ;
e Vx e E, S(x,z) >0, avec S(x,x2) =0 <= 2z =0 (S est définie positive).

Un produit scalaire (ou forme bilinéaire symétrique définie positive) est noté (x|y), ou (z,y) ou z - y.

REMARQUE 11 — En géométrie, on utilise souvent la notation v pour désitgner le produit scalaire des
vecteurs U et V.

La notion de produit scalairé nécessite que le corps K posséde des éléments "positifs”. Nous n’étudierons le produit
scalaire que pour K = R.

THEOREME 12 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soit E un R-e.v. muni d’un produit scalaire < .|. >.

1. Pour x et y dans E, on a : (x|y)? < (x|x){y|y).

2. Cette inégalité est une égalité si, et seulement si, x et y sont colinéaires (x = Ay ou y = Az, pour un A € R).

Preuve
1. e Siy =0, I'inégalité est évidente (c’est une égalité).
e Sinon, posons P(\) =< z + Aylz + Ay >= A2 <yly > +2)\ <zl|y > + < x|z > .
Alors P est une fonction polynomiale de degré 2 (puisque Yy # 0, (yly) > 0) telle que P(\) > 0, VA € R. Son
discriminant :
A=d4<aly>r—d4<zle><yly>
est donc négatif ou nul, ce qui donne 'inégalité annoncée.
2. e Si x et y sont proportionnels, il existe un scalaire A tel que y = Ax ou z = A y.

Supposons par exemple y = Ax. Alors on a : < z|y >2=< z|] Az >2= X2 < z|lz >2=<z|lzr > < yly > .
e Réciproquement, supposons que < x|y >2=< x|z > < yly >.
— Siy =0, alors z et y sont proportionnels.

— Sinon, le polynéme P est de degré 2 avec un discriminant nul. Il existe donc A € R tel que P(\) = 0.
Cela donne < z 4+ Ay|z + Ay >= 0. Par définition du produit scalaire, on en déduit que z + Ay = 0, et donc que x
est proportionnel & y.

O

EXEMPLES 13
1. Pour E=R", n > 1, la forme bilinéaire symétrique S : R™ x R™ — R définie par :

n
S((mtha cee 7xn)7 (y15y27' .. 7yn)) = Zx’b Yi
i=1

est un produit scalaire.
On lappelle le produit scalaire canonique sur R™.

2. Pour E =C%([a,b],R) et S: (f,g) € E? — fol f)g(t)dt € R. S est une forme bilinéaire symétrique ainsi
qu’un produit scalaire.

REMARQUE 14 — Pour S : E x E — R une forme bilinéaire symétrique telle que S(x,xz) > 0, S vérifie l’inégalité
de Cauchy-Schwarz.
Le cas d’égalité est par contre faux si S n’est pas un produit scalaire (si S(x,z) = 0 n’implique pas x =0).

REMARQUE 15 — Pour vérifier qu’une forme bilinéaire symétrique S est un produit scalaire, il faut regarder si
S(z,x) est toujours positif ou nul, et si S(z,x) =0z =0.

REMARQUE 16 — Soient n > 1 et A € #,(R). Alors la forme bilinéaire (X,Y) +— X AY est un produit scalaire
st et seulement si :

o A est une matrice symétrique ;

e 'XAX > 0 pour tout vecteur colonne X € R";

o 'XAX =0 si et seulement si X = 0.
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14.4. NORME EUCLIDIENNE

EXEMPLE 17 — Soit E = R". Soit A € .#,,(R) inversible. On pose B = tAA.
Alors la fonction S : (X,Y) € R™ x R" — 'XBY € R est un produit scalaire.
Cette fonction est bien une forme bilinéaire, comme vu précédemment.

La matrice B est symétrique, donc cette forme bilinéaire est symétrique.

Soit X € R"™. En posant Z = AX, on a S(X,X) ='X'AAY ='ZZ. Pour (.|.) le produit scalaire canonique sur
R"™, on a donc :
S(X, X) = (Z]7) = (AX]AX) > 0.

La forme bilin. sym. S est donc positive.

Enfin, si l'on a S(X,X) =0, alors on a (AX|AX) =0, donc AX =0. Comme la matrice A est inversible, on
obtient X = 0. Donc S est une forme bilin. sym. définie positive, c’est-a-dire un produit scalaire.

14.4 NORME EUCLIDIENNE

DEFINITION 18
Soit £/ un R-e.v. Soit N : B — R,
On dit que N est une norme sur F si cette fonction vérifie les axiomes suivants :

o N(z) =0<= 2 =0 (axiome de séparation );
o N(A-z)=I|\N(z), V(A\,z) € R x E (homogénéité );
e N(z+y) < N(x)+ N(y), V(z,y) € E? (inégalité triangulaire ).

PROPOSITION-DEFINITION 19
Soit F un R-e.v. muni d’un produit scalaire < .|. >. Alors, la fonction :

B — Ry

r — z|| =< z|lz>

est une norme sur E.

Cette norme est appelée norme euclidienne associée au produit scalaire < .|. >.
La distance associée d : (z,y) — ||z — y|| est appelée distance euclidienne .
En utilisant cette norme, I'inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit :

< aly >| <]l lyl].

EXEMPLES 20

1. Pour n > 1, soit ¢ : (z,y) € R" x R" — > | z;y; € R le produit scalaire canonique de R™. Alors la
norme euclidienne associée est :

n
S

i=1
Linégalité de Cauchy-Schwarz pour ce produit scalaire s’écrit :

" n /2 o, 1/2
o< (304) (5)
i=1 i=1 i=1

2. Dans un espace vectoriel de dimension n muni d’une base B, on peut définir un produit scalaire en posant :

n
(zly) = Z LiYis
i=1

00 T1, Ta,..., Tn (TESP. Y1, Y2,- - -, Yn) sont les composantes dans la base B du vecteur x (resp. y).

8. Pour E = (CO([a, b}), la fonction (f,g) — f; f(@) g(z) dx est un produit scalaire sur cet e.v..
L’inégalité de Cauchy-Schwarz correspondante est :

< (/abe(x) dx)m (/abg%w)dx)

1/2

/a ' fa) (e d
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14.5. ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS

4. Soit E = C°(R/27Z) l’espace vectoriel des fonctions continues et 2m-périodiques sur R. La fonction
(f.g)— 1 0277 f(x) g(z) dz est un produit scalaire sur cet e.v..

5. Pour E = R3, la forme bilinéaire symétrique S définie par :

1
S((z,y,2), (2,9, 7)) ::cx’—i—yy/—&—zz/—i-§(my’+x'y+xz’+sc'z+yz’+y'z)

est un produit scalaire. En effet, on a :

S((x,y,z),(x,y,z)) :$2+y2+22+my+xz+yz
1

=5 @+ +y+2)"+(+2)).

Donc S((:U,y, z), (z,y, z)) est positif et ne peut étre nul que six =y =z =0.

ProposITION 21

Soit £ un R-e.v. muni d’un produit scalaire. Soient =,y € E.

Alors, on a ||z +y|| = ||=]| +||y|| si et seulement si & = Ay ou y = Az pour un A € Ry (ssi z et y sont positivement
liés )

Preuve — D’apres la preuve de la Proposition-Définition 19, z et y vérifient le cas d’égalité dans I'inégalité triangulaire si et seulement
si 2(aly) = 2lalllyll.

Ainsi, z et y vérifient le cas d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz. On a donc z = Ay ou y = Az pour un X\ € R.

Comme (z|y) = ||z||||ly|| > 0, on doit avoir A > 0. 0

REMARQUE 22 — Pour E un R-e.v. et N : E — R une fonction. Si l'on peut trouwver un produit scalaire {.|.)
tel que N(z)? = (z|x), alors on aura montré que N est une norme.

THEOREME 23 (Equivalence des normes en dimension finie)

Soit E un R-e.v. de dimension finie.

Alors, toutes les normes sur E sont équivalentes.

Autrement dit, pour ||.||1, ||.||2 deux normes sur E, il existe a,b > 0 tels que :

allzlly < flzllz < bfjzfly, Vo € E.

Preuve — Idées de preuve : On choisit pour E R™, et pour ||.|[1 la norme infinie.

La sphere unité S pour ||.||1 est un compact, car c’est un fermé borné de R™.

Ona ||zl2 = [lzrer + ... + znenllz < |z1lllerllz + ... + |znlllenll2 < max;([lesll2) (3ok—q |2il) = max;(|lesll2) |-
Donc, la fonction ||.||2 est continue sur (E, ||.||1) (car max;(||e;||2)-Lipschitzienne).

Elle admet alors un maximum et un minimum sur S (fonction continue sur un compact). Notons a, b ces extrema.
Pour z € E non-nul on a ﬁ €s.

Cela donne a < Hﬁ“g < b, ce qui permet de conclure. O

14.5 ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS

DEFINITION 24
Soit E un R-e.v. muni d’un produit scalaire. On dit alors que E est un espace vectoriel euclidien .

Si (E, < .|. >) est un espace euclidien, il est donc naturellement muni de la norme euclidienne associée & son
produit scalaire.

EXEMPLE 25 — Tous les produits scalaires considérés précédemment munissent leur espace vectoriel associé
d’une structure d’espace euclidien.

REMARQUE 26 — La norme euclidienne || || d’un espace vectoriel euclidien E est définie a partir de son produit
scalaire (.|.).

Nous allons montrer que la réciproque est vraie : Si l'on connait toutes les valeurs de la norme euclidienne || - ||,
alors on peut retrouver les valeurs du produit scalaire {.|.). Pour cela, nous aurons besoin des égalités suivantes.
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PROPOSITION 27
Soit E un espace vectoriel euclidien. Soit (z,y) € E%. On a :

e Identités de polarisation :
Ll +yl* = [l=]* + Iyl +2 < aly >;
2. [Jo —y|* = ||=]|* + lyll* — 2 < 2|y >;
3. [l +yll* = llz —yl* =4 < aly >.
e Identité du parallélogramme :
2+ yl1* + [z = ylI* = 2 (11> + llyl[*) *.

Preuve —
e Ona:llz+ylP=<ztylzty>=<zlz>+<zly>+<yle>+<yly>=<zlz>+2<zly>+ <yly>.
e Appliquer I’égalité précédente & = et —y pour développer ||z + y||2.

e Les deux dernieres égalités se déduisent des précédentes par somme et différence.

O

REMARQUE 28 — Pour ||.|| une norme issue d’un produit scalaire, les identités de polarisation nous disent alors
que

2 2

(2ly) = ||z + yll ; llz —yll”
On peut donc bien déterminer les valeurs de (.|.) en fonction des valeurs de ||.||.
L’identité du parallélogramme est une identité que vérifient toutes les normes euclidiennes. Mais certaines normes
ne sont pas euclidiennes. Une facon qui permet de le montrer est de trouver x et y qui ne vérifient pas l'identité
du parallélogramme.

EXEMPLES 29

1. Sur R?%, on définit N((z,y)) = /22 + 2xy + 3y2. Pour montrer que définit une norme euclidienne sur R?,
on commence par vérifier que :

2?4 20y +3y° = (z+y)> +2°
est positif et ne peut étre nul que si (x,y) = (0,0).
1l faut alors exhiber le produit scalaire dont N provient. D’aprés la derniére identité de polarisation, il doit

étre égal a :

S((z,y), (z',y")) = N((z+a2,y+y))? ; N — 'y — y'))?

=x2' +xy +ya’ +3yy.

On remarque que la fonction S est bien une forme bilinéaire symétrique S, et que l'on a :

V(m,y) € sz S((x,y), (xay)) = N((:L’,y))2,

Ainsi, S est bien un produit scalaire, donc N est bien une norme euclidienne (et donc une norme).

2. Sur R?, on définit la norme « infinie » par :

(2, )]l oo = max(|z], [y])

Cette fonction est bien une norme (voir Analyse 4) mais ce n'est pas une norme euclidienne.
En effet, pour u=(2,1) et v=1(1,2), on a :

lutof|=3  lu=vf=1  |lul| =[] =2

et done : |ju+ v + [ju— o> =10 £ 8 =2 (Jjul* + |l |*) .

3. Pour E =R", on définit la norme « €% » par :

n
Izl =) |ail.
i=1

Cette fonction est bien une norme (voir Analyse 4), mais ce n’est pas une norme euclidienne.

1. La somme des carrés des quatre cOtés est égale a la somme des carrés des deux diagonales.
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Le produit scalaire permet par exemple de définir la notion d’angle entre deux vecteurs :

COROLLAIRE 30 (Lien entre produit scalaire et angles en géométrie)
Soit E un e.v. euclidien. Soient =,y € E non-nuls. Alors :

310 € [0, 7], tel que (zly) = ||z|| - ||y - cos 6.

Preuve — D’apreés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a |{z|y)| < ||z|| - ||y||. Si les vecteurs z et y ne sont pas nuls, on en déduit que

[(zly)] <1.Dou -1 < 7@@) (ely) = cos 6. g

—_ < < +1, donc 30 € [0, 7], tel que ————
izl - 1yl =l - lyll =l - lyll
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15.1 BASES ORTHONORMEES

Nous travaillerons jusqu’a la fin de ce chapitre sur un R-e.v. euclidien E désigne un espace vectoriel euclidien,
muni de sa norme euclidienne ||-|| et de la distance d associée.

Familles orthonormées

DEFINITION 1
Soit E un R-e.v. euclidien. Soit = € F.
On dit que z est unitaire , ou normé , si ||z| = 1.

EXEMPLES 2
2 . _ (1 =1 o
1. DansR?, z = (ﬁ’ \—5) est unitaire.
2. Dans R™ muni du produit scalaire canonique, les vecteurs de la base canonique sont unitaires.

3. Pour E = C%R/27Z) l’e.v. des fonctions continues et 2m-périodiques sur R, muni du produit scalaire :
2w

(F.0)— = [ f@) g(a) de,

T Jo
les fonctions sin et cos sont unitaires.
DEFINITION 3

Soit E un R-e.v. euclidien. Soient x,y € F.
On dit que z et y sont orthogonaux sil’on a < x|y >= 0. On note alors z_Ly.

REMARQUE 4 — Comme {(.|.) est symétrique, on a < xly >= 0 si et seulement si < y|lz >= 0. Donc la relation
précédente est symétrique.
EXEMPLES 5
2 1 -1 11
1. Dans R=, on a x(%, E)L(ﬁ, ﬁ)
2. Pour R™ muni du produit scalaire canonique, les vecteurs ey, ..., e, de la base canonique sont orthogonauz
deuz a deux.

3. Pour E = C°(R/27Z) l’e.v. des fonctions continues et 2m-périodiques sur R, muni du produit scalaire :
1 27
(f9)— = [ F@)gla)dr,
0

les fonctions sin et cos sont orthogonales.

DEFINITION 6
Soit E un R-e.v. euclidien. Soit A une partie de E.
On définit Porthogonal de A, noté AL, par :

At ={zcEtelsquez Ly Vyc A}.
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ProposiTiON 7
Soient E un R-e.v. euclidien, et A une partie de E.
Alors A' est un sous-espace vectoriel de E.

Preuve — Soit A une partie de E.
e A~ contient le vecteur nul puisque celui-ci est orthogonal & tout élément de A.
e Soient z,y € A+ et A € R. Pour tout y € A, on a :
(tle + Ay) = (t|lz) + A(tly) = 0.

Ainsi, £ + My € A+, donc AL est un sous-espace vectoriel de E.

O
EXEMPLES 8
1. On a {0}t = E.
2. On a E+ ={0}. En effet :
o Bt est un sous-e.v. de E, donc il contient 0.
e Pour z € E+, alors on a xLx, donc ||z||> =< z|z >= 0. Cela donne z = 0, donc E+ = {0}.
3. Soient A, B des sous-parties de E. Si A C B, alors B+ C A*. <
4. Soit a € E non-nul. Alors le sous-e.v. {a}* est exactement le noyau de la forme linéaire non nulle
bq @ < alr >. Ainsi, {a} est un hyperplan de E. <

DEFINITION 9
Soit E un R-e.v. euclidien. Soient F,G deux sous-e.v. de E.
On dit que F et G sont orthogonaux sil'on a zly, V(z,y) € F x G.

EXEMPLES 10

1. Pour F un sous-e.v. de E, les sous-e.v. F' et F- sont orthogonauz, puisque par définition les éléments
de F- sont orthogonaux a tous les éléments de F.

2. Les sous-espace vectoriels F' et G sont orthogonauz si, et seulement si, F C G*. <

THEOREME 11 (Théoréme de Pythagore )
Soient E un R-e.v. euclidien et z,y € E.
Alors et i sont orthogonaux si et seulement si ||z + y||> = ||z||* + |jy||*.

Preuve — Conséquence de la Proposition 27 et de la définition de I'orthogonalité. O

DEFINITION 12

Soit F un R-e.v. euclidien. Soit (e;);es une famille de vecteurs de E.

On dit que la famille (e;);cs est une famille orthogonale si tous ses vecteurs sont deux & deux orthogonaux.
On dit que la famille (e;);cs est une famille orthonormée (ou orthonormale) si tous ses vecteurs sont unitaires
et deux & deux orthogonaux.

EXEMPLES 13
1. Dans R? muni du produit scalaire canonique, la famille ((%, \7—%), (%, %)) est orthonormée.
2. Dans R™ muni de son produit scalaire canonique, la base canonique (€1, ..., e,) est une famille orthonormée.
3. Pour E = C%(R/27Z) l’e.v. des fonctions continues et 2m-périodiques sur R, muni du produit scalaire : <

2m

(r9)— = [ 1@,

1
la famille {x — —, x — cos(z), x> cos(2z), x> cos(nz),Vn € N*

ﬂv

x+— sin(z), x+—sin(2z), x> sin(nz),Vn € N*} est orthonormée.

ProrosiTiON 14
Soit E un R-e.v. euclidien. Soit (z1,x2,...,Z,) une famille de vecteurs de F.
Si cette famille est orthogonale, alors on a :

2 n
2
= llall®.
i=1

n
> i
i=1
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Preuve — Par bilinéarité du produit scalaire, on a :
n n n
<D ow D wi>= Y <mlwy >=) ) <milw >
i=1  i=1 1<i,j<n i=1
puisque < z;|z; >= 0 si i # j. O
PROPOSITION 15

Soit F un R-e.v. euclidien. Soit (e, ea,...,e,) une famille de vecteurs de E.
Si cette famille est orthonormée, alors on a :

n

1. Pour z = Z)\i e; € Vect(er,...,e,),ona A =<e;j|lz >, V1 <i<n.
i=1

2. La famille (e, eq,...,e,) est libre.

Preuve

1. Par linéarité a droite du produit scalaire, on a :

n
< ei|x >= Z)\j < €i|6]’ >= A\;.
j=1

n
2. Soit (A\;)1<ig<n € R™ tel que Z A er = 0. Alors on :
k=1

n n
0= <eil0>=<e|Y Aper >=>_ A <eilex >= X, Vi € [1,n].

i=k i=k
Donc cette famille est bien libre.
|
Bases orthonormées
DEFINITION 16
Soit F un R-e.v. euclidien de dimension finie n. Soit B = (e1, e, ..., e,) une base de E.
On dit que la base B est une base orthonormée de E (ou b.o.n.) si la famille (eq, eq, ..., e,) est orthonormée.
2 : : : : - 1 =1 11
EXEMPLE 17 — Dans R* muni du produit scalaire canonique, la famille ((ﬁ’ \ﬁ)’ (ﬁ’ 7)) est une base
orthonormée.
Dans R™ muni du produit scalaire canonique, la base canonique (eq, ..., e,) est une base orthonormée.
ProposiTION 18
Soit E un R-e.v. euclidien de dimension finie n.
Alors E possede au moins une base orthonormée.
Preuve — Récurrence sur n la dimension de E. O
Prorosition 19
Soient £ un R-e.v. euclidien de dimension n, et B = (e, €, ..., e,) une base orthonormée de E. Soient x,y € E.
On a:
n
1. $:Z<$|61> €;.
i=1
2. Pourz =" | zie;ety=> "  y;e;,ona
n n
2 2
<zly >= inyi et |[lz|]” = Z%-
i=1 i=1
n
Preuve — L’égalité x = Z < zle; > e; est une conséquence de la Proposition 15.
i=1
Pour =37 xje; et y =Y 1 y; e, la bilinéarité du produit scalaire donne :
n n n n n
@ly) = O wiel D _yje) =D > miyileiles) = Y wiyi
i=1 j=1 i=17=1 i=1
On en déduit alors que ||z = (z|z) = "7, 2 O
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COROLLAIRE 20

Soit F un R-e.v. euclidien de dimension n, et B = (e1, e, ..., e,) une base orthonormée de E. Alors, on a :
e La fonction f:x =x1e1+ ...+ xpe, € E— (21,...,2,) € R” isomorphisme d’espaces vectoriels de E
sur R”.
e Si 'on munit R™ de sa structure euclidienne canonique, cet isomorphisme f conserve la norme et le produit
scalaire.
e Pour z,y € E de coordonnées (x1,x2,...,2,) et (y1,Y2,...,Yn), ON & :
n 1/2

d(w,y) = lle =yl = | D (@i — )

i=1

Ainsi, un e.v. euclidien de dimension n s’étudie et se manipule de la méme fagon que (R™, (.|.)).

15.1.1 Procédé d’orthonormalisation de Schmidt

THEOREME 21
Soit F un R-e.v. euclidien de dimension n. Soit B = (e1, e, ..., e,) une base de E.
Alors il existe une base orthonormée (f1, fa,..., fn) de E telle que :

Vect(er, ea,...,ep) = Vect(f1, fo,..., fp), VP € [1,n].

On peut construire cette base a 'aide d’un algorithme.

Preuve — Nous allons démontrer cela par récurrence sur p. Cette démonstration donne en fait un algorithme efficace qui permet de %
construire cette base. On 'appelle le procédé d’orthonormalisation de Schmidt .

e Le vecteur f1 doit étre un vecteur unitaire et colinéaire a e1. On prend alors f1 = TerTl”

e Soit 1 < p < n. Supposons avoir une famille (f1,f2,...,fp) orthonormée telle que :
Vect(e1, ez, ..., ex) = Vect(f1, f2,..., fr), Yk € [1,p].
Comme on a Vect(ey, ez,...,ep) = Vect(f1, f2,..., fp), tout vecteur de Vect(ey, e2, ..., ep41) peut s’écrire comme combinaison
linéaire de f1, fo,..., fp,ep+1-

On cherche donc g, +1 orthogonal & f1,f2,...,fp, de la forme :

p
gp1=epi1— D Aifir

i=1
L’orthogonalité avec f1, ..., fp donne :
0 =< filgp+1 >=< filep+1 > =X, V1 <i<p
En prenant \; =< filep+1 >, le vecteur gp41 est donc orthogonal & fi,...,fp. Le vecteur gp+1 est aussi non nul puisque :

ep+1 ¢ Vect(e1,ez2,...,ep) = Vect(f1, f2,..., fp)-
On pose alors f,1+1 = HZP%H'
P

La famille (f1, f2,..., fp+1) est alors une famille orthonormée, donc libre, dans Vect(ei, e2, ..., ep4+1). Comme elle possede
p 4 1 vecteurs, c’est donc une base de ce sous-e.v. :

Vect(f1, f2,- .-, fp+1) = Vect(e1,e2,...,ept1).

EXEMPLE 22 — On prend E = R3, muni du produit scalaire (voir Evemple 5) :
1
<(z,y,2)|(x,y,2) >=x2' +yy' + 22 + 5(.%‘:[// +2y+axd +2 2 +yd +y 2)

dont la norme associée est :

(@, 2)[| = Va2 +y> + 22 +ay+az+yz

A partir de la base canonique (eq, e, e3), construisons une base orthonormée (fi, f2, f3) de R® avec le procédé de
Schmidt.

e Le vecteur e; = (1,0,0) est unitaire, donc on peut prendre f1 = e;.
e Cherchons go orthogonal a f1 de la forme : go = e3 — A f1.
1
On a < fi|ge >=< filea > =\, donc il suffit de prendre A =< fi|ea >= 7 Cela donne :

1 1
g2 = <_27130> et fQ_E(_17230)'
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e Cherchons gz orthogonal a f1 et fo de la forme : g3 = ez — X f1 — u fo. Il suffit de prendre :

1
A=< f1‘63 >= - et p=< f2|€3 >=

b
23

2
Cela donne :
LI a0 =Lt -uy)
= S € = —F—=\—4L 1 .
g3 373 3 /6

REMARQUE 23 — Soit E un R-e.v. euclidien de dimension n, B = (e1,ea, -+ ,e,) une base de E,et C =
(f1, f2y -+, fn) une base orthonormée obtenue avec le procédé de Schmidt.
Soit P La matrice de passage de B vers C. Alors la matrice P est triangulaire supérieure et ses éléments diagonauz
sont non-nuls (f; est une combinaison linéaire de ey, ..., e;).

15.1.2 Supplémentaire orthogonal

PROPOSITION-DEFINITION 24
Soit F un R-e.v. euclidien de dimension n. Soit F' un sous-e.v. de E. Alors, on a :

1. F et F'* sont supplémentaires dans F ;
2. dim (F*) 4 dim (F) = dim (E) ;
3. (FhHt=F.

1L
Le sous-ev F'* est appelé le supplémentaire orthogonal de F. On écrit alors E = F @ F*, pour signifier que la
somme directe entre F' et F'* est orthogonale.

Preuve —
1. e Ona FNFL = {0} puisqu’un vecteur = dans F et F est orthogonal & lui-méme, ce qui implique que = = 0.
e D’apres le théoréme de Scmbhidt, il existe B = (e1,e2,...,ep) une base orthonormée de F. Soit z € E. On pose
Y= Xp: < e;lx > e;. On a donc :
i=1

7

< eily >=< eilx >, Vi € [1,p].

En posant z = x — y, le vecteur z est ainsi orthogonal & e, ..., ep, donc & Vect(er,...,ep) = F. Ainsi,on a z =y + z,
avec y € F et z € F+. Donc F et F1 sont supplémentaires dans E (le vecteur y est appelé projeté orthogonal de x sur
F).

2. Conséquence du fait que F et F- sont supplémentaires.

3. Comme tout élément de F' est orthogonal & tout élément de F- on a F C (F1)L. Comme on a :

dim ((FJ')J-) =n—dim (FJ') = dim (F),

on en déduit que F = (FL+)L.

O
PROPOSITION 25
Soit F un R-e.v. euclidien de dimension n.
Alors, toute famille orthonormée de E peut étre complétée en une base orthonormée de E.
Preuve — Soit (e1,e2,...,¢ep) une famille orthonormée de E. On pose F = Vect(ey,...,ep). Alors F+ est le supplémentaire
orthogonal de F dans E. D’aprés le procédé de Schmidt, F- posséde une base orthonormée. Notons-la (ep+1,---,en). On obtient
alors que (e1,ea,...,ey) est une famille orthonormée de E & n = dim(FE) vecteurs, donc c’est une b.o.n. de E. O

REMARQUES 26

L
e Comme nous l’avons vu dans la démonstration précédente, si E = F @& G, la réunion d’une base orthonormée
de F et d’une base orthonormée de G est une base orthonormée de E.

e Réciproquement, si B = (e1,ea,...,e,) est une base orthonormée de E et si p < n, alors les sous-espaces
vectoriels :
F =Vect{e1,...,e,} et G =Vect{ept1,...,en}

sont deux sous-espaces vectoriels orthogonauz et supplémentaires dans E.
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15.1.3 Equations d’un hyperplan

DEFINITION 27
Soit F un R-e.v. euclidien. Soient H un hyperplan de E et u € E. On dit que le vecteur u est un vecteur normal
I’hyperplan H si u est non-nul et si u est orthogonal & H.

ProposiTION 28
Soit E un R-e.v. euclidien de dimension n. Soient B = (eq, ..., e,) une b.om de E, H un hyperplan de E et a € E
non-nul, avec a = ajey + ...+ apey,.
Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) H = Ker (¢0):
(i) H={z=mze1+...zne,, telsque > . a;z; =0.}

(iii) a est un vecteur normal & H.

THEOREME 29 (Théoréme de représentation de Riesz)

Soit E un R-e.v. euclidien de dimension n. Soit f : E — R une forme linéaire sur F.
Alors il existe un unique a € E tel que f = ¢, : & — (z,a).

Pour B une b.o.n. de E et (a1, ...,a,) les coordonnées de a dans la base B, on a :

f(z) =(z,a) = Zaixi.

Preuve
Unicité. Si a,b € E sont tels que ¢4 = ¢y, alors on a :
Ve € E, <alz >=< blz > cest-a-dire Vz € E, < a —blz >=0.
Le vecteur a — b est donc orthogonal a tous les éléments de F, et par conséquent il est nul.
Existence.

e Si f =0, alors le vecteur nul convient.

e Sinon, le noyau de f est un hyperplan H. Comme dim(H) = n — 1, Porthogonal H+ de H est de dimension 1. Pour
a € H+ non-nul, on a alors H = Ker (¢4). Ces deux formes linéaires non nulles ont le méme noyau. Elles sont donc
proportionnelles : il existe A € R tel que f = A g = d) q-

O

REMARQUE 30 — On peut aussi démontrer cette proposition en utilisant le théoréme du rang. La fonction
fia€ Er ¢, € L(E,R) est une application linéaire de E dans L(E,R), Uespace vectoriel des formes linéaires
sur E.

e Son noyau est réduit a 0, car si ¢, = 0, alors tous les vecteurs de E sont orthogonaux au vecteur a et
donc a = 0. Donc f est injective.

e Comme dim (E) = n = dim (L(E,R)), f est donc isomorphisme. Ainsi, toute forme linéaire s’écrit de
facon unique sous la forme ¢, .

15.2 PROJECTIONS ORTHOGONALES

Projections vectorielles

DEFINITION 31

Soit E un R-e.v. euclidien de dimension finie. Soit F' un sous-e.v. de E. Soit P la projection sur F' parallelement
a Ft.

La projection P est appelée projection orthogonale sur F. On la note P = pp.

ProrosiTiON 32
Soient E un R-e.v. euclidien de dimension finie, et F' un sous-e.v. de E. Soit B = (e, es,...,¢ep) une base
orthonormée de F'. Alors, pour tout « € E, on a :

P
pr(z) = Z < xle; > e
i=1
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Preuve — On a = = pr(z) + (z — pr(x)). Comme z — pp(z) € F- on a (x — pr(z)|e;) = 0, c’est-a-dire < z|e; >=< pp(x)|e; >.
Comme pr(z) € F, on obtient le résultat. O

REMARQUE 33 — Ainsi, il suffit d’avoir une base orthonormée du sous-espace F, par exemple avec l’algorithme
de Gram-Schmidt, pour pouwvoir calculer tres facilement la projection orthogonale sur F.

15.2.1 Distance a un sous-espace

DEFINITION 34
Soit E un R-e.v. normé. Soient A une partie non-vide de F, et x € E. On définit la distance de x a A comme :

d(z, A) = inf d(z,y) = inf [lz —y].

L’existence de cette quantité d(x, A) vient du fait que {d(x, y), y € A} est une partie non vide de R..

PrRoOPOSITION 35

Soit £/ un R-e.v. euclidien de dimension finie. Soient F' un sous-ev de E et x € E.

Alors, la distance de x & F vérifie d(z, F) = ||z — pr(z)]], ou pr(z) est le projeté orthogonal de x sur F.
De plus, pr(z) et I'unique vecteur y € F tel que d(z, F) = ||z — y||.

Preuve — Soit y € F. D’apres le théoréeme de Pythagore, on a :
d(z,y)* = e — y|? = (@ — pr()) + (pr(2) = Y)|I* = & = pr @) + llpr(2) = ylI* > llz — pr(2)|® = d(z, pr(2))*.
On a donc d(z, F) > d(y, pr(z)). Et comme pp(y) € F, on obtient d(z, F) = d(z, pr(z)).

De plus, on a d(z,y) = d(z, F) = d(z,pr(x)) si et seulement si ||pr(z) — y||?> = 0, ce qui est équivalent & y = pp(z). O

REMARQUE 36 —
e Pour chercher a minimiser ||z — y|| avec y € F, on peut chercher & minimiser ||z — y||?, comme on le fait dans
la preuve de la proposition.

Comme ||.|| est une norme euclidienne, on a ||x —y||?> = (x —y,x —y), et on peut utiliser les propriétés du produit
scalaire dans les calculs.
e Si(e1,...,e.) est une base orthonormée de F, on a pp(z) = > ,_, (2, ex)ex.

Ainsi, on a
.

d(z, F)* = |lz = pr(@)|? = o =Y _(z, ex)exl|”.
k=1

Si on compléte la famille orthonormée (ey,...,e.) en une base orthonormée (e1,...,e,) de E, on a alors

=Y (z,e)e;.

Cela donne donc .

d(z,F)? = ||z - Z(%%)%HQ = Z (z,e)ei? = Z (z, ).

k=1 i=r+1 i=r+1

Avec une base orthonormée de F' complétée en une base orthonormée de E, on obtient une expression trés simple
de la distance d’un vecteur x a F'.
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Chapitre 16 Dénombrement, sommabilité
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16.1 L’ENSEMBLE P((2)

On revoit rapidement dans ce chapitre les éléments de théorie des ensembles et de dénombrement qui sont
nécessaires en probabilités.
On suppose dans toute la suite que {2 est un ensemble.

Un sous-ensemble ou une partie de {2 est un ensemble dont tous les éléments sont dans 2.

Axiome Soit Q un ensemble et P une propriété sur les éléments de Q. Alors la collection des éléments de Q qui
vérifient la propriété P forme un ensemble. On note cet ensemble :

{zreQtq P(x)} ou {z€Q|P(x)} ou {xe€Q, Plx)}.
REMARQUE 1 — Si A C Q, on définit A (ou A), le complémentaire de A dans Q comme
A={weQw¢gA}.

Ou encore, pour w € 2, le singleton {w} estw ={a € Q| a =w}.

Axiome La collection des parties d’un ensemble §) est encore un ensemble noté P(2) :

AeP(Q) < ACQ.

P(£2) est 'ensemble de toutes les parties de €.
EXEMPLE 2 —

1. SiQ =10, alors P(() = {0} et donc a un élément. Et P({0}) = ¢
On peut voir les ensembles comme des boites.
L’ensemble vide est une boite vide. Et {0} est une boite qui contient une boite vide.

2. 51 Q={1,2,3}, alors
P(Q) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.
REMARQUE 3 — Pour tout ensemble Q, on a toujours § € P(Q) et Q € P(Q).

DEFINITION 4
Soit I un ensemble et (;);c; une famille d’ensembles.

Le produit cartésien de la famille (£2;);cs est 'ensemble ] ; des familles (w;);er, avec w; € £;.
i€l

EXEMPLE 5 — Par exzemple, (vy)nen est un élément de QN.
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16.1. L’ENSEMBLE P(Q)

REMARQUE 6 — Sur P(E) on définit le complémentaire d’une partie, ainsi que l'union et l'intersection d’une
famille quelconque de parties. On a par exemple

Q= U{w}

weN

On peut montrer que les unions et les intersections sont associatives et commutatives pour une famille (A;) de
parties de €.

La distributivité entre l'union et l’intersection est valable pour des familles quelconques de parties. En particulier,

An (UAZ) = JANA4;) et AU <ﬂAi> =[(Au4,).

i€l iel el iel

iel

On a aussi

Ul N4 <N (U Am)-

iel \jeJ jeJ \iel

En effet, si v € U ﬂ A; ;i |, alors il existe ig € I tel queVj € J, x € Ay, ;.

iel \jeJ
DoncVjeJ onaxe U A; ; (Vindice ig convient).
iel

Finalement, on a prouvé x € ﬂjEJ (Uiel Ai,j), ce qui termine la preuve.
En général il n’y a pas égalité.

EXEMPLE 7 — Soit A, j =[j+i—1,i+j[. Ona

UlN4 | =UlNG+i-1i+il] =0

i€Z \jeN i€Z \jeN

N (UAM) =N <U[j+i1,i+j[) ~R

jEN \icz jeN \iez

Nous allons définir sur un ensemble particulier (un espace probabilisé) des fonctions particulieres (les variables
aléatoires). Avant de définir ces objets, les fonctions indicatrices en sont un exemple fondamental. Les fonctions
indicatrices permettent de définir des opérations ensemblistes (union, intersection,...) en terme algébriques
(produit, somme...).

DEFINITION 8 (Fonction indicatrice)
Soit A C . On appelle fonction indicatrice de A, notée 1 4 (ou x4), la fonction 1 4 : @ — R définie par

lsize A
La(z) =
0 sinon.

ProposiTION 9
Soient A, B € P(2). On a
1. AC B sietseulement sily <1p.
2. 15=1-14.
3. Tanp = 1a.15.
4. Taup=1la+1p—14.1p

EXEMPLE 10 —
1. Ecrire les fonctions indicatrices de A\ B et de AAB en fonction de celles de A et B.

2. Soit une famille (Ai) ;e ,p de parties non vides de Q. On a :

1na=1]] ]1Aiet]1[[t_lJ A =1-JJ0-14)

i€[1,n] ieﬂlvn]] S 1 iel

159



16.2. CARDINAL D’UN ENSEMBLE

PROPOSITION 11

Soit n € N*. Une famille (A4;) I de parties non vides de §2 est une partition de €2 si et seulement si

lo=) 1a,.
i=1

i€[l,n

Preuve — On a les équivalences
1. Soit i # j. Alors x € A; N A;j ssi
> (@) =2
iel
2. De plus, = € Uiej A; ssi il existe ¢ € J tel que x € A; ssi Z]lAi(x) > 1.
icl

Ceci montre que €2 est I'union disjointe de la famille (Ai)z‘el ssi g = Z Ta,.

i€l
O
COROLLAIRE 12
Une famille (A4;);c[1,,) de parties non vides de €2 est une partition de € si et seulement si
VAEPQ), 1a=> lana
iel

16.2 CARDINAL D’UN ENSEMBLE
DEFINITION 13
On dit que deux ensembles © et 2’ ont méme cardinal, et on note |[©2] = |, 'l existe une bijection de € dans
Q.
Si §2 est en bijection avec {1,...,n}, on dit que € est un ensemble fini de cardinal n et ’on note |Q2] = n ou
card (2) = n.
Par convention, card (#) = 0.
Un ensemble de cardinal infini est un ensemble qui n’est pas de cardinal fini. On écrira || = oco.
REMARQUE 14 — Cela nous donne une premiére technique majeure pour calculer le cardinal Q d’un ensemble.
On définit une bijection g entre Q et un ensemble Q' dont on connait le cardinal.
EXEMPLE 15 — On cherche le cardinal de Q ’ensemble des suites de 4 chiffres (ug,u1,us,us) & valeurs dans

[0,9] telles que uy —up =2, ug —u; =1 et ug — ug = 3.
On définit application
0:[0,3] = Q, k— (k,k+2,k+3,k+6).

On a bien p(k) € Q. ¢ est injective car p(k) = (k') implique sur le premier terme k = k'. Et ¢ est surjective
car si (ug, uy,ug, uz) € Q, alors uz = ug + 6 <9 implique ug < 3 et p(ug) = (ug, u1, ug, us).
On en déduit que || = 4.

ProprOSITION 16

Soit €2 un ensemble fini de cardinal n.

Si F' C Q, alors F est fini et card (F') < Card ().

De plus, Card (Q) = Card (F) si et seulement si F' = ().

Preuve — Si Q est de cardinal n, on pose Q = {w1, -+ ,wn}. On construit par récurrence une suite (fy)
1. Si F #0, alors fo = Winf{k |wyeF}
2. Si frp_1 est construit et si F'\ {fo, -, fk—1} # 0, alors fr = Wint{k fwy € F\{for fa_1}}
3. Si fi_1 est construit et si F'\ {fo, -, fk—1} =0, alors FF = {fo, -+, fk—1} et |F| = k. Et on s’arréte.

Tous les éléments de 2 sont parcourus ssi n = k et F' = Q. O

REMARQUE 17 — On en déduit alors que N n’est pas un ensemble fini. Par exemple, N est en bijection avec
les nombres pairs en prenant k +— 2k, donc N a le méme cardinal qu’un sous-ensemble strict, ce qui n’est pas
possible pour un ensemble fini.

DEFINITION 18
On dit qu'un ensemble () est
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16.2. CARDINAL D’UN ENSEMBLE

- dénombrable s’il existe une bijection de €2 dans N.

- au plus dénombrable si €2 est fini ou dénombrable.

PROPOSITION 19
Soient € et ' deux ensembles.

1. S’il existe une surjection de © dans €, alors on a || > ||

2. Sl existe une injection de 2 dans ', alors on a || < |Q].

PRroPOSITION 20
Soit 2 un ensemble. Il n’existe pas d’injection de P(2) dans .

Preuve — On raisonne par ’absurde : supposons qu’il existe une injection f: P(Q2) — Q, A — f(A).
Alors A ={A € P(Q) | f(A) & A} est un sous-ensemble de P(Q2) et B = f(A) est un sous-ensemble de 2, c’est-a-dire un élément de
P(2). On peut donc calculer I'image de B par f. On a deux possibilités

1. Soit f(B) € B, donc B € A. On en déduit f(B) € f(A) = B, ce qui est contradictoire.
2. Soit f(B) € B, donc B ¢ A. De plus, comme f(A) = B, il existe C € A tel que f(B) = f(C), mais cela contredit I'injectivité
de f.
On en déduit qu’il n’existe pas d’injection de P(E) dans E. O

REMARQUE 21 — La proposition ici est pour Q de cardinal quelconque. On peut donc l'appliquer a N : il n’existe
pas de bijection de N dans P(N).

Tous les ensembles de cardinal infini ne sont donc pas nécessairement dénombrables.

Nous allons souvent étudier les probabilités sur des ensembles ) dénombrables et nous devrons étudier P(Q), qui
n’est plus dénombrable.

Par contre les opérations d’unions, produits d’ensembles dénombrables restent dénombrables, comme nous le
rappelons ci-dessous.

ProrosIiTION 22
Soit € un ensemble et A une partie finie de 2. Alors

card A = Z T4(x)

e

PROPOSITION 23
Si A et B sont deux sous-ensembles finis de €2, alors AU B est fini et

card (AU B) = Card (A) + Card (B) — Card (AN B).

COROLLAIRE 24
Soit © un ensemble fini et (4;);c; une partition de Q. Alors on a

Q=" 144,

iel

Preuve — Les A; sont deux & deux distincts non vides, donc |I| < || : pour tout 4, on choisit un élément a; € A; et application
i — a; est une injection.
Puis on procede par récurrence sur |I|, ’étape |I| = 1 implique A; = Q et ’hérédité résulte immédiatement de la proposition

précédente. O

REMARQUE 25 —
e (Cela nous donne une autre méthode fondamentale pour calculer le cardinal d’un ensemble 2.
On cherche une partition de (A;);cr de Q telle que tous les A; sont de cardinal connu. La proposition ci-dessus
permet ainsi de calculer le cardinal de 2.
En particulier, pour f: Q — Q' une fonction surjective, alors (f_l(w’))w,eﬂ, est une partition de ).
Ainsi, si ) est un ensemble fini, on a || = Z |f~H(w)].
w'eQ
PROPOSITION 26
Soient et ' deux ensembles finis. Alors 2 x Q' est fini et

card (Q x ') = Card (2)Card ().
Preuve — 11 suffit d’écrire Q x Q' comme I'union disjointe Uycq/Q x {y}. O
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16.3. ENSEMBLES DENOMBRABLES

ProposiTION 27
Soient Q et ' deux ensembles finis de cardinaux n et p.
Alors ensemble des applications de  dans €, %, est un ensemble fini de cardinal p”.

Preuve — L’application qui & f : Q — Q’ associe le n-uplet (f(z1),..., f(xn)) est une bijection. Or Q'™ est de cardinal p™ d’apres la
proposition 26, d’ou le résultat. O

PROPOSITION 28

Soit €2 un ensemble fini de cardinal n.
Alors P(9) est fini, de cardinal 2™.

Preuve — L’application 3 : P(Q) — {0,1}}, A+ 1 4 est bijective. |

16.3 ENSEMBLES DENOMBRABLES

REMARQUE 29 — Soit Q un ensemble dénombrable et ¢ : N — Q) une bijection.
On pose p(n) = wy,. Alors, les éléments de Q0 peuvent étre indexés par N : Q = {w,}
On dit que ¢ est une énumération de (2.

neN"

ProrosiTION 30
Soit 2 un ensemble dénombrable.
Alors toute partie A de 2 est finie ou dénombrable.

COROLLAIRE 31
Toute partie de N est soit de cardinal fini, soit dénombrable.

PROPOSITION 32
Soient Q et € deux ensembles dénombrables. Alors on a

1. QU Q' est dénombrable.
2. Q x Q' est dénombrable.

Preuve — On écrit Q = (wn)nen-
1. Onpose Q" =Q'\Qet QUQ =QUQ".

Si || = p, on numérote les éléments de ' par w(, ..., W/

»—1 et ainsi ¢ : N — QU Q’ définie par
wy si ke [0,p—1]
(k) =
wp—psik>p
est bijective.
Si Q" est dénombrable, on écrit Q' = (w!!),en et Papplication ¢ : N — QU Q' définie par

wy /2 si k pair
p(k) =

"JEIk—l)/Z sinon
est bijective.

2. Sip: Q> Nety:Q =N, alors p x 1 : Q x Q' — N x N est bijective.
L’application f: N x N — N définie come suit est bijective :

Iy N2 - N
L (pa) — 2P(2¢+1)-1
L’application ¢ est bijective : d’apres la décomposition en facteur premier, tout nombre n € N* se décompose de maniere

m—1
unique 2Pm avec m impair et donc q = — Donc il existe un unique couple (p, q) tel que p(p,q) =n — 1.

O

REMARQUE 33 —

e La premiére partie de la preuve du 1) correspond a Uhistoire suivante (hotel de Hilbert) : Un hotel posséde une
infinité dénombrable de chambres, et il est complet. Un car arrive avec 60 passagers.

La personne de la réception répond qu’il pas de probléme. On décale tout le monde de soizante chambres, et les
60 premieres seront libres.

e La seconde partie de la preuve correspond au cas ot chacun client se décale de sorte que seules les chambres
paires soient occupées, ce qui laisse donc un nombre infini de chambres libres.
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16.4. COEFFICIENTS BINOMIAUX, NOMBRES D’ARRANGEMENTS

PROPOSITION 34

Soit ©Q un ensemble. Pour tout n > 0 soit A,, une partie de  dénombrable.
Alors, Uy >0A, est dénombrable.

Une union dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable.

REMARQUE 35 — On déduit des résultats de ce chapitre que Z, Q sont dénombrables.
Ce nest pas le cas de {0,1}N (en bijection avec P(N)), de R, de C, ni des intervalles [a,b] avec a < b.

EXEMPLE 36 —

1. Soit f : I — R wune fonction monotone (croissante ou décroissante). Alors l’ensemble des points de
discontinuité de f est au plus dénombrable.
En effet, on suppose que f est croissante. Alors f est discontinue en a ssi|lim f, liI_El f[ est un intervalle non-
a— a

vide. Un intervalle non-vide de R contient un rationnel. Comme f est croissante, les points de discontinuité
a sont donc en bijection avec une partie Q. D’ou le résultat.

2. L’ensemble des racines des polynomes a coefficients entiers est dénombrable.
L’ensemble Z,[X] des polynémes a coefficients entiers de degré < n est en bijection avec Z", qui est
dénombrable (produit fini d’ensembles dénombrables).
Chague polynome de Z,[X] a au plus n racines, donc l'ensemble des racines des polynomes de Z,[X] est
dénombrable (réunion finie d’ensembles dénombrables).
Et on a Z[X] = Up>0Zy[X] (réunion dénombrable). Donc 'ensemble des racines des polynémes de Z[X|
est une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables, ce qui est dénombrable.
Un nombre réel qui n’est pas racine d’un polynome a coefficients entiers est appelé un nombre transcendant.
Ainsi, la majorité des nombres réels sont transcendants, méme on en connait tres peu dans les faits.

16.4 COEFFICIENTS BINOMIAUX, NOMBRES D’ARRANGEMENTS

DEFINITION 37
Soit 2 un ensemble de cardinal n. Soit p > 0.
On appelle p-combinaison de 2 toute partie de Q2 de cardinal p.

REMARQUE 38 — On peut montrer que le nombre de p-combinaisons d’un ensemble de cardinal n ne dépend que
de p et de n.

DEFINITION 39

Soient n > 0, p € Z.

On note (;) (ou C?) le nombre de p-combinaisons d’un ensemble & n éléments.
Ce nombre est appelé coefficient binomial (ou p parmi n).

On convient que si p < 0 et si p > n, alors (Z) =0.

PROPOSITION 40 (Propriété du triangle de Pascal)

Soient n,p € N. On a
() -6"0) ()
= =+ .
p p—1 P

Preuve — Soit 2 de cardinal n+ 1 et a € Q. Alors I’ensemble des p-combinaisons de 2 est égal & I’union disjointe des p combinaisons

qui contiennent a et de celles qui ne le contiennent pas. Le premier ensemble a pour cardinal (pﬁl) et le second de cardinal (Z),
d’ou la formule. O

(=)

Preuve — Si p > n, I'égalité se résume & 0 = 0. Sinon, soit Q de cardinal n et ¢ : P(2) — P(2), A~ A. Alors ¢ est involutive, donc

PROPOSITION 41
Soient n,p € N. Alors on a

bijective et induit donc une bijection des p-combinaisons avec les n — p-combinaisons, 1’égalité est démontrée. |

PRropPOSITION 42
Soient n,p € N avec 0 < p < n. Alors on a
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16.5. EXEMPLES DE DENOMBREMENT

REMARQUE 43 — On a ainsi (j) = (1) =1, (1) =(,") =1 (5) = nn-1)

n 1 n—1 2

EXEMPLE 44 — Soit n € N* fizé€, on cherche p € N tel que (Z) soit maximal. pour cela, on calcule pour p # 0

(Z) B n! (p—l)!(n—p—l—l)!_n+1—p_n+1_1

(") (i —p) n! p p

Le quotient est décroissant en p, vautn en 1, 0 enn+1 et vaut 1 ssi n+ 1= 2p.
n

On en déduit que (p

de p).

DEFINITION 45 (Arrangements)

Soient n,p € N*.

On appelle arrangement & p éléments de {1,...,n} tout p-uplet (a1,--- ,a,) de {1,...,n}? tel que les a; soient
deux a deux distincts.

n
) est mazximal pour p = [5] (si le rapport vaut 1 le mazimum est atteint pour deuz valeurs

Au lieu de prendre seulement p éléments parmi n, un arrangement tient aussi compte de I'ordre des éléments
choisis. (par ex (2,3) et (3,2) sont deux arrangements différents a 2 él. de {1, 2, 3})

PROPOSITION 46
Soient n,p > 1.

Si1<p <n,le nombre d’arrangements a p éléments de {1,--- ,n} vaut A} = —— = p! (")

Si p > n, le nombre d’arrangements & p éléments de {1,--- ,n} vaut A7 =0 = p! (Z)

Preuve — Le nombre d’arrangements de p éléments dans I, revient a la donnée d’un élément a1 dans I, puis d’un élément
az € In \ {a1}, etc puis ap € In \ {a1, -+ ,ap—1}... et donc A} =n(n—1)---(n—p+ 1), ce que nous voulions. Mais cette écriture,
bien que convaincante, n’est pas entiérement rigoureuse. Reprenons le raisonnement. On note A I’ensemble des p-arrangements de
[1,n].

1. Pour tout ¢ € [0,n], on pose A; ’ensemble des arrangements qui commencent par i. Les A; forment une partition de A,

n
donc |A| = Z |A;|. Sio; est la permutation (1 4), ¢; : A1 = A;, (1,a2, -+ ,ap) — (o(1),0(a2), - ,0(ap)) est une bijection
i=1
(donnez la réciproque!). Donc |A;| = |A1| et |A] = n|A1]| car il y a n ensembles A;.
2. Puis on pose, pour i # j, A(; ;) I'ensemble des permutations qui commencent par (4,35) : (4,4,a3, - ,an). On montre
que tous les A(; ;) ont méme cardinal et les A(; ;) pour j € [1,n] \ {i} forment une partition de A;. On en déduit que
[A:;] = (n = 1)|Aq,2)]

3. Avec les notations précédentes, [A(q, ... o) = (0 = 7)[A(,;, - a,4q)| tant que r <p — 1.

4. Sip=r, il est clair que |[A(q, .. | =1 et on en déduit le résultat.

“ap)
En probabilité, la formule des probabilités composées nous permettra de clarifier ce type de raisonnements. Mais il est préférable ici
de faire, par exemple, une simple récurrence sur p pour n fixé en reprenant ’étape 1 ci-dessus.

Une autre méthode est de considérer I’application ¢ surjective de A%, 'ensemble des arrangements de p éléments de I,, dans Ch,
I’ensemble des p-combinaison de I, définie par

p: AP = CP, (a1, -+ ,ap) —{a1, - ,ap}.
Pour toute p combinaison {a1, - ,ap},
9071({0’17 e 7ap}) = {(ao'(l)7 o 7ao'(p))7 (S Sp}
On en déduit que |Lp’1({a1, e ,ap})| =pl. Or
_ n!
|AL| = Z | 1({a1,~-7ap})|:p!|C£|:m-
{alv"' 7‘1}7}6(:;01 ’
|
16.5 EXEMPLES DE DENOMBREMENT
EXEMPLE 47 — Soit M un mot de n lettres, composé des lettres aq,...,a;, qui apparaissant respectivement
at,. .., fois. On a doncn=a;+---+ q.
Alors, le nombre d’anagrammes (mots obtenus par permutation des lettres) de M, noté N(n,ay,- - ,qp), est égal
a !
n!
Nn,ay, - ,q) = ———.
(n; o 2 ap!a!
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16.5. EXEMPLES DE DENOMBREMENT

On démontre cela par récurrence sur l > 1.

Initialisation : Pourl =1, il n’y a qu’un seul anagramme du mot.

Hérédité : Supposons la proposition vraie pour | —1 > 1.

La lettre a; doit apparaitre oy fois dans l'anagramme. Soit C, l'ensemble des ay-combinaisons dans I,,. Soit
s € CYt. On note Qg l'ensemble des anagrammes tels que la position de la lettre a; corresponde au choix s. Les
ensembles Qs forment une partition de Q.

Or, chaque Qg correspond aux anagrammes du mot d’origine privé de la lettre a; et donc est de cardinal

N(n —ap, 01, ,a;—1). Comme |CE| = (OZ), on obtient
! (n —ay)! !
n n! n—a)! n!
N(n7ala"'aal): N('I’L—Oéha]_,"',al,l): | 'X | ': | |
o al(n—ap)! ol ol !
ce qui termine la preuve.
e Le nombre N(n,as, -+ ,qq) est appelé coefficient multinomial.
Quandn =2, on a N(2,a1,a2) = (0‘1;'1”), on retrouve les coefficients binomiauz.

Les coefficients binomiaux apparaissent dans le développement de (a + b)™ (pour a,b des éléments d’un anneau
commutatif).
On peut généraliser ce résultat avec les coefficients multinomiaux.

PROPOSITION 48

Soient p > 2 et aq,...,a, des éléments d'un anneau commutatif A. Alors, on a
9 sy Up )
n! o
(a1 +---+ap)" = g ——af - -al?, Vn > 0.
| | p
ol ol
ayt-ap=n
Preuve — On calcule le coefficient de a‘lll s (ng sachant que la puissance totale est n car on a n facteurs. Cela correspond & écrire

un mot de n lettres avec l’alphabet {a1,--- ,ap}. La proposition ci-dessus permet de conclure.

Par exemple
(a1 4+ +ap)? =af + - + a2 +2a1a2 + 2a1a3 + -+ + 2an_1an.

(a1 + a2 +a3)® = af + a + a3 + 3a2az2 + 3a%a3 + 3a3a1 + 3a3a3 + 3a2a;1 + 3a2az + 6a1azas.

EXEMPLE 49 — Soit E un ensemble fini & n éléments, et soit A C E de cardinal p (0 < p <n).

Dénombrer l’ensemble
Q={(X,)Y)eP[E)|AcXNY et XUY =E}

Meéthode 1 : On simplifie d’abord le probléme. Par hypothése, A est inclus dans X et Y, en posant X' = X \ A
et Y' =Y \ A, on cherche tous les couples (X', Y') € P(E\ A)? tels que X’ UY' = E' = E\ A.

Q={X,Y)ePE)| X UY =E}

On a une application

p: Q=0 (X,)Y)— (X\A4, Y\ A).
On vérifie facilement que ¢ est surjective et que ¢~ H(X',Y') = (X' UA,Y' U A). Donc | = |Q'|. Pour calculer
|Y], on pose Qi l'ensemble des couples (X', Y') € Q tels que X' a k éléments dans E'. Les Qy, forment une
partition de €Y.
Calculons |Q| : pour X' fixé, soit Qy x+ Uensemble des couples (X', Y') € Q, c’est-a-dire ssi Y’ contient le
complémentaire de X' dans E' : Y' = X' UZ, Z € P(X') qui est de cardinal 2*.
Or les Q. x+ avec X' de cardinal k forment une partition de Q, et il y en a (";p).

On en déduit que
Q| = S Qx| = (" P2k,
’ k
X'eP(E"), |X'|=k

Enfin k varie entre 0 et n — p donc
n—p n—p n—p
_ 1 __ _ k _ ogn—
==X 0 =3 (", F)2 =

Méthode 2 : La simplicité du résultat nous suggere que l’on a peut-étre une méthode plus efficace qui traduit la
remarque suivante : pour tout a € E'\ A, on a trois possibiltés
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16.6. TIRAGES

1. a appartient a X et pas a 'Y
2. a appartient a 'Y et pas a X
3. a appartient a X etY
On peut le rédiger de la maniére suivante : posons 1 : Q — B, (X,Y) — (1x,1y) avec

B={f:E—{0,1}* |Va€ A, f(a)=(1,1) et Vb€ E\ A, f(b) € {(0,1),(1,0),(1,1)}.

On montre que v est bijective. Enfin, B est en bijection avec {(1,0),(0,1),(1,1)}*\4. Donc |Q| = |B| = 3"P
car |E\ Al =n —p.

EXEMPLE 50 — Ce dernier exemple est plus complexe, mais on peut le résoudre simplement si on “modélise”
correctement ’ensemble ).

Soient 1 < p < n et soit Q l’ensemble des répartitions de n boules dans p trous, numérotés T, ..., Tp.

Faites un dessin pour bien comprendre.

On considére que

1. si Ty a ki boules blanches, on écrit Ty =1,---, 1.
——

k1 fois
p. st Ty, a k, boules blanches, on écrit T,, =1,--- 1.
——

kyp fois

Puis on définit lapplication

Y Q
(Tlﬂ"' 7T;D)

RN [[07 1]]n+p71

— (Tl,O,TQ,O, ce 7O,Tp)

L’application ¢ est clairement injective.

Déterminons l'image de ¢ : nous avons introduit p — 1 zéros.

De plus, soit (a1, ,an+p—1) € [0,1]" P71 tel qu’il existe 1 < ji < jo < -+ < jp—1 < n tels que aj, = - =
aj,_, =0 et pour tout i € [0,n — 1], i différent ji, ..., jp—1, alors a; =1 :

(alﬁ"'7a’ﬂ+17—1):(1a"'71a,0517"'a1?071"'a1a,0 71a1)
J1 J2 Jp—1

On pose
1. T =1,-- 1.
——
ji—1
2. Ty=1,--,1sike[2p—1].
S
Jk—Jk—1
p. siTp,=1,---,1.
H',—/
n=Jp-1
Par construction, (T1,--- ,Tp) = (a1, - , Gntp—1)-

On en déduit que p(2) est en bijection avec ’ensemble des p — 1 combinaisons parmi n.

On obtient done, |Q] = ("TP~1) = ("P71).
P
Application : Sixq, ..., x, sont des nombres complexes, combien existe-t-il de mondmes x* exp” tels que

o +--+ap=n?

16.6 TIRAGES

En probabilités, lorsque 'on tire des éléments (des cartes, des boules dans une urne,...) on rencontre 4 méthodes
principales pour faire le tirage.

Le tirage avec ou sans remise, et avec ou sans ordre.

Dans un tirage avec remise, on peut tirer plusieurs fois le méme élément.

Dans un tirage sans remise, tous les éléments tirés doivent étre différents.

Dans un tirage avec ordre, l'ordre des éléments tirés compte (on regardera une liste).

Dans un tirage sans ordre, 'ordre des éléments tirés ne compte pas (on regardera un ensemble). Prenons
E ={1,...,n} pour ensemble de départ, et tirons k éléments (0 < k) parmi les n éléments de E.
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16.7. FAMILLES SOMMABLES

e Tirage sans remise, sans ordre
L’élément tiré est {aq,...,ax}, avec a; € E t.q. a; # a; Vi # j.
Ily a (}) tirages possibles.

e Tirage sans remise, avec ordre
L’élément tiré est (a1,...,ax), avec a; € E t.q. a; # a; Vi # j.
Iy a A7 = k!(}) tirages possibles.

e Tirage avec remise, avec ordre
L’élément tiré est (ai,...,ax, a;), avec a; € E.
Il y a n* tirages possibles.

e Tirage avec remise, sans ordre

L’élément tiré est {{a1,...,ax}, avec a; € E' (un ensemble ou on autorise les répétitions).
Ilya (":E;l) tirages possibles.

On retrouve alors les coefficients binomiaux, les nombres d’arrangements, le nombre de fontions d’un ensemble &
k éléments vers un ensemble & n éléments, et le nombre de dispositions de k£ éléments dans n boites.

16.7 FAMILLES SOMMABLES

n
Les sommes Z uy, se retrouvent en probabilités dans le cas fini (calcul de probabilité, espérance, variance,. . .).
k=0
Dans le cas infini, on retrouvera des séries Z uy et leur somme associée.
k>0
Chez les séries, permuter les termes peut changer le fait d’étre sommable ou non, ainsi que la valeur de la somme.
En général, une série est sensible a 'ordre de la sommation.
En probabilités, nous voulons éviter ces phénomenes afin de pouvoir sommer dans n’importe quel ordre.

Parmi les séries convergentes, celles qui posent probleme sont les séries semi-convergentes.
Une série E u, semi-convergente est une série qui est convergente mais qui n’est pas absolument convergente

(Z |un| diverge).
="

n

EXEMPLE 51 — La série harmonique alternée H, = E est une série semi-convergente.

PROPOSITION 52
Soit Z Uy une série semi-convergente.

Pour tout [ € R, il existe une bijection f : N — N telle que Z Uf(n) converge vers [.

A contrario, définissons la notion de famille sommable, qui est la notion dont on a besoin en probabilités.

DEFINITION 53
Soit I un ensemble non vide et (;);e; une famille de nombres réels positifs. On pose

Z o = sup Z Q5

icl JCI, t.q. Card(J)<+oo ic)

avec la convention que la borne supérieure vaut +oo si ’ensemble n’est pas majoré.
Si la borne supérieure est finie, on dit que la famille («;); est sommable.

Une famille sommable de nombres positifs est une famille de nombres pour laquelle toutes les sommes finies sont
majorées par une constante commune.

DEFINITION 54
Soient I un ensemble non-vide et («;);er une famille de réels.
On dit que (a;);es est sommable si les familles (a;r)ie 1 et (o )ier sont sommables en tant que familles de réels
positifs.
On définit alors la somme
Zai = Za?‘ —Za;.

i€l iel iel
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16.7. FAMILLES SOMMABLES

On dit qu’une famille de nombres complexes (8;);cr est sommable si la famille des parties réelles et la famille
des parties imaginaires sont sommables. On définit alors la somme

> Bi=> Re(B;)+iy Im(Bi).

i€l il il
REMARQUE 55 — Pour tout nombre compleze z € C, on a
max(|Rez|, |[Imz|) < |z| < |[Rez| + [Im 2|

On en déduit qu’une famille de nombres complexes (2;)icr est sommable si et seulement si la famille (|z)icr est
sommable.

PROPOSITION 56
Soit (a;)ier une famille de réels. Soit J I’ensemble des indices j tels que ¢ # 0.
e Si (a;);er est sommable, alors ’ensemble J est au plus dénombrable.

e Si J est infini dénombrable, pour (j,)nen une énumération de J, on a alors que la famille (a;);er est sommable
n

ssi la série E o, est absolument convergente.

k=0
Dans ce cas, on obtient :

oo
E Oéi:E Oéj:E Q-
k=0

iel jeJ

Ainsi, les familles sommables correspondent exactement aux suites de nombres qui fournissent des séries
absolument convergentes.

La différence se situe au niveau des définitions : Pour une famille sommable les éléments ne sont en général pas
ordonnés (par ex la famille (qip)T:%eQ qui est indexée sur Q, ou la famille (%%)(i,j)ew qui est indexée sur N?),
alors que dans une série les éléments sont ordonnés.

Pour vérifier qu’une famille (a;);c; est sommable, on ordonne ses éléments et on montre que > |a;| < +o0
(par comparaison avec une série de référence, par équivalent avec le terme d’une série CV, par comparaison

série-intégrale, etc).

16.7.1 Théoreme de sommation par paquets, théoreme de Fubini

THEOREME 57 (Théoréme de sommation par paquets)
Soit (a;)ier une famille de nombres complexes et soit (A;);es une partition de I.
La famille (a;);er est sommable si et seulement si chacune des familles (;)ica; est sommable, et si la famille

E || est elle aussi sommable.
ie4; jeJ
Autrement dit, la famille (;);cr est sommable si et seulement si } . ;> ;¢ A, |av;] < +o00. Dans ce cas, on a alors

Sa=y (T

il jeJ \i€4;

REMARQUE 58 — e Pour que la famille (a;)icr soit sommable, il ne suffit pas que chacune des familles (v;)ica;

soit sommable et que la famille Z Q; soit sommable, a cause de problémes de signes.

’iEAj jeJ ‘
Contre-exemple : si A; = {27,2j + 1} pour tout j € N et a; = (—1)?, la famille (1,-1,1,—1,...) indexée par N
n’est pas sommable.
1l faut bien vérifier que la quantité Z Z |ov;| est finie.

J iEAj

e La condition a bien retenir pour les sommes doubles, qui est aussi valable pour des sommes d’intégrales ou
pour des intégrales doubles, est que “la somme de la somme du module est CV”.

+o0 too
Dans le cas de sommes doubles, on peut avoir 'existence des sommes s; = E u; ; et de la somme E s; =
=0 7=0

400 “+ o0
Z (Z u”> sans pour autant pouvoir permuter les indices ¢ et j.

j=0 \i=0
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16.7. FAMILLES SOMMABLES

Tout ce qui touche & la permutation dans des sommes infinies (ou des intégrales) a besoin en général de
convergence absolue pour fonctionner.

THEOREME 59 (Théoréme de Fubini)
Soit (u;,;)(i,j)en une famille de nombres complexes.

+oo —+oo
1. La famille (u; ;); ; est sommable si et seulement si Z Z Ui | < —+oo.
i=0 \j=0

2. On a alors

(i,5)EN =0 \j=0 j=0 \i=0

Preuve — Le théoréme de Fubini est un cas particulier du théoréme de sommation par paquets, appliqué & A; = {(, j), ¢ € N} pour
jeN.

O

REMARQUE 60 — Pour montrer qu’une famille (u; ;)i j)en est sommable, on va ainsi montrer que la série

g |ui ;| est convergente pour tout j, puis que la série g E |u”|> est convergente.
i j i
On pourra alors appliquer le théoréme de Fubini pour intervertir les deux sommes de séries.

Le théoréme de Fubini est le théoréme principal qui permet d’intervertir les sommes de séries (ou série et
intégrale en analyse).

COROLLAIRE 61 (Produit de séries absolument convergentes)

Soient Z a; et Z b; deux séries absolument convergentes.
i>0 i>0
Alors la famille (u; ; = a;b;) @ jyenz est sommable, et on a

Z aib; = ZaiZbi.

(i,)eN ieN €N
n

REMARQUE 62 — Si l’on pose ¢, = Z arbn_r et que l’on utilise le théoréme de sommation par paquets, on

k=0
retrouve le fait que le produit de Cauchy de deuz séries absolument convergentes est absolument convergent, et

que la somme du produit est le produit des sommes.
Avec des séries enticres il est courant de faire des produit Z anpz” Z bpx™ = Z cpx”.

Tant que les séries sont absolument convergentes, on pourra parler aussi bien de produit de familles sommables
que de produit de Cauchy.

-y

EXEMPLE 63 — Montrer que la famille (o) = ( 55
m2n

On a

) est sommable et calculer sa somme S.
m,neN*

2
1 1
Z || = Z men2 (Z nz) < +00,

(m,n)e(N*)? (m,n)e(N*)? n>0

donc la famille est bien sommable.

De plus le produit m.n est impair ssi m et n sont impairs.
2

. 1 T . . . . . .
On sait que A = E 2= et que si P est I'ensemble des entiers pairs non nuls et I les entiers impairs, alors
n
n>0

1 1 1
V=2 2 e Tt

peP neN*
. 1 1 1 3
V=> 5= ﬁ_ZEZEA'
el neN* peP
On en déduit par découpage que
4
S=U?420V - V2= -,
i 288
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16.7. FAMILLES SOMMABLES

p) est sommable et calculer sa somme S.
n

EXEMPLE 64 — Démontrer que la famille (o, ) = (
n,p=2

1 1 1 1 1
En effet, pour n > 2 fixé, la série géométrique Z — converge et vaut — X T = — — qui est le terme
57 np n 1-+ n-1
général d’une série télescopique convergente vers 1.
La famille est bien sommable de somme 1 et on a ainsi montré que

+oo —&-oo1
> () -1-Sew-n-r

p=2 \n=2 p=2
+o0o
ot la fonction zeta de Riemann vaut ((z) = Z — pour |z| > 1.
n
k=1

EXEMPLE 65 —
—+oo

1
1. Calculer la somme Z Z o
n=0 \k>n
2. On pose anp = ———= sin#p et 0 sinon.
n=—=p

(a) Ezpliquer pourquoi la famille n’est pas sommable.

(b) ZZG"J) et ZZQ’W'

1. La somme inversée vaut

+oo k 1 k—|—1 +oo 1 +oo 1
,;),;) i ];) B ,;) T + ,; =1 = 2e. Comme la famille est a termes positifs, on en déduit

que la famille est sommable et que la somme demandée vaut encore 2e.

1
2. (a) La somme des ap n_1 ~ o tend vers +oo
’ n

—+oo
(b) 1l faut calculer pour tout n € N, la somme Z

p=0

1
n2 —p2’
+00 1
Pourn =0, la somme —Z— =——.
p=0

1 1 1 1
Sin # 0, on remarque que - ( + >, donc pour N grand
n — n+p n-—p

N 1 1 N+n 1 n 1 N—n1
by (n+p+n_p> PRI By

(]

p=0,p#n k>n,k#2n k=1 k=1
N+n N—n
1 1 1 1
RTINSO
k=1 k=1
B 1 N+n
- 2n
k=N—n+1
et on obtient N
+oo
1 1 1 1 1
Z + = lim Z + S
p:On-i-p n—op Na+oop=0n+p n—p 2n

En remplacant dans l’expression

_ 1 7r2_ 7T2_
;gan,p—ZW_z —_g——ggan’p.

n#0
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17.1 LE LANGAGE DES PROBABILITES

DEFINITION 1

On appelle expérience aléatoire une expérience £ qui, reproduite dans des conditions identiques, peut conduire a
plusieurs résultats possibles, et dont on ne peut prévoir le résultat par avance.

DEFINITION 2

L’ensemble de tous les résultats possibles d’une expérience aléatoire est appelé ensemble d’états ou univers.
Il est noté €.

Un élément de Q est noté généralement w (w € Q).
On dit que w est un résultat possible de ’expérience aléatoire.

EXEMPLE 3 —

1. On lance une piéce : Q = {P, F}, assimilé a Q = {0,1}.

2. On lance un dé : Q ={1,2,3,4,5,6}.
3. Génotype d’un individu : Q = {AA, Aa,aa}.
4. On étudie n individus : Q = {AA, Aa,aa}™.
5. On étudie la durée de vie d’une bactérie : Q = [0, +00].
6. On étudie la durée d’une communication téléphonique : Q = [0, +o0].
7. On envoie une fléchette sur une cible circulaire de 30 cm de diamétre : Q = {(x,y), 2 + y*> < 15}.
8. Cours d’un actif financier sur un intervalle de temps [t1,t2] : Q@ = CO([t1,t2], RY).
REMARQUE 4 — Cette longue liste d’exemples montre que l’espace ) peut varier énormément dans sa structure,

d’une expérience a lautre. Cela permet de réaliser la richesse de la théorie qu’il faut mettre en place pour créer
un modeéle qui englobe tous les cas.

REMARQUE 5 — Quelle information pouvons-nous tirer de l’expérience ? Dans le jeu de fléchettes, on s’intéresse
a la chance de tomber dans une des couronnes ou un des secteurs de la cible.

Les résultats du jeu peuvent se décrire a l'aide de parties du disque. Pas la température de la piéce...

DEFINITION 6
Soit 2 un ensemble associé a une expérience aléatoire.

On appelle événement aléatoire (associé & 'expérience £) un sous-ensemble de A C 2 dont on peut dire au vu
de 'expérience s’il est réalisé ou non.

EXEMPLE 7 —
1. Q@ ={0,1}. “La piéce tombe sur Pile” : A = {0}.
2. Q={0,1}", w = (w1, - ,wy). “Le nombre de Faces est supérieur au nombre de Piles” :

" n
= > — L
A {wGQ,Zw,_Q}

i=1
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17.1. LE LANGAGE DES PROBABILITES

3. Dans un lancer de deux dés
A = {La somme des deux dés est inférieure a 4}
est un évenement aléatoire mais
B = {Le résultat du premier dé lancé est inférieur a 4}

n’en est pas si Q) ne contient que les résultats non ordonnés des tirages.

Un événement aléatoire A est un sous-ensemble, donc il est caractérisé par l’ensemble des w qu’il contient
(Vensemble des résultats tels que ’événement se réalise).

17.1.1 Opérations ensemblistes et description des événements aléatoires

Comme les événements sont des sous-ensembles, on peut effectuer des opérations ensemblistes dessus, et donner
des interprétations.
Soient A et B sont deux événements d’une expérience aléatoire. (deux parties d'un ensemble Q) On a :

1. A n’est pas réalisé : A (le complémentaire de A, noté aussi A®)
A et B sont réalisés : AN B

A ou B sont réalisés : AU B

A réalisé = B réalisé : A C B.

A et B sont incompatibles : AN B = 0.

Toujours vrai : 2 est I’événement certain (il arrive toujours).

NS ok W

Jamais vrai : () est ’événement impossible (il n’arrive jamais).

On note A I'ensemble de tous les événements possibles dans ’expérience aléatoire.

C’est un ensemble de parties de €.

Cet ensemble modélise I'information que I'on peut obtenir a partir des résultats de 'expérience.

11 est important de comprendre que 1’on n’a pas toujours A = P(Q2), ensemble de toutes les parties de € : dans le
jeu de fléchettes, on ne considére pas que pour gagner la fléche doit avoir des coordonnées rationnelles dans un
repere centré au milieu du disque.

REMARQUE 8 — Pour que la modélisation soit cohérente avec lintuition, l’ensemble A doit étre stable par les
opérations ensemblistes : si A, B € A, alors on doit avoir ANB e A, AUB e A, Aec A, mais aussi Q € A,
0e A

REMARQUE 9 — Comment savoir si la piece est truquée dans un jeu de Pile ou Face ?

Approche intuitive Considérons une expérience aléatoire donnée £ et un événement A pour cette expérience.
Le but : associer & chaque événement A un nombre P(A) compris entre 0 et 1, qui représente la chance a priori
que cet événement soit réalisé.

Ce nombre réel est appelé probabilité de ’événement A.

Supposons que 'on répete n fois 'expérience £. On note n 4 le nombre de fois ou I’événement A s’est réalisé.
Alors,

donne la fréquence des réalisations de A sur ces n essais.
On remarque alors que

. fu(A) €0,1];
 fa(Q)=1et f,(0) =0;
3.5ANB=0,0na

N =

fn(AUB) = fu(A) + fu(B).

4. SiAC Bona f,(A) < fn(B);
5. Intuitivement, on imagine avoir

P(A) = lim f,(A).

n—-+o0o
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17.2. SIGMA-ALGEBRE, MESURE DE PROBABILITES

Cette conception de la probabilité d’un événement A comme fréquence d’apparition de I’événement est I’approche
intuitive que l'on a de la notion.

Pour une expérience ol on lance un dé a 6 face (dé équilibré, non truqué), on a 'intuition que la probabilité de
Iévénement {Obtenir 4} est égale a %, car cette quantité représente la fréquence a laquelle les lancers de dé vont
donner un 6.

ExXEMPLE 10 (Expérience aléatoire avec une infinité de résultats possibles) — On considére un jeu de Pile ou
Face infini, avec piece équilibrée. L’ensemble des résultats est ainsi Q = {0, 1}V,
On veut regarder [’événement

A = {on ne tire jamais Pile}.

Que pourrait valoir la probabilité de ’événement A, P(A) ¢
Si lon regrde les n premiers tirages, on est sur lensemble fini Q, = {0,1}" et, on regarde l’événement
A, = {on ne tire jamais Pile en n lancers}.

Alors, on aP(A,) = i

n
Il semble alors évident d’écrire que

P(A) =P (ﬂm) = lim P(4,)=0.
n
Cependant, pour qu’un tel résultat soit vrai, il faut que la probabilité P possedent une propriété de passage
a la limite. Cela implique aussi que ’ensemble des événements A poséde une condition de stabilité pour des
intersections dénombrables (on a A = Np>145).

Avec cette section, nous avons donné quelques exemples d’expériences aléatoires, nous avons vu un peu de
vocabulaire du monde des probabilités (expérience, événement, réalisation, probabilité), et nous avons vu que
deux objets semblaient importants (’ensemble des événements, la probabilité de chaque événement).

Il est temps de définir mathématiquement ces objets.

17.2 SIGMA-ALGEBRE, MESURE DE PROBABILITES

Pour avoir une structure mathématique qui permet de modéliser facilement et fidelement les expériences aléatoires
que 'on veut étudier dans le monde réel, nous allons avoir besoin de trois objets fondamentaux : les sigma-algébres
(ou tribus), les mesures de probabilités, et les variables aléatoires.

Dans ce chapitre, nous allons définir les sigma-algebres et les mesures de probabilités, sur un ensemble 2 donné.
Les variables aléatoires seront définies au prochain chapitre.

Ces définitions sont courtes, mais extrémement importantes. De ces définitions découlent toutes les propriétés
que nous utiliserons dans nos raisonnemens et nos calculs.

Nous verrons des exemples de mesures de probabilités sur des ensembles finis ou dénombrables, et avec les
propriétés des mesures de probabilités nous utiliserons les techniques de dénombrement pour calculer des
probabilités.

Commengons par 'objet de base, la sigma-algebre (ou tribu).

DEFINITION 11
Soit € un ensemble. Soit A C P(€2) un ensemble de parties de §.
On dit que A est une o-algébre (ou une tribu) si elle vérifie les propriétés suivantes :

1.Onafec Aet Qc A

2. A est stable par passage au complémentaire :
Pour tout A € Aona A € A.

3. A est stable par réunion et intersection dénombrables :
Pour (A, )nen une famille d’éléments de A, on a

Unen An € A et ,cny An € A.

REMARQUE 12 —

1. Une o-algébre A toujours non vide.

2. Pour A, Be A, alors AUBe Aet ANB € A.
Une c-algébre est stable par intersection et par réunion (finies).
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3. L’ensemble A est un ensemble de parties de 2, et pas un sous-ensemble de €.
Cet ensemble est un sous-anneau de (P(2),U,N), et une Z/2Z-algébre, avec une propriété de "dénombrabilité”
en plus.
Le nom de “sigma-algébre” fait référence a cette structure algébrique, et a cette propriété en plus.

4. Notons également que la propriété 3. n’implique pas que A soit stable par réunion ou intersection infinie
non dénombrable.

5. La o-algebre représente l’ensemble des parties de Q0 que l'on va chercher & mesurer, dont on va chercher a
donner une probabilité (pour tout A € A, on donnera un sens a P(A), la probabilité de la partie A). C’est
le premier élément fondamental pour modéliser les expériences aléatoires.

EXEMPLE 13 —

1. A={0,Q} est une o-algébre.
On Uappelle la tribu grossiere, ou triviale. C’est la plus petite tribu de €.

2. L’ensemble P(Q) de toutes les parties de Q est une o-algébre sur €.

PROPOSITION-DEFINITION 14

Soit © un ensemble. Soit C' C P(Q).

On appelle tribu engendrée par C' la plus petite tribu contenant C'.

Cette tribu existe toujours, car d’une part P(€2) est une tribu contenant C, et d’autre part I'intersection d’une
famille quelconque de tribus est une tribu.

Ainsi, la tribu engendrée par C est 'intersection de toutes les tribus contenant C.

EXEMPLE 15 —
1. La tribu engendrée par lensemble {A} est {0, A, A,Q}.

2. Si (Aj)icr est une partition finie ou dénombrable de Q, la tribu engendrée par {A;,i € I} est l’ensemble
des réunions By = J;c ; Ai, pour tout J C I.

PROPOSITION 16

Soit Q2 un ensemble fini ou dénombrable.

Soit A une o-algebre sur {2 qui contienne tous les singletons : Yw € 2, on a {w} € A.

Alors, on a A = P(Q).

Preuve — Soit B une partie de Q. On a B = U,ep{w}.

Comme 2 est dénombrable, ’ensemble B est fini ou dénombrable.

Comme tous les singletons {w} sont dans A, on en déduit que leur réunion finie ou dénombrable est dans A; donc B est dans A.
On a donc bien que A = P(Q). O

REMARQUE 17 — A chaque fois que l’ensemble ) sera fini ou dénombrable, on choisira comme o-algébre A
lensemble P(L2).
En effet, c’est la seule o-algebre de Q) qui contienne tous les singletons.

REMARQUE 18 — Quand Q est infini non dénombrable (par exemple R), la o-algébre engendrée par les singletons
est différente de P(£2).

De plus, la tribu P(Q) sera trop grande pour que l'on puisse définir la probabilité de tous ses éléments de fagon
simple.

DEFINITION 19

Soit Q2 = R.

On appelle tribu borélienne la tribu de R engendrée par I'ensemble de tous les intervalles.
On la note B(R).

PROPOSITION 20
La tribu borélienne de R est la tribu engendrée par les intervalles de la forme | — 0o, a] pour a € Q.
De plus, cette tribu contient tous les singletons.

Preuve — o Rappelons que toute tribu est stable par passage au complémentaire, par réunion ou intersection dénombrable. Puisque
| — o0, a] est le complémentaire de l'intervalle ouvert ]a, +ool, il appartient & la tribu borélienne, et donc la tribu C engendrée par
ces intervalles est incluse dans la tribu borélienne.
Réciproquement, soit ]z, y[ un intervalle ouvert de R. Soit (zy),>0 une suite de rationnels décroissant vers = et (yn),>0 une suite
de rationnels croissant strictement vers y. B B
Ona:

}xvy[: U (] - OO,yn] m] - OO,$n]> .

n>0
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Nous en déduisons que tout intervalle ouvert appartient a C, d’ou le résultat.

e Soit « € R. Alors le complémentaire de {z} est R\ {z}.

Or, les intervalles | — 0o, z[ et ]z, +0o[ sont dans B(R). Donc, par réunion et passage au complémentaire, on en déduit que {z} est
dans B(R). 0

REMARQUE 21 —
1. La tribu borélienne de R contient tous les singletons {x}.

2. Cette o-algebre B(R) contient strictement la o-algébre engendrée par tous les singletons. Elle est aussi
strictement incluse dans P(R).
Cest-a-dire qu’il existe des éléments dans B(R) qu’on ne peut pas engendrer simplement & partir de
singletons, et qu’il existe des parties E de R qui ne sont pas dans la tribu borélienne.

8. Dans la suite du cours, les ensembles Q sur lesquels nous prendrons des tribus seront en général soit finis,
soit dénombrables, soit égaur a R.
o Si Q) est fini ou dénombrable, on aura comme tribu A = P(Q).
e 5i Q =R, on aura comme tribu B(R).
Ces cas paraissent simples, mais ils permettent déja de construire énormément de variables aléatoires, et
d’obtenir beaucoup de phénomenes différents. La majorité des exemples d’expériences aléatoires que vous
connaissez peuvent se modéliser avec ces ensembles et ces tribus.

Maintenant que nous avons les sigma-algebres, nous pouvons donner la définition d’une mesure de probabilité, et
celle d’'une probabilité.

DEFINITION 22
Soient © un ensemble, et A une tribu sur . Soit P : A — [0, 1] une fonction.
On dit que PP est une mesure de probabilité sur le couple (€2,.A) si elle vérifie les propriétés suivantes :

1.
P(Q) =1. (mesure totale de I’ensemble)(x)

2. Pour toute famille dénombrable (A, ),en d’éléments de A deux-a-deux disjoints, on a

P (U An> = fIP(An). (sigma-additivité) (xx)
n=0

neN

Le nombre réel IP(A) est appelé probabilité de la partie A.

REMARQUE 23 —

1. La propriété (xx) est appelée o-additivité.
Cette propriété implique que la série de terme général P(A,,) est convergente.
En effet, c’est une série a termes positifs et majorée par 1.
De plus, sa somme est égale a P (UneN An).

2. Tout comme on distingue un polynéme P(X) de son évaluation en x, P(X), et la fonction dérivée f' du
nombre dérivé en xz, f'(z), on distingue bien la mesure de probabilité P de la probabilité d’une partie
A, P(A).
Le premier est une fonction, le second un nombre réel entre 0 et 1.

3. Pour que la propriété 1) ait un sens, il était nécessaire que Q soit un élément de A.
Pour que la propriété 2) ait un sens, il était nécessaire que A soit stable par réunion dénombrable.

4. La mesure de probabilité P n’est définie que sur A.
Ainsi, la probabilité P(A) a un sens uniquement pour les éléments de la sigma-algébre A.
St une partie E C A n’est pas dans la sigma-algébre A, parler de "probabilité de E” n’a pas de sens.
Par exemple, pour Q =R et A la sigma-algébre des boréliens, il existe des parties E de R qui ne sont pas
dans A, et pour lesquelles on ne pourra pas parler de "probabilité” (pas avec les mesures de probabilités les
plus classiques sur R).

5. La mesure de probabilité est le deuxiéme objet mathématique essentiel pour modéliser les expériences
aléatoires.

EXEMPLE 24 — Soit Q) un ensemble, et A une sigma-algebre sur Q.
Soit wy € (.

On définit la fonction 6,, : A € A— lsiwge A

0 sinon
Alors, 6, est une mesure de probabilité. (Le montrer)
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Cette mesure est appelée mesure de Dirac en wy.
C’est un des exemples les plus simples de mesure de probabilité que l’on peut construire. On le reverra par la
suite, car il est en fait trés utile.

PROPOSITION-DEFINITION 25
Soit 2 un ensemble fini.
On appelle mesure de probabilité uniforme sur €2 la mesure de probabilité telle que

1
P = —F- Q.

{wd) =3 @ e

Pour toute partie A € P(2), on a alors
P(A) = card (A)
~ card(Q)
Preuve — On pose la fonction P : P(2) — [0, 1] définie par P(A) = %((QA)).
I

Il faut montrer que cette fonction est une mesure de probabilité, afin de prouver le résultat.

e Tout d’abord, on peut remarquer que P est bien définie : P(A) est compris entre 0 et 1.

e Ensuite, on remarque que P(2) = 1. La fonction vérifie donc la propriété (x).

e Maintenant, soit (Ay),>0 une famille d’éléments de la sigma-algebre P(§2) qui soient deux & deux disjoints.
Comme ’ensemble € est fini, cette famille de parties de Q a seulement un nombre fini de parties qui sont non-vides.
Quitte & réordonner, on peut supposer que Ao, ..., A, sont non-vides, et que A,, = (), pour tout n > m + 1.

On a alors :

card (U™ . A,
P(Un>04n) = P(Upg4n) = card (Un—oAn)

card(Q2)
n=0

Cela montre que P vérifie la propriété (x*), donc que P est une mesure de probabilité.

On a bien construit la mesure de probabilité uniforme! O

REMARQUE 26 —

1.

Cette probabilité décrit mathématiquement ’expression intuitive de “au hasard” (tirage au hasard d’une
carte, lancer au hasard d’un dé, etc).

C’est-a-dire, que l'on a plusieurs résultats possibles pour une expérience aléatoire (les 6 faces d’un dé, les
52 cartes d’un jeu,...), et qu’aucun résultat n’est avantagé par rapport aux autres.

Autrement dit, tous les résultats de l’expérience ont une probabilité identique d’arriver. Cette probabilité est

. 1
donc : nombre de résultats possibles”

. Pour calculer la probabilité d'un événement A avec la mesure de probabilité uniforme, il faut calculer

Card(A), c’est-a-dire dénombrer A (compter le nombre d’éléments de A).

. Ainsi, le calcul des probabilités (avec la mesure uniforme) se rameéne & du calcul combinatoire (au contenu

du premier chapitre).
La difficulté est de bien décrire et dénombrer ’ensemble total Q et a partie A qui nous intéresse.

Il existe beaucoup d’autres mesures de probabilités sur un ensemble fini. Mais avant de continuer, intéressons-nous
aux propriétés de ces fonctions.

La définition d’une mesure de probabilité est courte, mais la propriété de sigma-additivité (+*) engendre beaucoup
d’autres propriétés qui sont extrémement utiles pour le calcul de probabilités.

Ces propriétés font intervenir toutes les propriétés des ensembles classiques (union, intersection, complémentaire,
inclusion), et toutes les propriétés d’une sigma-algebre (union dénombrable, intersection dénombrable).

PROPOSITION 27 (Propriétés élémentaires)
Soient 2 un ensemble, et A une tribu sur €.
Soit P une mesure de probabilité. Soient A, B € A. Alors, on a les résultats suivants :

1.
2.
3.

P(0) =0;

P(A) = 1 - P(4);

Si A C B, alors P(A4) < P(B).

La fonction P est croissante pour 'inclusion.

P(A) + P(B) = P(AN B) + P(AU B)

Preuve — o Commengons par prouver le point 3). ~
On découpe B en deux sous-ensembles : BN A= Aet BN A.
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Ces deux sous-ensembles sont inclus dans A, et sont disjoints.

On a donc par sigma-additivité de P que P(B) = P(A) + P(B N A) > P(A).

e Prouvons ensuite le point 4).

On sépare ’ensemble A U B en trois morceaux : A1 = A\ (ANB), A2 =ANB, As =B\ (AN B).

Ces sous-ensembles appartiennent tous & la tribu A comme réunions/intersections/complémentaires d’éléments de A. (par exemple,
A\ (ANB)=AN(ANB))

De plus, ces sous-ensembles sont deux & deux disjoints.

Ainsi, la propriété de sigma-addiivité de la mesure de probabilité IP donne :

P(A) + P
P(A

(B) = ]P(A1 ] AQ) -+ ]P(AQ ] A3) = ]P(Al) -+ IP(AQ) -+ IP(AQ) + ]P(Ag)

)+ P(B) =P(A1 UA2 U A3) +P(A2) =P(ANB) + P(AU B).

en utilisant 4) avec B = A.

en utilisant 2) avec A = Q. O

e On obtient maintenant le point 2)
)

e On obtient maintenant le point 1

REMARQUE 28 —

1. On voit a nouwveau dans cette Proposition que les propriétés de la sigma-algébre A sont utilisées.
Le point 1) n’aurait pas de sens si A ne contenait pas l’ensemble vide (.
Le point 2) n’aurait pas de sens si A n’était pas stable par passage au complémentaire.

Le résultat suivant est lui aussi extrémement utile dans la pratique.

PROPOSITION 29 (Probabilités et suites croissantes/décroissantes)
Soient 2 un ensemble, et A une tribu sur €.
Soit IP une mesure de probabilité. Alors, on a les propriétés suivantes :

(i) Pour toute famille (A, ),en € AY croissante pour I'inclusion, on a

P(J An) = dim P (4,).
neN

(ii) Pour toute famille (A, ),en € AN décroissante pour Iinclusion, on a

P([) An) = dim P(A,).
neN

Preuve —
(4) Soit (An)nen une suite d’éléments de A croissante pour 'inclusion. Notons A =, 4n.
Posons By = Ap, et définissons par récurrence B, = Ay, \ Bp—_1, pour n > 1.

Comme A, = Upgn By, UnEN B, = A et comme les B, sont deux-a-deux disjoints, nous avons

n
P(A) =Y P(B,) = im > O P(By) = im P(An).
n>0 p=0
(#4) Si (An)n est une suite décroissante pour I’inclusion, alors la suite des complémentaires Cy, = A,, est croissante pour I’inclusion.
En appliquant le point (i) et en utilisant la propriété P(A) = 1 — P(A), on en déduit le résultat. O

REMARQUE 30 —

1. Ce résultat entraine en particulier que si (Ap)nen est une suite croissante ou décroissante d’événements,
la suite des probabilités (P(Ay))n>0 admet une limite quand n tend vers Uinfini.

2. Pour que ce résultat ait un sens, il fallait que la sigma-algébre A soit stable par intersection dénombrable.
Et voila, toutes les propriétés d’une sigma-algebre ont €Lé nécessaires pour obtenir des propriétés sur les
mesures de probabilités.

8. Par définition d’une mesure de probabilité, on peut calculer la probabilité d’une réunion dénombrable de
parties disjointes.
Avec la propriété précédente, on peut calculer la probabilité d’une réunion d’ensembles formant une suite
croissante (ou intersection d’ensembles formant une suite décroissante).
On remarque dans la preuve de la proposition que la condition de suite croissante/décroissante était
absolument nécessaire pour obtenir le résultat.

Si les parties A, ne sont pas deux-a-deux disjointes, et ne forment pas de suite croissante/décroissante, on ne
peut pas appliquer les propriétés précédentes.
Par contre, nous avons la majoration suivante, tres utile dans la pratique.
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PROPOSITION 31 (Probabilité d’une réunion quelconque)
Soient ) un ensemble, A une tribu sur 2, et P une mesure de probabilité sur (£2,.4).
Soit (Ap)ner une famille finie ou dénombrable d’élements de A (une famille d’événements). On a alors

P 4] <D P4,

nel nel

Preuve — e Supposons d’abord ’ensemble I fini. Il s’agit de montrer que pour tout entier k,
]P(Al y--- UAk) < ]P(Al) + .- +P(Ak)

Nous montrons cette propriété par récurrence sur k :
Initialisation : Elle est évidente pour k = 1.
Hérédité : Supposons la propriété vraie pour k — 1, avec k > 2.
Posons B=A1 U---UAp_1 et C=BUA;.
Nous savons que
P(C) + P(BNAg) = P(B) + P(Ag),
donc P(C) < P(B) + P(Ay), et nous en déduisons immédiatement la proposition au rang k.
e Considérons maintenant le cas ou I est dénombrable.
Nous pouvons supposer sans restriction que I = N, d’apres les résultats du premier chapitre.
Posons By, = [J] As, qui est une suite croissante, qui converge en croissant vers 'ensemble C' = UneN An.
D’apres la premiere partie de la preuve, nous avons

P(Ba) <30 P(A).
i=0

Mais le membre de gauche ci-dessus croit vers P(C) en vertu de la proposition précédente, tandis que le membre de droite croit vers

> P(4n).

neN

En passant a la limite, nous obtenons le résultat. O
Et voila, nous avons énoncé ici toutes les propriétés les plus fondamentales d’'une mesure de probabilité.

Avec les deux objets que sont la sigma-algebre (ou tribu) et la mesure de probabilité, on regarde en général le
triplet suivant :

DEFINITION 32
Soient 2 un ensemble, A une tribu sur 2, et P une mesure de probabilité sur (£2,.4).
Le triplet (€2, A, P) est appelé un espace probabilisé (ou espace de probabilité).

Un espace de probabilité est tout simplement un ensemble que ’on a muni d’une mesure de probabilité. Et pour
définir une mesure de probabilité, il faut aussi définir une sigma-algebre.

La définition suivante est fondamentale en théorie des probabilités.
Elle introduit une notion de “vrai ou faux”, qui dépend de la probabilité choisie sur la sigma-algebre A (sur
I’ensemble de tous les événements que 'on va considérer).

DEFINITION 33
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé.
Soient A, B € A.
e Sion aPP(A) =0, on dit alors que A est un événement négligeable (un événement de probabilité nulle).

e Sion a P(B) = 1, on dit alors que B est un événement vrai P-presque-siirement (un événement de
probabilité 1).
Cela veut dire que ’ensemble des w € Q) tels que w ¢ B est un ensemble de probabilité nulle. (un événement
négligeable).

REMARQUE 34 — Une chose qui est importante est que pour une mesure de probabilité P donnée, on peut avoir
plusieurs parties A telles que P(A) =0 (pas seulement A=10).

Une partie de probabilité nulle modélise un événement qui n’arrivera jamais. Ainsi, il est important de savoir
identifier les événements de probabilité nulle, afin de les écarter dans les calculs.

Pour bien comprendre ce qu’est une mesure de probabilité, et comment s’en servir, comment utiliser ses propriétés,
nous allons plonger dans des exemples.
Commencons par le cas ou 'ensemble (2 est fini.
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17.3 PROBABILITES SUR UN ENSEMBLE FINI - CALCUL COMBINATOIRE

Dans ce paragraphe, nous

supposons que ’ensemble € est fini.

Nous rappelons que dans ce cas, nous choisirons toujours A = P().

Comme ’ensemble ) est fini, nous rappelons aussi qu’en posant n = Card({2), on pourra écrire = {w1,...,wy}.
L’ensemble ) est alors en bijection avec {1,...,n}, donc on pourra aussi se ramener & considérer des mesures de
probabilités sur {1,...,n}.

PROPOSITION 35 (Caractérisation des mesures de probabilités)Soit Q = {w1, -+ ,wn} un ensemble fini.

(1) Soit P une mesure de probabilité sur Q, et soit A € P(Q). Nous avons alors

P(4) =) P({w}).

weA

(ii) Soit P une mesure de probabilité sur Q.
La fonction P est entierement caractérisée par ses valeurs sur les singletons, c’est-a-dire par la liste

(P({wi});- -+, P({wn}))-

(iii) Soit (p;)1<i<n une famille de nombres réels incluse dans [0,1] et telle que Y, p; = 1.
Alors, il existe une unique mesure de probabilité P telle que l'on ait p; = P({w;}) pour tout w; € Q.

Ona:P(A) =371 pixalwi) =Y 7 pidu, (A).

Preuve —

1. Comme ’ensemble 2 est fini, ’esemble A est fini.

Donc, dans ’écriture A

= Upea{w}, on a une réunion finie.

Par propriété de la mesure de probabilité IP, on a donc :

P(A) = > P({w)).

wEA

2. Soient P et @Q deux mesures de probabilités sur € telles que P({w;}) = Q({wi}), pour tout 1 < ¢ < n.

Alors, pour toute partie

A dans P(2), on a
P(A) = > P({w}) = > QU{w}) = QA).

weA weA

On en déduit donc que 'on a P = Q.
3. Soit (pi)1<i<n avec p; € [0,1] et Y7 | p; = 1.

On définit la fonction P

:P(Q2) = [0,1] par P(A) = >"7"; pixa(ws).

e On remarque en premier lieu que PP est bien définie : on a toujours P(A) € [0, 1].
e On a bien P({w;}) = p; par construction de P.

e On a bien P(Q) =",

p; = 1, donc P vérifie la condition ().

e Pour la preuve de la propriété (xx), cela est identique & la preuve du méme point pour la mesure de proba. uniforme.

e La preuve de 'unicité

REMARQUE 36 —

vient du point (7).

o Ainsi, pour définir une mesure de probabilité sur {1,...,n}, il faut et suffit simplement de choisir des

nombres réels py, ...

,Dn dans [0,1] et dont la somme vaut 1.

Avec cette proposition, nous pouvons donc construire trés facilement toutes les mesures de probabilités que
l’on veut sur un ensemble de mesure finie.
La partie difficile est ensuite le calcul de la probabilité P(A) pour une partie A donnée.

e Remarque de notation : Pour une mesure de probabilité P et pour w € 2, on calcule la probabilité du

singleton {w}.

La fonction P est définie sur P(Q) et pas sur Q, donc parler de "P(w)” n’a pas de sens!

EXEMPLE 37 — Loi de Bernoulli de paramétre p € [0,1] : B(p)
On prend un ensemble Q d deux éléments, et un nombre réel p € [0,1]. On pose

Q= {wi,wa} et pu, =P, Pu, =1—p.

Le singleton {p1} sera ainsi de probabilité p, et le singleton {p2} de probabilité 1 — p.

La mesure de probabilité associée modélise en particulier la chance pour une piéce de tomber sur Pile (ou Face)
dans un jeu de pile ou face.

Dans ce cas Q = {P, F} peut étre assimilé a {0,1}.

e Pour un lancer de piéce

N | =

avec une piece “équilibrée”, le nombre réel p sera égal a

On retrouve alors une mesure de probabilité uniforme.
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DEFINITION 3850it Q = {w1,...,wn} un ensemble fini, et P une mesure de probabilité sur Q.
Le n-uplet (P({w1}),...,P({wn})), wi € Q} est appelé loi de probabilité de P.

Nous avons vu que la loi de probabilité de P caractérise la fonction IP.
Cela est une facon bien plus pratique de définir et de manipuler une mesure de probabilités.

Différentes méthodes de tirages

Un grand exemple de mesure de probabilité est celui de I'urne contenant des boules de couleur.
Le modele général est le suivant : Une urne contient IV boules de k couleurs différentes, réparties en N7 boules
de couleur 1, Ny boules de couleur 2, ..., N boules de couleur k.

Nous appelons
N;

pi = N
la proportion de boules de couleur 1.
Tirons au hasard uniforme n boules de cette urne, n < N, et intéressons-nous a la répartition des couleurs dans
I’échantillon obtenu.
Nous notons par Py, p,...n, la probabilité d’obtenir n; boules de couleur 1, ny boules de couleur 2,... , nj boules
de couleur k, avec bien sur

ny+ne+...+ng=n.

Vous connaissez trois grandes facons de tirer les boules au hasard : tirage avec remise, tirage sans remise, tirage
simultané. Pour chaque tirage, I'ensemble €2 des résultats est différent.

En fonction de la situation, il faudra choisir le tirage qui correspond, sinon les calculs de probabilités ne seront
pas bons.

Tirage simultané Nous tirons n boules en méme temps.
L’ensemble 2 est alors ’ensemble de toutes les parties possibles de n éléments distincts, et le nombre de résultats
possibles est (V).
La probabilité recherchée est (apres calculs) :

N N
G G

~
pnlngv--nk

Dans le cas de deux couleurs, on a :
GGz
ni n—mni
—
(n)
EXEMPLE 39 — Si dans une usine de fabrication de piéces, nous savons que parmi N piéces usinées il y en a
2’

M qui sont a mettre au rebut, et si nous choisissons au hasard uniforme et simultanément un échantillon de n
pieces, alors la probabilité pour que cet échantillon contienne k picces défectueuses est

M\ (N-M
(o) G
N
(1)
Tirage sans remise Nous tirons maintenant successivement les boules de I'urne, mais sans les replacer dans
I’urne apres tirage.

L’ensemble ) de tous les tirages possibles est alors ’ensemble des listes de n éléments distincts parmi N, et le
nombre de cas possibles sera égal au nombre d’arrangements :

~
Pnin—ny =

N(N—=1)--(N—n+1)= A%,

Cependant, les événements que 'on regarde ne tiennent pas compte de 'ordre (on veut uniquement un certain
nombre de boules de chaque couleur). Le calcul des probabilités donne :

N N
DR 6 R 019
ninz--NE — N
(n)
On obtient ainsi la méme mesure de probabilité que celle du cas de tirage simultané.

Proposition : Le tirage sans remise et le tirage simultané sont deux fagons de "tirer au sort” qui sont équivalentes,
si 'on ne s’intéresse pas a ’ordre des éléments tirés.
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Tirage avec remise Les tirages sont successifs. Nous replagons la boule tirée dans I'urne avant le tirage suivant.
Nous pouvons donc tirer plusieurs fois la méme boule.

L’ensemble €2 est alors ’ensemble de tous les n-uplets d’éléments de 'urne.

Comme on a N boules au total, on a donc Card(§2) = N™.

On obtient apres calculs une probabilité de :

n1 Nk
_ml NN
o oniInglng! Nn

Pring.om

N
Dans le cas particulier ou £ = 2, on pose p = Wl = py. La probabilité vaut alors :

n1

n _
Pnin—mg = ( )Pnl(l _p)n "

Ezemples

EXEMPLE 40 — Les yeuz bandés, vous manipulez au hasard 7 fiches ou sont écrites les lettres E, E, T, B, R, L,
1. Quelle est la probabilité que vous écriviez le mot LIBERTE ?
1

nb de cas favorables __ < __
nb de cas possibles 7 - 2520
”

Le fait de dire “au hasard”, et de dire que [’on manipule toutes les fiches de la méme facon indique que la mesure
de probabilité que ’on choisit pour modéliser ’expérience est la mesure uniforme.

Solution :

EXEMPLE 41 — On tire au hasard quatre cartes d’un jeu de cinquante-deux cartes.

Quelle est la probabilité pour que, parmi ces quatre cartes, il y ait exactement deux rois ?

Solution : L’hypothése au hasard amene a modéliser cette expérience comme un tirage uniforme dans un certain
ensemble Q) qu’il faut préciser.

Ici, on prend pour €2 'ensemble des parties a 4 éléments de l’ensemble de 52 cartes. Le cardinal de €2 est donc
(52), et IP est la probabilité uniforme sur €.

4
Les résultats favorables sont les tirages qui contiennent exactement 2 rois, a savoir 2 rois et 2 cartes parmi les

4y (4
48 cartes autres que des rois. Ainsi, la probabilité cherchée vaut "2 cas Javorables _ (2)(5) .
) nb de cas possibles (52)

4

EXEMPLE 42 — On lance trois dés parfaitement équilibrés.
Montrer que la probabilité que la somme des points dépasse strictement dix est égale a la probabilité que cette
somme ne dépasse pas diz. (Cela permettra de construire un jeu parfaitement équitable.)
Solution : L’ensemble §) est ici I’ensemble des familles (a1, as,a3) de 8 nombres compris entre 1 et 6, {1,..,6}3,
muni de la probabilité P uniforme.
On remarque que

a1 +as+az > 10 < (77a1)+(77a2)+(77a3) < 10.

Ainsi, si A désigne [’événement “la somme des points est strictement supérieure a 107, nous remarquons que
Uapplication (a1, ag, a37) — (7 —a1,7—as,7— a3) est une bijection de A sur A.
Les événements A et A ont donc méme cardinal, et donc méme probabilité de réalisation (qui vaut donc %)

REMARQUE 43 — Une difficulté majeure dans ce genre de calculs combinatoires est de bien préciser le modéle
probabiliste (I’ensemble et la mesure de probabilité que 'on choisit).
De célebres paradoxes sont nés de cette difficulté.

EXEMPLE 44 — Rappelons le probléme du chevalier de Méré. Ce personnage marquant de la cour de Louis XIV
qui “avait trés bon esprit, mais n'était pas trés bon géométre” (cf. lettre de Pascal & Fermat du 29 juillet 1654)
était un joueur impénitent, toujours a la recherche de regles cachées lui permettant d’avoir un avantage sur ses
adversaires. Voici deux de ses régles.

1. 1l est avantageuz de parier sur Uapparition d’au moins un 6 en langcant un dé 4 fois de suite.

Cette regle est bonne puisque la probabilité de ’événement qui nous intéresse vaut
4
5 1
1—(=) ~0.5177 > —.

La différence avec 3 est faible, mais apte a fournir a long terme des gains assurés : le chevalier devait

jouer souvent...
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2. 1l est avantageuz de parier sur l'apparition d’au moins un double-sixz en lancant deux dés 24 fois de suite.

Cette regle est mauvaise, puisque la probabilité de [’événement cherché vaut :

24
35 1
1-1{ = =04914 < .

(36) 04914 < 2

Le Chevalier était donc moins heureuzx avec cette régle qu’avec la précédente. En fait, il s’était laissé abuser
par un soi-disant argument d’homothétie : en lancant un dé, il y a 6 résultats possibles, en lancant deux
dés, il y en a 6% = 36, soit 6 fois plus.

Comme il est avantageux de parier sur l'apparition d’au moins un 6 en lancant un dé 4 fois de suite, il
doit étre avantageuz de parier sur Uapparition d’un double-sixz en lancant deux dés 4 x 6 = 24 fois de suite.

17.4 PROBABILITES SUR UN ENSEMBLE DENOMBRABLE

On suppose dans cette section ) est dénombrable.

L’ensemble est en bijection avec N, donc nous pouvons numéroter ses éléments : Q = {w;, i € N}.
La proposition suivante généralise au cas dénombrable la proposition vue dans le cas fini.

On rappelle que la sigma-algebre considérée sur Q est 'ensemble P(€2).

PROPOSITION 45
Soit 2 un ensemble dénombrable.

+oo
1. Soit (pn)n>0 une suite de nombres réels tels que 0 < p,, <1 et an =1.
n=0
Alors il existe une unique mesure de probabilité P telle que pour tout A C €2, on ait

PA) = Y pa= 3 Plwn)).

wn€A wn€A
2. Soit IP une probabiité sur (2, P(£2)).
La fonction P est entierement caractérisée par ses valeurs sur les singletons, c’est-a-dire par la famille des

(P({wi})izo-

Preuve —

1. Existence : On définit la fonction P sur P(Q2) par P(A) = Z Dn.
wp €A

Z Pn = sup Z Pn

Rappelons que cette somme infinie vaut :

wn€A BCA, \B|<oowneB
—+oo
Cette somme de termes positifs est majorée par Z pn = 1, donc elle est finie.
n=0

e Ainsi, la fonction P est bien définie.
—+oo
e On remarque que 'on a P(Q) = Z pn = 1. Donc la propriété (x) est vérifiée.

n=0
Si A est un ensemble fini, on en déduit par additivité de P que
P(A) = > P{wn}).
wn€A

Enfin, si A C Q est dénombrable, alors A correspond & une suite extraite (Wy(n))n>0 de (Wn)n>o0-

Par o-additivité
+oo +oo
P(4) =P <U {wp<n)}> =D Potn)-
n=0 n=0

Ceci montre que si P existe, elle est uniquement déterminée. Il reste & montrer que IP vérifie bien les axiomes d’une probabilité :
® Soit (An)p>0 une famille dénombrable d’éléments de A deux a deux disjoints. On note A leur union.

P(A) = > pnzio( 3 pn) = P(Ap).

wnp €A k=0 \wn€AL k>0

Cela découle du théoréeme de sommation par paquets (voir chapitre Dénombrement). Ainsi la fonction P vérifie la propriété
(%), c’est donc une mesure de probabilité. Unicité : Si on avait IP et @ deux mesures de probabilité telles que

IP(A) = Z Pn = Q(A)7

wp €A

alors on a P = Q car ces fonctions sont égales sur P(Q).
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2. On pose pp = P({wn}).
Alors la famille (pn), >0 vérifie les conditions du point 1).
Par unicité de la mesure de probabilité associée aux (pn)n, on en déduit que pour toute partie A € P(Q2), on a

P(A) = > P{wn}),
wnp €A
ce qui montre que IP est entierement déterminée par sa valeur en les singletons.

|
0’ﬂ
EXEMPLE 46 — Soit > 0 et p, = e*"—'.
n!
1l est facile de vérifier que 0 < p, <1 et que
+oo . +oo on
YIS S
n=0 n=0
La suite (pn)nen définit une probabilité sur N, appelée loi de Poisson de paramétre 0 : P(0).
EXEMPLE 47 — Soit Q = Q = {wg, w1, ,wn, - } un ensemble dénombrable P une mesure probabilité sur 2,

et pp, = P({wyn}). Alors pour tout A € A, on a

P(4) = 3 pud, (A).

neN

La mesure de probabilité P peut donc s’écrire comme somme de la série de fonctions :

+oo
P = pude,.
n=0

Ainsi, toute mesure de probabilité sur un ensemble fini ou dénombrable peut s’écrire comme une “combinaison
)

convexe” de mesures de Dirac. (une combinaison convezxe est une combinaison linéaire avec tous les coefficients

positifs ou nuls, et dont la somme vaut 1)

17.5 CONDITIONNEMENT ET INDEPENDANCE

La notion de conditionnement est 'une des plus fructueuses de la théorie des probabilités (de regarder des
résultats 7a condition que”, "sachant que”).
L’idée de base qui permet de comprendre de cette notion est la suivante : une information supplémentaire sur

I’expérience modifie la vraisemblance que I'on accorde a ’événement étudié.

EXEMPLE 48 — Cherchons, pour un lancer de deux dés équilibrés, la probabilité de I’événement “la somme est
supérieure ou égale a 10”. Elle vaut

1 . ) .
"5 sans information supplémentaire.

1
"3 st l’on sait que le résultat du second dé est 6

- 0 si l’on sait a priori que le résultat d’un des dés est 2.

Pour obtenir ces résultats, nous avons dans chaque cas calculé le rapport du nombre de résultats favorables sur le
nombre de cas possibles.

1l est a chaque fois indispensable de bien définir ’espace probabilisé associé a 'expérience en tenant compte des
informations a priori.

On remarque que l'information a priori change la valeur de la probabilité de I’événement aléatoire. (c’est le méme
événement, mais regardé ici sur des espaces probabilisés un peu différents)

L’approche pour donner un sens mathématique a cette notion se base a nouveau sur la notion de fréquence
d’apparition.
Cela donne la définition suivante.

DEFINITION 49

Soit (92, A, P) un espace probabilisé.

Soit A, B € A deux événements, avec P(B) > 0.

On appelle la probabilité conditionnelle de A sachant B le nombre

PAE) = Po(4) = 5
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Pour B donné, la fonction P(.|B) définit encore une mesure de probabilité.

PROPOSITION 50
Soit (2, A, P) un espace probabilisé.
Soit B € A une partie telle que P(B) > 0. Alors,
1. La fonction P(.|B): A€ A— P(A|B) = % € [0,1] est une mesure de probabilité sur .
On ’appelle mesure de probabilité conditionnelle sachant B.
2. Soit A€ A.SiP(A) >0et P(B)>0,0na

P(A|B)P(B) = P(AN B) = P(B|A)P(A).

Preuve — o Comme P(B) > 0, il est clair que 0 < P(A|B) < 1, donc P(.|B) est bien définie.
e De méme, on a P(Q|B) = 1.

e Soit (An)n>0 une famille d’élements de A qui sont deux & deux disjoints.

Alors (Ap, N B),>0 est encore une famille d’éléments de A deux & deux disjoints.

Par o additivité de PP, on obtient

P (UnZO(An N B)) . ZRZO ]P(ATL n B) _

P(|J An|B) = = = P(Ax|B).
w30 P(B) P(B) =0
Cela montre bien que IP(.|B) est une mesure de probabilités.
Le point 2) découle de la définition de la probabilité conditionnelle. O

PROPOSITION 51 (Formule des probabilités composées)

Soit (€2, 4, P) un espace probabilisé.

Soient Ay,..., A, € A tels que P(AyNAsN---NA,_1)>0.
Alors, on a

P(A; N Ay NN Ay) = P(Ay)P(As|Ay)P(As| Ay N Ag) - P(An|Ar N As N -0 Ap_y).

Preuve — Par hypothese, on a P(A1 N... N Ag) > 0 pour tout 1 < k < n.
On peut alors écrire le télescopage suivant :

nm*_ ,P(A1N...NA4; P(AiNn...NA
P(A1NAzN...NAy) = =L (A1 i) =IP(A1)HZ:2¥-
H?ZlIP(Alﬂ...ﬂAj) PAiN...Ag_1)

Cela donne le résultat. 0

Pour A, B € A deux événéments sur €2, regarder la probabilité conditionnelle de A sachant B ne donne qu’une
information partielle sur la probabilité de A.
Avec suffisamment d’événements B bien choisis (en utilisant des partitions), on peut arriver a retrouver P(A).

DEFINITION 52 (Partition)Soient Q un ensemble, n € N*, et Ay,..., A, des parties de .
On dit que la famille (A1, ..., A,) est une partition de Q si :

1. Les A; sont deux a deux disjoints : A;NA; =0, Vi,je{l,...,n} t.q. i #j

2. La réunion des A; vaut Q : U A; = QL

DEFINITION 53 (Systéme complet d’événements)Soit (2, P) un espace probabilisé.
Soit (B1, ..., By) une partition de Q, telle que P(B;) > 0 pour chaque 1.
Une telle partition est appelée systéme complet d’événements.

PROPOSITION 54 (Formule des probabilités totales)
Soit (€2, .4, P) un espace probabilisé, et soit (B;);c; un systéme complet d’événements de €.
Alors, pour tout A € A, on a

P(A) =Y P(ANB;) =Y P(A|B)P(B;).

i€l icl

Preuve — Nous avons A = [J;c;(A N B;). Par hypothese, les ensembles (A N B;) sont deux-a-deux disjoints, et par ailleurs
P(AN B;) = P(A|B;)P(B;). La o-additivité donne le résultat. O

THEOREME 55 (Formule de Bayes)
Soit (€2, A4, P) un espace probabilisé, et soit (B;);c; un systéme complet d’événements de €.
Soit A € A tel que P(A) > 0. Alors, on a

P(A|B;)P(B;)

P(B;]A) = > ,>0 P(A[B))P(B;)

, Viel.
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Preuve — On sait d’apres la proposition précédente que Zj>0 P(A|Bj)P(Bj) = P(A), et par définition d’une probabilité conditionnelle
on a

(AN Bi) _ P(A[Bi)P(Bi)

P(A) P(A) '

P(B;A) = ¥
O

Remarque : Notre intuition habituelle est tres mauvaise quand il s’agit d’estimer certaines probabilités condition-
nelle!
La formule de Bayes est le résultat qui permet de mettre cela en évidence.

EXEMPLE 56 — Un individu est tiré au hasard dans une population ot on trouve une proportion 10~% de
séropositifs. On lui fait passer un test de détection de la séropositivité.
Par ailleurs, des essais antérieurs ont permis de savoir que la probabilité d’avoir un résultat positif lors du test si
Uindividu est séropositif est 0,99 (c’est la sensibilité du test, la proba de vrais positifs), et que celle d’avoir un
résultat positif si l'individu n’est pas séropositif est de 0,001 (0,999 =1 — 0,001 est la spécificité du test, la proba
de vrais négatifs).
Sachant que le test donne un résultat positif, quelle est la probabilité pour que l’individu soit vraiment séropositif ?
Solution : Considérons les événements A “lindividu est séropositif”, et B “le test de détection donne un résultat
positif”.
Les données de I’énoncé fournissent P(A) = 1074, donc P(A) = 0,9999, ainsi que P(B|A) = 0,99 (vrai positif)
et P(B|A) = 0,001 (fauz positif).
Nous trouvons alors
P(ANB)
P(B)

P(B|A)P(A)

P(B|A)P(A) + P(B|A)P(A)
0,99 x 1074

— ~ 0,09
0,99 x 104 + 0,001 x 0,9999 ’

P(A|B) =

Contrairement a 'intuition, cette probabilité est plutot faible (0.09 = % =9%).

La proportion de gens séropositifs est trés faible, ce qui fait que méme si le test détecte trés bien la maladie, le
volume de fauz positifs est finalement bien plus important que le volume de vrais positifs.

Dans cette population, ce test, bien que trés efficace, n'est pas extrémement fiable (le test seul n'est pas suffisant

pour vraiment savoir si on est séropositif ou pas).

EXEMPLE 57 — On classe les gérants de portefeuilles en deux catégories, les bien informés et les autres.
Lorsqu’un gérant bien informé acheéte une valeur boursiére pour son client, on peut montrer par une étude
préalable que la probabilité que le cours de cette valeur monte est de 0, 8.

Si le gérant est mal informé, la probabilité que le cours descende est de 0, 6.

On sait par ailleurs que si 'on choisit au hasard un gérant de portefeuille, il y a une chance sur 10 que celui-ci
soit un gérant bien informé.

Un client choisit au hasard un gérant dans Uannuaire, et lui demande d’acheter une valeur. Sachant que le cours
de cette valeur est monté, cherchons la probabilité pour que le gérant soit mal informé.

Solution : Notons M [’événement “la valeur monte” et I I’événement “le gérant est bien informé”.

Par la formule des probabilités totales, la probabilité que la valeur monte vaut

P(M)=P(M|P(I)+P(M|I)P(I)=0,8 x 0,1+0,4 x 0,9 =0,44.

La formule de Bayes donne alors

P(MTP(T)  0,4% 0,9
P(M) 0,41 0818

P(I|M) =

17.5.1 Evénements indépendants

La notion d’indépendance est un outil absolument fondamental en probabilités.

Intuitivement, deux événements A et B sont indépendants si le fait de savoir que A est réalisé ne donne aucune
information sur la réalisation de B, et réciproquement.
L’indépendance est modélisée mathématiquement par cette définition.

DEFINITION 58
Soient (£2,.4,P) un espace probabilisé, et A, B € A deux événements.
On dit que les événements A et B sont indépendants si P(A N B) = P(A)P(B).
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REMARQUE 59 —
1. SiP(A) >0 et P(B) > 0, alors

P(AN B) = P(A)P(B) < P(A|B) = P(A) & P(B|A) = P(B).

Ainsi, si A est indépendant de B, la probabilité de voir A réalisé ne dépend pas de la réalisation de B, et
réciproquement.
2. La notion d’indépendance est une notion qui dépend totalement de la mesure de probabilité PP.

Cette notion n’a rien & voir avec les opérations ensemblistes dans P(S).
Par exemple, cela n'a rien & voir avec le fait que A et B soient disjoints ou non. (Cf. Exemple ci-dessous).

EXEMPLE 60 —

1. On lance 3 fois de suite un dé équilibré.
Si A; est un événement qui ne dépend que du i-éme lancer, alors Ay, Aa, As sont indépendants (pour la
mesure uniforme).

2. Si deuz événements A et B sont disjoints mais pas de probabilité nulle, on a alors P(ANB) =P(0) =0 et
P(A)P(B) > 0.
Donc A et B ne sont pas indépendants pour la mesure de probas P. (par exemple A = {faire Pile} et
B = {faire Face} dans un jeu de Pile ou Face équilibré)

8. On tire une carte au hasard uniforme dans un jeu de 52 cartes.

A = {la carte est une dame}; B = {la carte est un coeur}.

4 1
1l est facile de voir que P(A) = L P(B) = £, et
1
P(AN B) =P({la carte est la dame de coeur}) = 5= P(A)P(B).

Ainsi, les événements A et B sont indépendants pour la mesure uniforme P.
4. Supposons maintenant que le jeu de cartes soit trafiqué.
Soit Q la nouvelle mesure de probabilité correspondant au tirage de cartes. Supposons que

1

1 1 1
Q({dame de coeur}) = 3 Q({ autre carte}) = 3 X5 = 103"

Alors
1 3 1 12

QUANB) = 3 # QUAQB) = (5 + 105) x (3 + 105

Les événements A et B ne sont pas indépendants pour la mesure de probas Q.

ProrosiTion 61
Soient (€2, A, P) un espace probabilisé, et A, B € A deux événements.
Si A et B sont indépendants, alors il en est de méme de A et B, A et B, A et B.

Preuve — Supposons A et B indépendants.

P(A) =P(ANB)+P(ANB) = P(ANB) =P(A) - P(A)P(B) = P(A)P(B)
Donc A et B sont indépendants.

P(A) =P(ANB)+P(ANB) = P(ANB) =P(A) - P(A)P(B) = P(A)P(B)

ot 'on a appliqué la premiére partie de la preuve & A et B.

Les deux derniers cas s’en déduisent immédiatement. O

La notion d’indépendance se généralise a une famille finie ou dénombrable d’événements de la maniére suivante.

DEFINITION 62
Soient (€2, A, P) un espace probabilisé, et (A, )n>0 € AN une famille d’événements.
On dit que cete famille est indépendante si

P(Ai;, NN Ay) =P(A;) - P(A,)
pour toute famille finie finie (i1, - ,i) d’entiers, avec i1 < iy < ... < ig.

REMARQUE 63 — Il faut faire tres attention avec cette définition.
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1. Pour que la suite (A, B,C) soit indépendante, la propriété doit étre vérifiée pour toutes les intersections de
deux ensembles et lintersection des 3 ensembles. Il ne suffit pas d’avoir

P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C).

Par exemple, prenons un lancer de 1 dé avec A ={1,2,3}, B={2,4,6} et C = {1,2,4,5}.

Nous avons P(A) = %, P(B) = %, P(C) = 2

Ainsi, nous avons bien P(ANBNC) = IP(:il)IP(B)]P(C), mais P(AN B) # P(A)P(B), donc la famille
(A, B,C) n’est pas indépendante.

2. Il ne suffit pas non plus que les événements soient indépendants deux a deuz.
Par exemple, on joue 2 fois a Pile ou Face (avec piéce équilibrée) et on considére les événements A = {
Face au premier lancer }, B = { Face au deuziéme lancer } et C = { les deux tirages donnent le méme
résultat }.

On vérifie que ces événements sont deux o deux indépendants, mais par contre on a P(ANBNC) #
P(A)P(B)P(C), donc la famille (A, B,C') n’est pas indépendante.

17.5.2 Lemme de Borel-Cantelli

On termine ce chapitre par un résultat aux conséquences vraiment surprenantes et qui permet de mieux
comprendre la notion d’indépendance.
Nous commencons par définir la limite supérieure et inférieure d’une suite de parties d’un ensemble.

DEFINITION 64
Soient € un ensemble, A une o-algebre, et (A, )nen une suite d’éléments de A.
On définit la limite supérieure de la famille (A,),, comme I’ensemble

limsup A4,, = m U A, | €A,

P \n=>p

et la limite inférieure de la famille (A,,),, comme I’ensemble

liminf A,, = U ﬂ A, | € A
" P n>p
REMARQUE 65 —

1. L’ensemble limsup,, A,, est ’ensemble des w qui apparaissent une infinité de fois parmi les A,,.
Inversement, on a w ¢ limsup,, A,, ssi w appartient & au plus un nombre fini de A,,.
On peut remarquer que la suite des (Uan A,)p est une suite décroissante.
L’ensemble limsup,,(A,,) est donc une limite de suite décroissante pour linclusion.
2. L’ensemble liminf,, A, est l’ensemble des w qui apparaissent dans tous les A, a partir d’un certain rang p
(pour tout n > p).
On peut remarquer que la suite des ([, An)p est croissante.
L’ensemble liminf, (A,) est donc une limite de suite croissante pour linclusion.
3. On peut aussi remarquer que liminf, (A,) C limsup,,(A,).
Ces ensembles ne sont en général pas égaux.

4. Comme le passage au complémentaire change les unions en intersections, et les intersections en unions, on
montre facilement que liminf,,(A,) = limsup,,(A,).

Le lemme de Borel-Cantelli nous permet de déterminer facilement la probabilité de limsup,,(A4,) dans certaines
situations.

THEOREME 66 (Lemme de Borel-Cantelli)
Soient €2 un ensemble, A une o-algebre, et (A, )nen une suite d’éléments de A.
1. Siona » P(A,) < +oo, alors P(limsup,, 4,) = 0.
n>0
2. Si la famille (A,,)n>0 est indépendante, alors on a

Y P(4,) = +oo implique P(limsup A,) = L.

n>0
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17.5. CONDITIONNEMENT ET INDEPENDANCE

Preuve —

1. Comme la suite (Un>p An> est décroissante, par propriétés de la mesure P on a
= j2

n>p

IP(limnsup Ap) = p_lirfoo P ( U An> < p_lir_'r_looglP(An).

Si la série Z P(A,) est convergente, le reste de cette série tend vers 0. Donc, on a P(limsup A,) = 0.
n>0

2. Supposons maintenant que les A, soient indépendants et que la série Z P(Ay) diverge.

n>0
Soit m un nombre entier. Nous avons a
m
m m m m - ZIP(A’)
P (U Ai> =1-P (ﬂAZ) =1-[[P@A)=1-JQ-P(A)) >1—¢ =P
i=p i=p i=p i=p

grace a l'inégalité 1 —x < e™* pour « > 0.
Ainsi, en passant a la limite on obtient
“+oo
Foo - P(A;)
i=p

On a donc IP(U;;"; A;) =1 pour tout p > 1. Comme la suite des (U:;o;’ A;)p est décroissante et converge vers limsup,, (An),
les propriétés de P nous donnent P(limsup,, An) = limp_ 4o P <Un>p An> =1.

O

REMARQUE 67 —

1. Il est clair que le point 2) est totalement fauz dans le cas ow la famille n’est pas indépendante.
On peut prendre, par exemple, tous les A, égauz a un méme événement A de probabilité P(A) €]0, 1].

2. Le théoréme montre que si la suite (A, )n>0 est indépendante, alors limsup,, A,, est de probabilité 0 ou 1
sutvant que la série Z P(A,) converge ou diverge.
n>0
3. Le lemme de Borel-Cantelli porte sur limsup,,(A,,). Attention ¢ ne pas confondre limsup et liminf /

4. On peut parfois calculer P(liminf,, (A,)) avec Borel-Cantelli en utilisant le fait que liminf, (A,) =
limsup,, (A4y,).

EXEMPLE 68 — Supposons que vous vous installez les yeux bandés devant votre clavier et que vous tapez
indéfiniment (de facon dénombrable) sur les touches au hasard (probabilité uniforme).
Prenons M un mot de longueur I, et pour k > 1 définissons l’événement Ay, : “les lettres lk a k(14 1) — 1 forment
le mot M”
En prenant P la mesure de probabilité uniforme sur notre ensemble dénombrable, cette famille d’événements est
alors indépendante.
On a de plus P(A1) > £ > 0, et P(Ay) = P(A1) (la proba de Ay, ne dépend pas de k).

—+oo
Cela donne donc ZIP(Ak) = +00.

k=0
On peut donc appliquer le lemme de Borel-Cantelli pour obtenir que la probabilité que le mot M apparaisse une

infinité de fois est de 1. (c’est un événement P-presque sir, et ’événement contraire est de probabilité nulle).
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Chapitre 18 Variables aléatoires
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18.1  VARIABLES ALEATOIRES

Maintenant que nous avons défini les espaces probabilisés (2, A, P), nous allons pouvoir définir les variables
aléatoires.

DEFINITION 1

Soit (92,.A,P) un espace probabilisé. Soit (F, F) olt un ensemble muni d’une o-algebre.

Soit X : Q — F une fonction.

On dit que X est une variable aléatoire de (2, A, P) dans (F,F) siona X (B) € A, VB € F.

REMARQUE 2 — Le nom donné, qui est utilisé maintenant couramment, n’est pas le mieux choisi : une variable
aléatoire, malgré son nom, n’est pas une variable, mais une fonction (une fonction en la variable w € Q).

Une variable aléatoire est une fonction!

On peut abréger le nom ™wariable aléatoire” en v.a..

Faisons un exemple.

EXEMPLE 3 — Etudions un lancer de deuz dés équilibrés.

Dans ce cas, l'ensemble des états est @ ={(i,7):1<i<6;1<j<6}.

On a alors aussi A = P(Q). Puisque les dés sont équilibrés, on prend pour P la mesure de probabilité uniforme.
Pour A C Q un événement, on a donc

A
P(A) = card .
36
L’application X : Q — {1,2,--- 12} définie par
X(i,j)=1i+3]

est la variable aléatoire “somme des résultats des deux dés”. Elle a pour loi

nombre de couples (i,7) tels que i +j € B
36 '

Px(B) =

On peut associer & une variable aléatoire X une mesure de probabilité, de la facon suivante.
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18.2. VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

PROPOSITION-DEFINITION 4

Soient (€2, A, P) un espace probabilisé et (F, F) un ensemble avec une g-algebre. Soit X : Q — F une variable
aléatoire.

On définit la fonction Px : F — [0, 1] par

Px(B) = P(X Y(B)) =aey P(X € B).

Alors, la fonction P x est une mesure de probabilité.
Cette mesure de probabilité est appelée loi de la variable aléatoire X.
Dans le langage probabiliste, on notera aussi Px (B) =45 P(X € B).

Preuve — Comme X est une variable aléatoire, tous les X ~!(B) sont des éléments de A, donc la onction Px est bien définie.
On rappelle que .
X7H0) =0, X~1(F) =9, X~1(B) = X~ 1(B),

XN A) =X M4, xH(J4) =X (4.
Comme F est une o-algebre sur F', on montre alors facilement que IPx est une mesure de probabilité. (elle vérifie (x) et (xx)) O

La loi d’une variable aléatoire X donne énormément d’informations sur la variable aléatoire X, tout comme la
loi d’une mesure de probabilité P (si  fini ou dénombrable) donne énormément d’informations sur IP.

EXEMPLE 5 — Dans l’exemple précédent du lancer de deux dés équilibrés, et pour X la variable aléatoire "somme
des deux faces obtenues”, la loi de probabilité de X, Px, est une mesure de probas sur l'ensemble {2,...,12}.
On a par exemple

Px({2)) = Px({12) = o, Px({8) = o, Px({5}) = o

REMARQUE 6 — Pour une expérience aléatoire donnée, en faire une modélisation mathématique implique de
trouver une o-algebre F sur ’ensemble d’arrivée F telle que X ~1(B) € A, pour tout B € F.
Cette o-algébre F peut étre a priori diffcile a décrire.

Donnons quelques exemples d’expériences aléatoires classiques que ’on va chercher & modéliser en mathématiques
avec des espaces probabilisés et des variables aléatoires.

EXEMPLE 7 —

1. Le nombre de 6 obtenus dans un lancer de 3 dés équilibrés.
Les espaces sont Q = {1,...,6}%, A=P(Q), P la mesure uniforme sur 2, F ={0,1,2,3}, F = P(F).
La variable aléatoire est X : (a1, a2,a3) € Q +— xe(a1) + xe(az) + xs(az) € F.

2. Le nombre d’appels dans un central téléphonique pendant une heure F' = N.

3. La distance du point atteint par une fleche fléche par rapport centre de la cible (cible de 15 em de rayon) :
F =10,15].

4. La valeur mazimale du priz d’un actif sur un intervalle de temps donné : F = R.

En général, U'ensemble F sera un ensemble fini ou dénombrable, ou R ou R%, ou un ensemble un peu plus
particulier.

REMARQUE 8 —

e Si l’ensemble Q est fini ou dénombrable, on utilise A = P(Q).

Ainsi, pour toute fonction X : Q@ — F et pour tout B € F, on a X~ Y(B) € P(Q).

On a donc montré que toute fonction sur un ensemble fini ou dénombrable est une variable aléatoire !

e Si cette fois l’ensemble X () est fini ou dénombrable (ce qui sera souvent le cas dans le cours), alors la
o-algébre F contient P(X(Q2)).

De plus, la condition X ~1(B) € A, VB € F, se réduit a

Ve e F, X '({z}) € A

Ceci nous conduit a la notion de variables aléatoires discrétes

18.2  VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

DEFINITION 9

Soient (2,4, P) un espace probabilisé et (F,F) un ensemble avec une o-algebre.

Soit X : Q — F une variable aléatoire.

Si X (£2) est un ensemble fini ou dénombrable, on dit que X est une variable aléatoire discréte.
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18.3. ESPERANCE DES V.A. DISCRETES REELLES

REMARQUE 10
e Une variable aléatoire discrete est une variable aléatoire qui prend un nombre fini ou dénombrable de valeurs.
e Pour X : Q — F une fonction telle que X(Q) est fini ou dénombrable, X est une variable aléatoire si et
seulement si X ' ({z}) € A, pour tout x € X ().

e 5i Q) est fini ou dénombrable, on sait alors automatiquement que toute fonction X : Q@ — F' est une variable
aléatoire discréte.

ExXEMPLE 11 (Fonction indicatrice) —

Soit (Q, A, P) un espace probabilisé. Soit A € A.

On définit 14 (ou xa) la fonction indicatrice de A, par 14(w) =1 siw € A et 0 sinon.

Alors la fonction 1 4 est une variable aléatoire discrete sur (0, A, P).

Ces variables aléatoires sont les v.a. les plus simples que 'on puisse construire (avec les v.a. constantes).
Elles sont extrémement utiles dans les calculs. (pour des sommes, produits, découpages en partition)

On a par ezemple que Py, ({1}) = P(1,' ({1}) = P(A).

On rappelle que quand € est fini ou dénombrable, une mesure de probabilité P sur 2 sera caractérisée par les

po = P({w}) (par sa loi).

Cela n’est pas vrai quand 2 est infini non dénombrable. Mais, si X est une v.a. discrete sur {2, on peut quand
méme déterminer la mesure P x avec la probabilité de singletions.

C’est ce que nous donne le résultat suivant.

ProrosiTiON 12
Soient (2,4, P) un espace probabilisé. Soit X : 2 — F une variable aléatoire.

e Si () est fini ou dénombrable, alors pour tout y € F', on a

Px({y}) =P(X'({y)P{w ta. X(w)=y}) = > P({w)).

w, X(w)=y

Dans le langage probabiliste, on notera aussi Px ({y}) =aey P(X = y).
Quand € est fini ou dénombrable, on peut calculer toutes les probabilités de la forme P(X = A) en utilisant
la probabilité de tous les singletons {w}.

e Si F' est dénombrable, alors la loi de la v.a. X est caractérisée par la famille des (Px ({y})) yicr-

—_

EXEMPLE 13 — Une variable aléatoire X de loi uniforme sur {1,--- ,n} a pour loi la famille (—=)1<k<n-

3

18.3 ESPERANCE DES V.A. DISCRETES REELLES

DEFINITION 14

Soient (9, A,P) un espace probabilisé et (F, F) un ensemble avec une o-algebre.
Soit X : Q — F une variable aléatoire.

Si F' est inclus dans R on dit que X est une variable aléatoire réelle.

On pourra abréger ce nom en v.a.r..

Dans la majorité des exemples que nous avons vus, les variables aléatoires étaient réelles.
Les variables aléatoires étaient aussi discretes.
Nous allons donc nous intéresser aux v.a.r. qui sont discretes.

Motivation : Considérons X une variable aléatoire réelle, définie sur un ensemble €2 fini ou dénombrable.

On peut en général répéter 1'expérience aléatoire associée a X autant de fois que 'on veut. Pour n répétitions de
Iexpérience X1, ... , X,, les valeurs successives prises par X.

Pour avoir une idée du comportement de la variable X, il est naturel de considérer leur moyenne arithmétique

1
My = — (X1 + ot Xn).

En regroupant suivant les différents résultats y de I’expérience, nous obtenons

M, = > fual{y}y,

yeX(Q)
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18.3. ESPERANCE DES V.A. DISCRETES REELLES

ou fr,({y}) est la fréquence de réalisation du résultat {y} au cours des n expériences, c’est-a-dire de la fréquence
de réalisation de I’événement X ~!({y}) (dans I'’ensemble de départ Q).

D’apres le précédent raisonnement intuitif sur P(X ~*({y})), vue comme une mesure de la fréquence de réalisation
de cet événement, on peut supposer que f,({y}) converge vers P(X~1({y})) = Px({y}) que I'on note aussi
P(X =vy).

Et si on peut de plus intervertir la somme et la limite dans l’expression ci-dessus (par exemple vrai si X prend
un nombre fini de valeurs), alors la suite (M, )nen- converge vers

> By =Y f{yhy

yeEX(Q) yeEF

L’espérance d’une variable aléatoire, ou moyenne, est a percevoir comme la limite de ses moyennes arithmétiques,
lorsque le nombre d’expériences tend vers I’infini.

DEFINITION 15
Soient (2, 4, P) un espace probabilisé et X : ) — F' une variable aléatoire réelle discrete.
Si la somme Z ly|P(X = y) est finie, on dit que X est d’espérance finie (pour la mesure P).
yer
On appelle espérance de la v.a. X le nombre E(X) = Z yP(X =
yeF

REMARQUE 16 —

1. On a besoin de supposer que X est une v.a. discréte pour que la famille des (yP(X = y))yer posséde au
plus un nombre dénombrable de termes non-nuls.

2. On peut remarquer que le nombre réel B(X) ne dépend que de la loi de X (de la famille (Px ({y})ycr-

3. L’hypothese de convergence absolue de Z yP(X =vy), permet de s’assurer que la somme est indépendante
yeF
de lordre de sommation.
4. Le terme d’espérance (introduit par Pascal) fait référence aux problémes de jeux et d’espérance de gain.
(au fait d’espérer gagner de l’argent en jouant longtemps & un jeu de hasard)

5. Si la variable aléatoire X est d’espérance finie, alors la fonction | X|, qui est aussi une v.a.r., est d’espérance
finie.
En effet, on a E(|X]) = Z ly|P(X =y) < +o0.
yeF

Les v.a. réelles sont des fonctions & valeurs dans R. On peut donc les additionner (X +Y), les multiplier par une
constante (aX), mais aussi les multiplier entre elles (XY'), ou les composer par une fonction réelle (f(X), pour
f:R—=R).

Dans le cas ou X, Y sont discretes, toutes ces opérations définissent encore des v.a.r. discretes. ( A vérifier.)
On peut alors étudier ce qui se passe par rapport a ’espérance, et par rapport au fait d’étre intégrable.

Les sommes finies ou dénombrables qui apparaissent dans I’espérance sont liées aux intégrales. La définition
suivante va permettre de relier ces notions.

DEFINITION 17

Soit (€2, .4, P) un espace probabilisé. Soit X une v.a. réelle discrete sur .

Si X est d’espérance finie, on dit aussi que X est intégrable.

On note L'(Q, A, P) I'ensemble de toutes les v.a. réelles discretes intégrables (sur (£, A, P)).

Avec ce point de vue, nous allons continuer a étudier les ensembles de v.a.r. discretes comme des ensembles de
fonctions.

Quand I'ensemble © et la mesure de probabilité IP sont clairs, on utilisera parfois 'abréviation L' pour L'(£, A, P).
Attention, dans ce chapitre toutes les v.a. que 'on consideérera intégrables/de carré intégrable/etc seront discrétes.

PROPOSITION 18
Soit (€2, A4, P) un espace probabilisé. Alors

1. L'(Q, A, P) est un R-espace vectoriel.

2. L’espérance I : L' (Q, A, P) — R est une forme linéaire. On a E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y), VX,Y €
L', Ya,b e R.
3. Ona X € LY(Q, A, P) ssi | X| € LY(Q, A, P). De plus, on a |[E(X)| < E(]X]).
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18.3. ESPERANCE DES V.A. DISCRETES REELLES

4. L’espérance est positive : Si X >0 (i.e. X(w) >0 Vw) et X € L', alors on a E(X) > 0.
5. Soient X, Y € L! avec X <Y. Alors on a E(X) < E(Y).

6. L'(Q, A, P) contient toutes les variables aléatoires réelles bornées. (les fonctions X telles que |X| < b pour
un b € R).

7. Si X est une v.a.r. constante (X = a pour un a € R), alors E(X) = a.

8. Si O est fini, alors L'(Q, A, P) contient toutes les v.a. réelles, ce qui est aussi égal & ’'ensemble de toutes
les fonctions de € vers R.

Preuve — On démontre chaque point en utilisant la définition de ’espérance et la définition des v.a. discretes.

Aucun de ces résultat n’est difficile & obtenir. O

REMARQUE 19 —

e Ces propriétés font fortement penser a celles des espaces vectoriels normés (voir Analyse 4), en utilisant la
fonction X — E(|X]).
Mais, en général, cette fonction n’est pas une norme.
On montre facilement que l'on a E(|X|) = 0 si et seulement si (X(w) =0 ou P({w}) = 0, pour tout w € Q2),
si et seulement si P(X = 0) = 1.(A vérifier.)
Ainsi, si la probabilité de certains singletons vaut 0, il existe des v.a. X dont l’espérance vaut 0.
Par exzemple, sur {1,2,3} si on prend P de loi (0, 3, %), alors la fonction indicatrice X = §1(.) est une
fonction qui est non-nulle mais telle que E(]X]) = 0.

e La fonction E(|.|) est appelée une semi-norme. Elle vérifie toutes les propriétés d’une norme, sauf celle
pour le cas nul.

e SiQ nest pas fini, on peut avoir des v.a.r. discrétes qui ne sont pas intégrables.
Pour Q=N et P de loi (%, %, %, ...), la fonction X : w — 2% est bien définie et est une v.a.r. discréte (car
Q est dénombrable).
Par contre, son espérance est infinie car P({n}).X(n) = Q%ﬁ =1 (et la famille (3)n>0 n'est pas sommable).
Donc X n’est pas intégrable.

EXEMPLE 20 — Soit (2, A, P) un espace probabilisé. Soit A € P(2). Pour 14 la fonction indicatrice de A, cette
v.a. réelle est bornée, donc intégrable, et on a

E(L4) = P(A).

Cela donne donne un lien trés utile entre la probabilité d’un événement et I’espérance d’une variable aléatoire.

La définition d’espérance utilise une somme sur ’espace d’arrivée F', somme qui est dénombrable car la v.a. X
est discrete.

Mais si I'ensemble €2 est fini ou dénombrable, ne peut-on pas décomposer chaque terme P(X = y) en une somme
sur des parties de 2, et exprimer ’espérance comme une somme sur chaque w € 7

C’est ce que nous allons démontrer.

18.3.1 Lemme de transfert, théoréme de transfert

THEOREME 21 (Lemme de transfert)

Soit (2, P(£2),P) un espace probabilisé fini ou dénombrable. Soit X : 2 — F une v.a. réelle sur €2, qui est
d’espérance finie.

On a alors la formule fondamentale suivante :

E(X) =) yP(X=y) =Y p.X(w)

yeF weN

Preuve — Par hypothese d’espérance finie, la famille des yIP(X = y) est sommable. Comme Q est dénombrable, la famille des p, X (w)
est dénombrable.
On pose alors les ensembles Ay = X ~!(y). Ces ensembles (pour y € X (Q)) forment une partition de Q (les autres Ay sont vides), et

le théoreme de sommation par paquets nous permet d’obtenir le résultat. O

EXEMPLE 22 — Un nombre m est choisi au hasard uniforme entre 1 et 10, et nous devons deviner ce nombre en
posant des questions auxquelles il ne sera répondu que par oui ou par non.
Calculons Uespérance du nombre N de questions nécessaires dans les cas suivants :
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1. Premier cas : la question numéro i “Est-ce que m =1 ?”.
Awvec ce choix de questions, on obtient

1
P(N = k) = P( le nombre k a été choisi) = 0

Ainsi, l’espérance de N vaut :

10
10(10+ 1 1 11
E(N):ZkIP(N:k):i( 5 ) X5= 5
k=1

2. Deuxiéme cas : Avec chaque question, nous essayons d’éliminer a peu pres la moitié des réponses possibles,
avec le protocole suivant : Est-ce que m <5¢m <27? (resp. m <7%), m <472 (resp. m<97?).
Alors, il faut 3 questions pour trouver 1, 2, 5, 6, 7 et 10. Et il faut 4 questions pour trouver 3, 4, 8 et 9.
L’espérance de N dans ce cas vaut donc

E(N)=3x > 14y 21T
10 10 5
L’espérance dans le second cas est strictement inférieure. L’interprétation est que la seconde stratégie va
“en moyenne” permettre de trouver le nombre m en moins de questions qu’avec la premiére stratégie.
L’espérance donne le nombre "moyen” de questions qu’il faudra poser pour trouver m. Elle ne dit par contre
rien sur le nombre minimal ni le nombre mazximal de questions que 'on peut avoir a poser pour trouver m.

REMARQUE 23 —

e Dans le lemme de transfert, il est absolument nécessaire que €2 soit fini ou dénombrable.

e La somme des p, X (w) peut avoir un sens si Q n’est pas dénombrable (par exemple quand Q =R et A = B(R)),
mais elle ne sera en général pas égale a E(X).

e La raison : Quand est 2 non-dénombrable, il existe des mesures de probabilité P telles que P({w}) = 0 pour
tout w € Q (la probabilité de chaque singleton est nulle).

Mais comme la mesure doit vérifier P(2) = 1, on se retrouve avec 1 = P(Q) # > o P({w}) =0.

e Dans la théorie générale des probabilités discrétes, on remplace la deuxiéme somme du théoréme de transfert
par une intégrale.

Cependant il faut d’abord avoir construit cette intégrale, et construit beaucoup d’outils en plus, et ce n’est pas du
tout l'objectif de ce cours.

Soit maintenant f : F' — R une fonction. Ainsi Y = f(X) est encore une v.a.r. discréte. Cela permet de
généraliser le lemme de transfert.

THEOREME 24 (Théoréme de transfert)

Soit (2, .A,P) un espace probabilisé fini ou dénombrable.
Soient X : 0 — F une v.a. intégrable, et f: F — R.

Si la v.a. discrete f(X) et intégrable, on a alors

E(f(X) =Y f@)P(X =2;) = > f(X(w))peo-

x, €EF weN

Preuve — Ceci est encore une conséquence du théoreme de sommation par paquets. O

DEFINITION 25

Soit (€2, .4, P) un espace probabilisé.

On définit 'ensemble L2(£2, A, P) comme 'ensemble des v.a. réelles discrétes X telles que X2 est intégrable.
Si X € L?(92, A, P), on dit que X est de carré sommable.

Si I'espace probabilisé (2, 4, P) est clair, on pourra noter L? & la place de L?(€, A, P).
Attention & bien voir que 'ensemble L?((2, A, P) est un ensemble de v.a. réelles et discrétes.

PROPOSITION 26
Soit (2, A, P) un espace probabilisé.
L’ensemble L?(Q), A, P) est un sous-espace vectoriel de L' (Q, A, P).

Pour tout X € L%(9, A,P), on a
B(X)| < B(X]) < /EX).
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Preuve — Soient X et Y deux variables aléatoires réelles et a € R. Si X et Y sont dans L2, I'inégalité
(aX +Y)? <242X2 4 2Y?

montre que que aX +Y € L2 : L? est bien un espace vectoriel.
L’inclusion L? C L' découle de |X| <1+ X2.
La premiere inégalité a déja été vue.
Pour la seconde, on peut supposer X est positive.
Soit alors a = E(X) et Y = X — a. Par linéarité
E(Y?) = E(X?) — 2aE(X) + o* = E(X?) — a?,
et E(Y2) > 0. Donc a? < E(X?2), ce qui est le résultat cherché. O

DEFINITION 27
Soit (€2, .A,P) un espace probabilisé. Soit X € L?(Q, A, P).
On définit la variance de X par :

Var (X) = B((X — B(X))?) = 3 (2 — B(X))%7".
x,EF
On note aussi ox = y/Var(X), Pécart-type de X.
REMARQUE 28 —
e En développant le carré (X — E(X))? on obtient
Var(X) = 0% == B(X?) - B(X)?,

ce qui permet de montrer que ce nombre réel est bien défini quand X est de carré intégrable.

e Par définition, on constate que Var(X) > 0. Cela montre donc que E(X?) — E(X)? > 0.

o L’écart-type est une grandeur qui mesure une distance de la v.a X par rapport a son espérance E(X). (penser
a d(z,y) = v/{(x —y,x —y) pour les espaces euclidiens)

FElle mesure, dans un sens, a quel point la v.a. X s’écarte en moyenne de E(X).

EXEMPLE 29 (Un jeu de loto) —

Le joueur coche 6 numéros sur une grille qui en comporte 49. Les 6 numéros gagnants sont déterminés par tirage
au sort. Soit n le nombre de numéros gagnants d’une grille.

Pour une mise de 2 Euros, on regoit le gain G = g(n) suivant :

n numéros gagnants gain g(n) | probabilité
6 213288 F 7,2 1078
5 3575 E| 7,810°°
4 94 F | 9,7107%
3 11E| 7,81072

Le gain moyen est donc de
EG) = Y gm)P(N =n)

= 11x7810724+94x9.7107* +3575 x 1.8 107° 4+ 2132885 x 7.2 10~%
= 1,16 E.

Ainsi le bénéfice moyen du joueur, qui vaut E(G) — 2 = —0.84, est négatif, et le jeu est défavorable au joueur.

On peut calculer aussi que I’écart-type de ce jeu vaut 572. La grande valeur de I’écart-type vient du fait que ce
jeu peut rapporter énormément d’argent (méme si cela est trés trés rare), alors qu’en moyenne chaque joueur
perd un peu d’argent a chaque partie.

Beaucoup de jeuz de hasard sont basés sur ce ptincipe : gros gains avec trés faibles probabilités (grande variance),
et gains moyens légérement négatifs (espérance légérement négative).

REMARQUE 30 — Pour X une v.a.r. discréte, on sait que X? intégrable implique X intégrable.
La réciproque est par contre fausse en général.
Contre-exemple : On prend @ = N et P la mesure dont la loi est (ﬁ)nzo. On pose X : N = R avec

X(Tl) _ \/§n+1 )
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Alors X est une v.a. discréte, positive, et E(X) = 3 -, ﬁ < +o0. (la famille (X(n)P(X = n)), est

sommable, et on applique la formule de transfert)
Par contre, on a X*(n) = 2", ce qui donne E(X?) =3, .,1=+00. (la famille (X*(n)P(X = n)),, n'est pas
sommable) a

On peut généraliser la définition d’intégrabilité pour toutes les puissances de X.

DEFINITION 31

Soient (2,4, P) un espace probabilisé, X une v.a.r. discrete, et k > 1.

Si la v.a. X* est intégrable (si E(]X*|) < +o0), on dit que X posséde un moment d’ordre k.
Le moment d’ordre k de X est la quantité IE(X*).

18.3.2 Fonction génératrice d’une v.a. a valeurs dans N

On va montrer que pour X une v.a. discrete, sa loi IPx peut étre caractérisée par une fonction, appelée fonction
génératrice, définie sur [0, 1] et indéfiniment dérivable sur [0, 1].

Comme X est une v.a. réelle discrete, a bijection pres on peut considérer que X est a valeurs dans N. Soit une
variable aléatoire X & valeurs dans N, dont la loi est caractérisée par les nombres p,, = pX = P(X = n).

DEFINITION 32
Soit (92, A, P) un espace probabilisé. Soit X une v.a.r. & valeurs dans N.
On appelle fonction génératrice de X, la fonction Gx : [0,1] — R, définie par

Gx(s) = Z s"P(X =n) = z s"pn, Vs € [0,1].
n=0 n=0

REMARQUE 33 —

1. Cette quantité est la somme d’une série entiére a termes positifs, dont tous les termes sont majorés par 1.
Son rayon de convergence est donc d’au moins 1.
On sait aussi que pour s = 1 la série est convergente, de somme 1. La fonction Gx est donc bien définie
sur [0, 1].

2. Pour tout s € [0,1], la fonction sX :w € Q sXW) e R, est bien définie et est une v.a. discréte (c’est la
composée d’une v.a. discréte par une fonction). La fonction génératrice Gx s’écrit alors

Gx(s) = E(s%).

3. La fonction génératrice ne dépend que de la famille de probabilités (P(X = n))n>0, ¢’est-a-dire de la loi de
X.

PROPOSITION 34

Soit (2, A, P) un espace probabilisé. Soit X une v.a.r. & valeurs dans N.

La fonction génératrice Gx est continue sur [0, 1] et infiniment dérivable (de classe C'*°) sur [0, 1].
De plus, on peut retrouver la loi de X a partir de Gx.

Preuve — La fonction Gx est la somme d’une série entiére & termes positifs qui converge normalement sur [0, 1], puisque
> P(X=n)=1
n=0
Les propriétés de continuité et de dérivabilité en découlent. (voir Analyse 4)
De plus, on sait que
o
n!
Ainsi, on peut retrouver la famille (IP(X = n)), (la loi de X) & partir de la fonction Gx.

P(X =n)=p, =

On dit aussi que la fonction Gx caractérise la loi de X. O

La fonction génératrice G x ne donne pas seulement toutes les informations sur la loi de X, elle permet aussi de
dire si X est intégrable, et de calculer son espérance.

ProprosITION 35

Soit (€2, .4,P) un espace probabilisé. Soit X une v.a.r. a valeurs dans N.

La v.a. X est intégrable si et seulement si G x est dérivable & gache en s = 1.
Dans ce cas, on a E(X) = G’ (1).
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Preuve — La fonction Gx est dérivable sur [0, 1] et

Gx(s) = Z npns™ L.

n>0
Si la variable aléatoire X est intégrable alors E(X) = Z npn est convergente et la série entiere définissant G’y est normalement
n>0
convergente sur [0, 1], donc G’y admet une limite en 1~.
On en déduit que G x est de classe C! sur [0, 1] et que

(1) = E(X).
n
Si X n’est pas intégrable, alors <Z kpk> tend vers 4oc0.
n>0

k=0
Supposons que G’y (s) admet une limite A en 17. La série étant & termes positifs, la fonction est croissante en la variable s et

n 400
YneN, Y kppstTt <> kppstTl < A
k=0

= k=0
n +oo
Par passage a la limite en 1, on obtient Z kpr < A, puis Z kpr < A, ce qui est absurde. Donc G/X (s) n’admet pas de limite 1~ et
k=0 k=0

comme la fonction est croissante,

lim G’ (s) = +oo.

s—1—
On en déduit que G x n’est pas dérivable en 1. O

Plus généralement, la méme démonstration prouve que

PROPOSITION 36

Soient (2,4, P) un espace probabilisé, X une v.a.r. a valeurs dans N,et p > 1.

La v.a. X(X —1)...(X — p) est intégrable si et seulement si Gx est p + 1 fois dérivable & gauche en s = 1.
Dans ce cas, on a E(X(X —1)..(X —p)) = Ggfﬂ)(l).

En particulier on a E(X (X — 1)) = G% (1), d’ou Var(X) = G% (1) — (G'%x(1))? + G'x(1).

Preuve — On procede par récurrence sur p, le cas p = 0 étant déja traité.
Vs e 0,1, GZ ()= 3 n(n—1)-- (n— p) pns" P!
n>0
et
E(X(X = 1)e(X =p)) = S n(n—1)-- (n —p) pn.
n>0

Un raisonnement similaire au cas p = 0, montre que Gg?Jrl) admet une limite en 17 ssi E(X (X — 1)...(X — p)) existe et alors on a
I’égalité attendue. |

REMARQUE 37 —
e On peut en fait montrer avec la derniére proposition que XP est intégrable ssi Gx est (p+ 1) fois dérivable
a gauche en s = 1. (On utilise le fait que XP est une combinaison linéaire des X(X —1)...(X — k), pour
0<k<p.)
Ainsi, en étudiant la fonction génératrice Gx, on peut dire si la v.a. X posséde des moments d’ordre p (si
XPe L)
e Si X a un moment d’ordre p, comme X est a valeurs dans N on a E(XP) = Z nPP(X =n).

n>0
On peut alors calculer la somme de cette série a l'aide des dérivées de la fonctioﬁ Gx.
Méme lorsque k = 1,2 (pour calculer ’espérance ou la variance), il peut étre beaucoup plus rapide et simple
d’utiliser les dérivées de la fonction génératrice plutét qu’un calcul direct.

18.4 VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES USUELLES

Dans cette section, nous présentons des v.a.r. discretes usuelles. Ces v.a. sont a chaque fois & valeurs dans N.
(X:Q—=N)

Pour une v.a. discrete, on I'a dit, la v.a. X est totalement déterminée par sa mesure de probabilité associée P x.
Alinsi, pour décrire une v.a. discréte, il n’est pas nécessaire de vraiment décrire l'espace probabilité (2, A, P).

DEFINITION 38

Soit (€2, 4, P) un espace probabilisé. Soit X : 2 — N une v.a.

Soit p € [0, 1].

SionaP(X =1)=pet P(X =0) =1—p, on dit que X est une variable aléatoire de Bernouilli, de parameétre p.

197



18.4. VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES USUELLES

PROPOSITION 39
Soient p € [0,1] et X une v.a. de Bernouilli de parametre p.

Alors, on a
E(X) = p
Var (X) = p(l—-0p)
Gx(s) = (1—-p+ps).

Preuve — On calcule
E(X)=px1+0x(1—-p)=p
et
Var (X) =p —p®> =p(1 —p).
Enfin, on a Gx (s) = (1 — p)s® + ps’. O

REMARQUE 40 — Quand on modélise le jeu du pile ou pace avec une piéce, en supposant que face (1) apparait
avec la probabilité p et pile (0) avec la probabilité 1 — p, on obtient une v.a. de Bernoulli de paramétre p.

DEFINITION 41

Soit (€2, .4, P) un espace probabilisé. Soit X : Q@ — N une v.a.

Soient p € [0,1] et n > 1.

Siona X(Q)={1,...,n} avec P(X = k) = (})p*(1 —p)"~, pour tout 0 < k < n, on dit que X est une variable
aléatoire binomiale, de parametres n et p.

On note sa loi de probabilités Px = B(n,p).

REMARQUE 42 —

1. On retrouve cette v.a. (et sa mesure de probas associée) dans le modéle des urnes : on tire n boules parmi
des boules de 2 couleurs (blanc ou noir), sachant que la probabilité de choisir une boule noire est p. Si X
donne le nombre de boules noires, alors X est une v.a. binomiale.

2. On peut aussi considérer n lancers de Pile ou Face, sachant que la probabilité d’obtenir Face est p, et X la
v.a. compte le nombre de Faces au bout de n lancers.

3. Pour X une v.a. binomiale, on dit aussi que sa loi de probabilité est une loi binomiale.
4. La loi de probas B(1,p) est égale a la loi de probas de Bernoulli de paramétre p.

ProrosiTiON 43
Soient n > 1, p € [0,1], et X une variable binomiale de loi B(n,p).

Alors, on a
Gx(s) = (I—-p+ps)"
E(X) = np
Var(X) = np(l—p).

Preuve — Ici, on va calculer I’espérance et la variance de X grace a la fonction génératrice Gx .
On calcule :

Gx(s) =Y (L)pFsFa—p"F = @ —p+po)™.
k=0

n

En dérivant Gx et en calculant G’X(l), sachant que k(k) = n(Z:}) pour k # 0, on obtient

n n B o
E(X) = > k([ )pF (1 —p)"F =np(—p+px )" =np
k=0
De méme,
G% (1) =n(n— 1)p2(1 —p+pX 1)"72 =n(n— 1)p2.
et donc

Var (X) E(X(X — 1)) + E(X) — E(X)?
n(n —1)p* + np — (np)?

np(1 —p)

EXEMPLE 44 — Auz jeuzx olympiques de Vancouver (2010), 86 médailles d’or ont été mises en jeu.
Nous faisons U'hypothése que la probabilité qu’un pays remporte une médaille est proportionnelle a sa population.
Soit X le nombre de médailles prévues pour la France. X va suivre une loi binomiale B(86,p), ot

_ population France 60 x 108 —0.01
b= population monde ~ 6000 x 106
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Ainsi lespérance de X sera égale a 86 x 0,01 = 0, 86.
Cherchons la probabilité pour que le nombre de médailles soit inférieur a 3. Elle vaut

P(X<3)=P(X=0)+P(X=1)+P(X =2)+P(X =3),

avec pour tout k € {0,--- ,86}

P(X =k) = <8k6> (0,01)%(0,99)86—*.

Tous calculs faits, nous trouvons

P(X < 3) = 0,9889.

La France a en fait remporté 2 médailles d’or (la France en a obtenu 4 sur 99 en 2015 et 5 sur 103 en 2018).

Dans un jeu de Pile ou Face (on lance autant de fois que on veut, avec IP(Face) = p), on considére la variable
X qui donne le numéro du premier lancer donnant Face (les précédents étant Pile).
Comme on considere les lancers indépendants, on obtient

P(X =k)=(1-p)"'p.

DEFINITION 45

Soit (2, A, P) un espace probabilisé. Soit X : 2 — N une v.a.

Soit p €]0, 1].

SionaP(X =k) = p(l—p)* ! pour tout & > 1, on dit que X est une variable aléatoire géométrique de
parametre p.

PROPOSITION 46
Soient p €]0, 1] et X une v.a. géométrique de parametre p.

Alors, on a
1
EX) = -
(X) ’
l—p
Var (X) = e
_ bs
Gx(s) = 1-(1-p)s

Preuve — Le critére de D’Alembert montre que

E(X) = i Ep(1 —p)F~1 < 4o0.
k=1

A nouveau, calculons la fonction génératrice, puis déterminons espérance et variance avec Gx.

s) = - k_lskzips .
Gx(s) ]glp(l p) = (—p)s

Comme 0 < p < 1, il n’y a pas de probléemes pour les quotients. On obtient alors directement

2p(1 —p)
Giy(s)= —F e Gls) = P
* 1-Q-pps? ¥ (1-(1-p)s)?
et donc E(X) =G (1) = 1
p
2(1 —
On a aussi G (1) = 5 p) et donc
2(1-p) 1 _1-p
Var = +-—- ==
) p? p p*  p?
O
REMARQUE 47 — FEn d’autres termes, si l’on regarde une expérience de Bernouilli de paramétre p, et qu’on

la répéte de facon indépendante jusqu’a obtenir un succés (un Pile par exemple), alors le nombre moyen de
répétitions a faire est %.

faut donc, en moyenne, s’attendre a lancer 6 fois un dé équilibré avant d’obtenir le premier 1.

On retrouve ici un résultat intuitif qui dit que pour A un événement de probabilité p (0 < p < 1), il faudra faire
en moyenne % tentatives pour que l’événement A se réalise. (en moyenne 36 lancers pour obtenir un double-6
avec deux dés équilibrés, en moyenne 52 tirages avec remise pour piocher l’as de coeur, etc)

199



18.4. VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES USUELLES

DEFINITION 48
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé. Soit X : Q@ — N une v.a.
Soit 8 > 0.
Hk
SionaP(X =k) = e‘eg pour tout k € N, on dit que X est une variable aléatoire de Poisson de parametre

0> 0.
On dit aussi que sa loi de probas P x est une loi de Poisson de parametre 6 > 0.

PROPOSITION 49
Soient 6 > 0 et X une v.a. de Poisson de parametre 6.

Alors, on a
E(X) = 6
Var(X) = 6
Gx(s) = €671,

Preuve — On peut calculer facilement ’espérance de X ainsi que la fonction génératrice G x .

st Hk
_ =0 _
E(X)=e E kk! =0,
k=0
0ks
_ _—0 _ 06(s—1
Gx(s)=e ,;0 ¥ N

On calcule facilement G% (1) = 62 et donc on en déduit la variance de X vaut
Var (X) =02 460 — 6% = 6.
O

REMARQUE 50 — La loi de Poisson est une loi de probabilité discréete. Elle décrit le nombre d’évenements se
produisant dans un laps de temps fixé, dans le cas ot ces événements se produisent avec une fréquence moyenmne
connue, et indépendamment du temps écoulé depuis l’événement précédent.

EXEMPLE 51 — Une société constate en moyenne trois accidents du travail par an. L’effectif total est relativement
élevé, aussi considére-t-on que le nombre d’accidents suit une loi de Poisson. Quelle est la probabilité que plus de
quatre accidents surviennent dans [’année ?

On comprend ici que 6 = 3.

On calcule alors :

3
3k
—1_ -3 C o~
P(X>4)=1—c¢ xzk!_o.%’
k=0

Diagrammes

Loi de poisson de parametre § =2 : P(X =2) =0,27
O I I Be.__
0 1 2 3 4 5
Loi de poisson de parametre § = 3 : P(X = 3) = 0,22
~aflhne.__
0 1 2 3 4 5 6
Loi de poisson de parametre § =4 : P(X =4) =0,20

1 2 3 4 5 6 7 8
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Loi de poisson de parametre § =5 : P(X =5) =0,18

0 1 4 ) 6 7 8 9 10 11 12

Loi de poisson de parametre § = 6 : P(X =6) = 0,16

0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Loi de poisson de parametre § =7 : P(X =7) = 0,15

0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 0 11 12 13 14 15

18.5 VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES

Nous avons vu la notion de probabilités indépendantes. Cette notion, totalement dépendante de la mesure de
probas P, donne des informations tres utiles sur la réalisation d’événements A et B.
Nous allons généraliser cette notion aux variables aléatoires.

DEFINITION 52
Soit (€2, 4, P) un espace probabilisé. Soit X : Q@ — F et Y : Q — G deux v.a. discrétes.
On dit X et Y sont des variables aléatoires indépendantes si on a

PX=2Y=y)=PX=x)PY =y), V(z,y) € F xG.

ProPoSITION 53
Soit (€2, 4, P) un espace probabilisé. Soit X : Q@ — F et Y : Q — G deux v.a. discrétes.
Alors X et Y sont indépendantes si et seulement si on a

P(X €AY eB) =P(X e AP €B), VACF, VBCG.

Preuve — L’implication < s’obtient en prenant A = {z} et B = {y}.
Pour I'implication réciproque, on écrit que A X B est I'union disjointe des singletons {z,y}, * € A, y € B. De plus, comme X et Y
sont des v.a. discrétes, il n’y a qu’un nombre fini ou dénombrables d’éléments de A (resp. B) qui sont atteints par X (resp. Y). et

P(X €AY EB) = Y. PX=g,Y=y)
(z,y)EAXB

> P(X=a)P(Y =y)

(z,y)€EAXB

(Z IP(X—a:)) x (Z IP(Y—y))

= P(A) x P(B)

Notons que les regroupements de somme sont licites puisque nous sommons des réels positifs et que ces sommes sont majorées par 1.

|
REMARQUE 54 — Pour X,Y deuz v.a.d. indépendantes, si posant Z = (X,Y), alors Z est une v.a. discréte et
sa loi de probas est donnée par la famille (P(X = z)P(Y = y))(,y)-
On peut aussi généraliser la notion d’indépendances a n variables aléatoires :

DEFINITION 55
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé. Soient X; : @ — F;, 1 <14 < n, n v.a. discrétes.
On dit que X4,..., X, sont des variables aléatoires indépendantes si

V(l‘l,"' ,xn) EFl X oo XF’ru IP(Xl =1, - ,Xn:.’l,'n):IP(Xl :l‘l)IP(Xn:J}n)
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18.5. VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES

EXEMPLE 56 — Considérons X1, ..., X,, n variables aléatoires de Bernoulli de paramétre p €]0,1] qui sont
indépendantes.

Soit x; € {0,1}, pour i € {1,...,n}.

La probabilité que la suite (X1, -+ ,X,,) soit égale a (x1,- - ,2n), vaut alors

P(X; =a;, 1<i<n)=][p"(1—p)' " =pZi®i(l—p) 2
i=1
On retouve le modéle du tirage dans une urne sans remise (loi binomiale).
PROPOSITION 57
Soit (€2, .4, P) un espace probabilisé.
Soient X, Y deux v.a. discretes indépendantes. Soient f : FF — R et g : G — R, telles que les v.a. f(X) et g(X)

sont intégrables.
Alors le produit f(X)g(Y) est aussi intégrable et vérifie

E(f(X)g(Y)) = E(f(X))E(g(Y)).

Preuve — On écrit

Y. @gWIP(XY)=(z,y) = > [f@)llsW)IPX =2)PY =y)

(z,y)EFXG z€F,yeG

= <Z |f(30)IP(Xx)> X (Z |g(y)|]P(Yy))
zeF yeG

Le terme de droite étant fini par hypothese, on en déduit que la variable aléatoire f(X)g(Y) est intégrable.

Les égalités sont alors valables sans les valeurs absolues, ce qui montre exactement que f(X) et g(Y') sont indépendantes. O

COROLLAIRE 58
Soit (€2, 4,P) un espace probabilisé. Soient X,Y deux v.a.d. réelles et indépendantes.
Alors, on a E(XY) = E(X)E(Y) et 0%,y = 0% + 0y

Preuve — On utilise la proposition précédente. O

COROLLAIRE 59

Soit (2, A, IP) un espace probabilisé. Soient X; : Q — F;, 1 < i < n, n v.a. discrétes. Soient f1 : Fy X --- X F, = Gy
et fo: Fip1 X -+ X B, — G4 des fonctions.

Siles v.a. X7, ...,Xn sont indépendantes, alors les v.a. f1(Xy,---, Xg) et fo(Xgs1, -+, X,) sont indépendantes.

Preuve — On utilise la proposition précédente. |

COROLLAIRE 60
Soit (2, A, P) un espace probabilisé. Soient X1,...,X,, des v.a. réelles discretes.
Siles v.a. Xi,..., X, sont indépendantes et ont la méme loi de probas, alors on a ox,+..4x, = /Nox,.

Preuve — On applique un corollaire précédent. O

Attention, la notion d’indépendance pour les variables aléatoires a quelques bonnes propriétés, mais certaines
manipulations ne préservent pas cette indépendance.
L’intérét d’avoir des v.a. indépendantes est d’étudier des fonctions en ces v.a.

PROPOSITION 61
Soit (,.A,P) un espace probabilisé. Soient X,Y deux v.a. & valeurs dans Z.
On pose Z = X 4+ Y. Alors, on a

=i) =Y P((X,Y)=(j,i—j) = P(X,Y)=(i—j.j)-
JEZ JEZ
En particulier, si X et Y sont indépendantes, on a

=Y PX=j)P(Y =i—j)=) P(X =i—jP(Y =j).

JEZL JEZ
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REMARQUE 62 — La loi de probabilité définie par Px v ({i}) = ZIP(X =i —j)P(Y =) s’appelle le produit
JEL

de convolution des deux mesures de probabilité Px et Py. On le note Px * Py.

Nous n’allons pas plus étudier la convolution dans ce cours.

EXEMPLE 63 — Soit (2, A,P) un espace probabilisé. Soit n > 1 un entier et soient X, Y : Q — {0,...,n} deux
v.a. qui sont de loi de probas uniforme, et qui sont indépendantes.
On étudie la loi de la v.a. Z=X+Y. On a:

P(Z=k)=) PX=jPY =k-j).

JjEN

Or

sije€{0,1,--- ,n}
. . +1

0 sinon.

On doit donc séparer deux cas :

1. si0 < k <mn, alors

"1\ k1
P(Z:k)zz<n+l> T (n+1)?

Jj=0

2. sin <k <2n, alors

1 >2_2n—k+1

P(Z=k) = <n—|—1 (n+1)?

j=k—m
On vérifie que P(Z =2n— k) =P(Z = k) pour 0 < k <n.

Le diagramme en baton de la loi de probas Z est en fait un triangle. On appelle loi triangulaire.

EXEMPLE 64 — Soit (2, A,P) un espace probabilisé. Soient A\, o >0, et X,Y : Q — N deuz v.a. de Poisson
de parameétres A1 et Ao, et qui sont indépendantes.
On étudie la loi de la v.a. Z=X4+Y. On a :

P(Z =1i)

Y P(X =j)P(Y =i—}j)
JEN
= ) emth) MAy

= g1 =)

) BN L

€ U i

5 (o
i=o M

e~ (A1+A2) .
= T(}\l + AQ)l.

Cela montre que Z suit encore une loi de Poisson, de parameétre A1 + Ao.
REMARQUE 65 — On peut souvent généraliser les études de sommes de 2 v.a. indépendantes a des sommes de n

v.a. indépendantes.

18.5.1 Fonction génératrice et indépendance

PROPOSITION 66
Soit (2, A, P) un espace probabilisé. Soient X,Y : Q@ — N deux v.a. indépendantes.
On pose Z = X 4+ Y. Alors, les fonctions génératrices de X, Y, Z vérifient

Gz(s) = Gx(s)Gy(s), Vs € [0, 1].
Preuve — Il suffit de remarquer que pour s € [0, 1],

Gz(s) = E(s”) = B(s* 1Y)

et Gx(s) = B(sX) et Gy (s) = E(sY).
La proposition 57 permet de conclure. O
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REMARQUE 67 — Comme la fonction génératrice de la v.a. Z décrit la loi de probas de Z (ainsi que son
espérance, sa variance,...), on peut utiliser cette proposition pour calculer dans certains cas trés facilement la loi
d’une somme de variables aléatoires.

EXEMPLE 68 —

1.

Soient n > 1, p € [0,1], et X1,...,X,, des variables de Bernoulli de paramétre p qui sont indépendantes.
Alors, la v.a. X = X1+ -+ X, a pour fonction génératrice (1 —p+ ps)™. Ainsi, X est une v.a. binomiale
de paramétres n et p.

. Soient X etY sont des variables aléatoires indépendantes de lois binomiales B(n,p) et B(m,p) respective-

ment (avec le méme p € [0,1]).
Alors, leur somme Z = X +Y wvérifie

Gz(s)=(1—p+ps)*(1—p+ps)™ = (1 —p+ps)"T™.

On en déduit que X +Y est une loi binomiale de paramétres n +m et p.

. Soient X,Y des v.a. indépendantes de loi de Poisson de paramétres A1 et Ao respectivement.

Alors, leur somme Z = X +Y wérifie

Gz(s) — M= pA2(s=1) — J(M+A2)(s—1)

Cela démontre a nouveau (et plus facilement) que X +Y est une v.a. de Poisson de paramétre Ay + As.

EXEMPLE 69 — Soit n > 1 un entier fité. On choisit de maniéere équiprobable un entier x dans {1,...,n}. Pour
tout entier m < n, on note A,, U'événement "m divise x”. On note également B ’événement "x est premier avec
n”. Enfin, on note p1,...,p, les diviseurs premiers de n.

1. Exprimer B en fonction des Ap, .

2. Pour tout m < n qui divise n, calculer la probabilité de A,,.

3. Montrer que les événements Ay, , ..., Ap, sont mutuellement indépendants.

4. En déduire la probabilité de B.

5. En déduire que ¢p(n) le nombre d’éléments premiers avec n (inversibles de Z/nZ). Démontrer que

=1 (1- 1)

. On sait que x est premier avec n si et seulement si aucun des diviseurs premiers de n ne divise x. On a

donc :
B:A;1 ﬂ-~-ﬁA;T.

1l suffit de calculer le cardinal de A,,. Mais si n = km, alors les multiples de m qui sont inférieurs ou
égaux a n sont m, 2m, ..., km. On a donc

k 1
P(A,) =—=—.
(Am) n m
Soit i1 < -+ < iy, des entiers distincts choisis dans {1,...,7r}. On doit prouwver que
P(Ap, ). . P(Ap, ) =P(A,, N---NA,, ).
Mais,
1
P(Ap,). .. P4, ) =] —-
i1 Pis
D’aqutre part, puisque p;,, . ..,D;, sont premiers entre eur deux a deux, un entier est multiple de p;, ... Dp;,,
si et seulement s’il est multiple de chaque p;;, j =1,...,m. On en déduit que
Apil n---N Apim = Api1~~pim7
soit 1
P(A,, N---NA, )= ——
( Piq pzm,) pil B -pi,m )

ce qui prouve le résultat voulu.
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4. Les événements A ..., A7 sont également indépendants. On en déduit que
T . T 1
P(B) =[P =]] (1 - ) .
j=1 j=1 Pi
5. On a donc
)
n

ce qui, grace a la question précédente, donne le résultat voulu.

Quand on modélise 'expérience de deux jets de dés équilibrés consécutifs, on considére comme ensemble d’états
le produit Q = {1,---,6} x {1,..,6} et on prend pour probabilité la probabilité uniforme sur (2, P(9)).

On vérifie alors facilement que les variables aléatoires X; et X5 qui donnent le résultat du premier jet (resp.
second jet) sont des variables aléatoires de loi uniforme sur {1,---,6} qui sont indépendantes.

Oun se pose la question inverse : On prend (E;, A;, P;);c; une famille d’espaces probabilisés dont les mesures P;
sont discretes. Peut-on construire un espace probabilisé (€2, A, P) et une famille de v.a. discrétes et indépendantes
(X,)ier, avec X; a valeurs dans (E;, A;), tels que la loi de X; soit P;?

Ce probleme est fondamental pour pour la construction des modeles probabilistes, et on dépasse tres vite le
cadre dénombrable.

Par exemple un lancer de pieces infini (dénombrable) conduit & un espace Q = {0, 1}" non dénombrable.

On se limite donc au cas ou [ est fini.

PRoOPOSITION 70
Soit n > 1. Soient (21, P(€;),P;), 1 < i < n des espaces probabilités, tels que £2; est dénombrable et IP; une
mesure de probabilité de loi (svz7 pj-)7 jeN.
On pose 2 = H?:l E; et X; : Q — Q,; la projection de € sur ;.
Alors, la famille
(@i ) Pi P2 oy i yenn

définit une mesure de probabilité P sur Q telle que les variables X; soient indépendantes.
Cette mesure de probas est appelée mesure produit de Pq,...,IP,.

Preuve — On vérifie que

n
> e =11 (z) -1
(1%1"“’1&)69 i=1

donc on a bien définit une probabilité.
De plus, de la méme maniere

(Xig :‘T;U): U {(a1,--- ,an)}

(a1, ,an)€R, a;y :93;

L’union étant disjointe, en sommant, on trouve

P(X;, = a}°) = p}.

Enfin, pour tout (i1, - ,4n) € N, on a par définition de P
n n
P(ﬂ(szx{j ) =[P =2))
j=1 j=1
Les variables X; sont bien indépendantes pour P. O

THEOREME 71 (Théoréme de Kolmogorov)

Soient (01, P(Q;),P;), i € N des espaces probabilités, tels que §2; est dénombrable et IP; une mesure de probabilité.
Soient ) = H;)il Q; et X; : Q — Q; la projection de Q sur FE;.

Soit T la sigma-algebre sur € engendrée par

(Ap)nen € (P(Qi))N t.q. dng avec A, = Q,, Vn > ng.

Alors il existe une mesure de probabilité P sur (2, 7) telle que

400 +o0
P (H An> = H]Pi (A,).
i=1 i=1
Les v.a. X; sont alors indépendantes.
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REMARQUE 72 — (e théoréme nous permet par exemple de modéliser le jeu de pile ou face infini avec la
probabilité p d’obtenir face. Ainsi, la probabilité d’obtenir face au i-eme lancer reste p.

Remarquons que, méme dans ce cas élémentaire, la tribu T n’est pas dénombrable.

La probabilité d’obtenir une suite lancers donnés, par exemple (P,F,P,F,P---), est nulle.

EXEMPLE 73 — Soit p €]0,1[. On considére une suite de parties de pile ou face de parameétre p, ot les parties
sont indépendantes.
Pour n > 1, on définit la fonction T,, qui donne le numéro de la partie a laquelle on obtient exactement n fois
pile (et T, (w) — n fois face).
Enfin, on pose les fonctions Ay =Ty et Ay, =Ty — T—1.
1. Quelle est la loi de la v.a. Ty ?
Donner la valeur de son espérance.
2. Soitn > 2.
Montrer que les v.a. Ay, ..., A, sont indépendantes et ont la méme loi de probas.

1. La variable aléatoire Ty est le temps d’attente du premier pile; elle suit la loi géométrique de paramétre p,
donc d’espérance 1/p.

2. Notons X,, la variable aléatoire égale a 1 si la partie numéro n amene pile et 0 sinon. Les vartables X,

sont des variables aléatoires de Bernoulli indépendantes de méme paramétre p. Soit (iy,...,i,) € N™.
L’événement (A1 = i1, ..., Ay = in) s$’écrit aussi :
Xi==X;;1=0,X;, =1, X5 11==Xi 45,1 =0, X545, =1,.. ., Xi 4o g, = 1.

Donc, en posant q=1—p, on a :
P(A =iy, Ap =in) = ¢ 'pg2 p. . g p.
En sommant pour (i1, ...,in,_1) parcourant (N*)"~1 on a :
P(A, =i,) = ¢ 'p.
(A,,) suit bien une loi géométrique de paramétre p. De plus l'expression ci-dessus prouve que :
P(A1 =41,..., A, =i,) = P(A1 =1i1) ... P(A, = iy),

ce qui montre que les variables Ay, ..., A, sont indépendantes.

18.6 FONCTION DE REPARTITION

Nous avons défini la fonction génératrice G x d’une variable aléatoire discrete a valeurs dans N. Celle-ci caractérise
la loi de X et permet de calculer I’espérance et plus généralement les moments d’ordre p pour tout p.

Nous considérons ici des variables aléatoires réelles :

DEFINITION 74
Soit X une variable aléatoire et IPx sa loi. On appelle fonction de répartition de X la fonction suivante :

Ve € R, Fx(z) =Px(] —o0,z]) = P(X < )

EXEMPLE 75 — Si Px est la mesure de Dirac en 0, c¢’est-a-dire P(X = 0) = 1, la fonction de répartition de X
est la fonction de Heaviside en 0 : H(x) =0 six <0 et H(x) =1 six > 0.

REMARQUE 76 — L’exemple ci-dessus montre qu’en général, une fonction de répartition n’est pas une fonction
continue. L’étude générale des fonctions de répartition et en particulier des points de continuité est hors
programme. Cependant quelques propriétés élémentaires sont a connaitre.

ProPoOSITION 77

Avec les notations précédentes, on a les propriétés suivantes
1. Fx est croissante
2. Fx est continue & droite : lim F(y) = F(x)

y—zt

3. lim Fx(z)=0, lim Fx(z)=1.
Tr—+00

Tr—r—00
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Preuve — La croissance de F' est immédiate. Pour montrer 2/, on considére une suite (n)n>g décroissant strictement vers x. Alors
la suite (] — 00, Zn])n>0 décroit vers | — oo, z]. Par limite décroissante, Fx (x) décroit vers Fx (z). Comme F est monotone, on en

déduit que F' admet une limite & droite.

De méme, si | — 00, z] décroit vers O (resp. croit vers R) lorsque o décroit vers —oo (resp. croit vers +00) et la monotonie de F
permet de conclure. O
REMARQUE 78 — Comme F est croissante, elle admet une limite a gauche en chaque point notée F(x—).
En remarquant que | — oo, y[= |J ] — 00, yn]| st (yn) croit strictement vers y, on obtient facilement que pour
<y, ner

1. Px(lz,y]) =Pz < X <y) = F(y) — F(2),

2. Px(z,y)) =Pz < X <y) = F(y—) — F(z),

3. Px([z,y]) =Pz < X <y) = F(y) — Fla—),

4. Px([z,y]) = P(x < X <y) = F(y—) — F(z—)

En particulier,
Px({z}) = F(z) - F(z—)

est le saut de la fonction F' au point x. Nous avons donc

PROPOSITION 79

Px({z}) =P(X = z) = 0 < Fest continue en x.

Si X est identiquement égale au réel a € R, alors sa loi est la mesure de Dirac en a et sa fonction de répartition
est F'(x) = g 00((2).

§ 1. Variable aléatoire a valeurs dans N Si X prend ses valeurs dans N, alors sa loi Px est caractérisée par la
suite p, = Px({n}) = P(X = n). La fonction de répartition F' de X vaut alors

F:R — [0,1]

NN Osixz <0
po+t..+tppsin<z<n+lneN

La fonction F est une fonction en escalier qui saute de 'amplitude pn au point n. Puisque F(x) € [0,1], F admet

au plus k sauts de taille supérieure a R pour tout k € N*.

EXEMPLE 80 — Soit X une variable géométrique et F' sa fonction de répartition. Alors

1-(1-p)"

oy e

VneN*, F(n)=> p(1—p)* ' =px
k=1
et donc F(z) =1— (1 —p)FP® siz >0 et 0 sinon.

Plus généralement, si X prend ses valeurs dans une partie finie ou dénombrable E de R, la loi Px de X est
caractérisée pour tout z; € E par p; = Px({z;}) = P(X = ;). La fonction de répartition F' de X est alors

F:R — [0,1]
T Z Di -
x; <x

avec la convention qu'une somme “vide” vaut 0.

PROPOSITION 81
La loi d’une variable aléatoire discrete est uniquement déterminée par sa fonction de répartition.

Preuve — La loi d’une variable discréte est par définition la distribution (z;, p;);en. D’apres la remarque 78, p; = P(X = ;)

oo

F(x;) — F(z;—), ce qui montre bien que F détermine uniquement la loi de X. La réciproque étant par définition.

REMARQUE 82 — Notons aussi que l’ensemble E, quoiqu’au plus dénombrable, peut étre dense dans R, par
exemple il peut étre égal a l’ensemble des rationnels Q. Dans ce cas, si q; > 0 pour tout i € Q, la fonction F
nous donne un exemple de fonction discontinue en tout nombre rationnel, et continue partout ailleurs.
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DEFINITION 83
On dit qu’'une variable aléatoire discrete X : 2 — N* est sans mémoire si

Vn,m e N, P(X >m+n|X >n)=P(X >m).

REMARQUE 84 — La variable X est sans mémoire ou sans viellissement car si P est la probabilité qu’un processus
dure n unités de temps, alors si le processus a déja duré n unités de temps, sa probabilité qu’il dure encore m
unités de temps est la méme que s’il partait de l'instant 0.

PROPOSITION 85
Si X est une variable aléatoire discrete sans mémoire X : Q@ — N* | alors X est une variable géométrique.

Preuve — Posons p = P(X = 1). D’apres la proposition 81, il suffit de montrer que la fonction de répartition F' de X coincide avec
celle d’une variable géométrique : on pose p = P(X = 1) et on veut montrer que pour tout n € N, F(n) =P(X <n)=1— (1 —p)™
ce qui est équivalent & P(X > n) = (1 —p)™.
On a bien :

PX>1)=1-P(X=1)=1-p

puisque X a valeurs dans N*.
Enfin,
PX>k+1X>k=P(X>1) < P(X>k+1)=(1—-p) xP(X > k).

Ce qui détermine bien une suite géométrique de raison (1 — p). O

On termine ce paragraphe avec une propriété sur ’espérance des variables aléatoires a valeurs dans N qui peut
étre fort utile

PROPOSITION 86
Si X est une variable aléatoire discrete X : 2 — N* intégrable, alors

E(X)=> P(X >n).

n>1

Preuve — Soit (k, py) la distribution de X. Alors
P(X >n)= > pi

k>n
et

SR =Y (Sn —z(im)—zm

n>1 n>1 \k>n k>1 \n=1 k>1

la derniere égalité résulant du théoreme de sommation par paquets :

1= J{nk), k>n}=J{(n, k), nel,k]}

neN keN

la somme indexée par la derniere partition étant sommable par hypothese. |

18.7 L’ENSEMBLE L*(Q, A, P)

Nous revenons & 1’étude de I'espace vectoriel L?(€2, A, P).
Le but est de progresser dans la comparaison de variables aléatoires en s’aidant de quantités supplémentaires
(covariance, approximation).

REMARQUE 87 — Nous avons déja vu que L*(Q2, A, P), l’ensemble des v.a. réelles et discrétes de carré intégrable

sur (Q, A, P), est un espace vectoriel.

18.7.1 Covariance, approximation linéaire
PROPOSITION 88
Soit (€2, .4, P) un espace probabilisé.

e La fonction (X,Y) — E(XY) définit une forme bilinéaire symétrique positive sur L(Q, A, P).
e L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

E(XY)? <E(X?)E(Y?).
Preuve — On vérifie avec les propriétés de ’espérance toutes les propriétés de ’énoncé. O
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COROLLAIRE 89
En prenant Y = 1, on retrouve 'inégalité
E(X)? <E(X?).

REMARQUE 90 — La forme bilin. (X,Y) — E(XY) nest en général pas un produit scalaire. pas définie positive.
Pour X une v.a.r. discréte, de loi de probas (x;,P(X = x;)), on a

E(X?) =Y 2} P(X = ;).
i>0

Selon la mesure de probas P, on peut avoir P(X = x;) =0 méme si x; # 0.
On a en général seulement :
EX)=0&PX=0) =1

C’est-a-dire, E(X?) = 0 si et seulement si la v.a. X est P-presque sirement égale a 0.

PROPOSITION-DEFINITION 91

Soit (€2, .4, P) un espace probabilisé.

e La fonction covariance Cov : (X,Y) — E((X — E(X))(Y — E(Y))) définit une forme bilinéaire symétrique
positive sur L3(Q, A, P).

e [’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

Cov(X,Y)? < Var(X) Var(Y).
On peut remarquer que pour X € L?, on a Cov(X, X) = Var(X).

Preuve — L’application est clairement bilinéaire symétrique positive puisque IE est linéaire, positive.
Il faut cependant justifier que la covariance est bien définie : développons

(X —EX)(Y —E(Y) = XY - B(X)Y - E(Y)X + E(X)E(Y)

qui est somme de variables intégrables puisque L2 C L! et la variable constante est intégrable. O

COROLLAIRE 92
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé. Soient X,Y € L?(2, A, P). On a

Cov(X,Y) = B(XY) — B(X)E(Y).

REMARQUE 93 —

e La covariance n’est pas un produit scalaire non plus.

En effet, on a Cov(X,X) = 0 ssi Var(X) = 0 ssi E(X — E(X))?) =0, ssi P(X —E(X) = 0) = 1, ssi
P(X =E(X)) =1.

Une v.a.r. discréte X vérifie Cov(X,X) =0 si et seulement si X est P-presque sirement égale a son espérance.
e La covariance est un outil trés important dans 'étude des v.a. (de carré intégrable). Elle permet de quantifier
a quel point des v.a. X1, Xo ne sont pas indépendantes.

PROPOSITION 94 (Variance d’une somme de v.a.)
Soit (€2, 4, P) un espace probabilisé. Soient X1, ..., X, des v.a. de carré intégrable. On a alors

Var (anxi) = Zn:Var(Xi) +2 > Cov(X;, X;).

1<i<j<n

Preuve — Cela résulte immédiatement du fait que cov est une forme bilinéaire symétrique et que Var(X) = cov(X, X). |

DEFINITION 95
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé. Soient X,Y € L?(€, A, P) de variance non-nulle.
On définit le coefficient de corrélation des v.a. X et Y come

cov(X,Y) cov(X,Y)
p(X.Y) = =
Var(X)Var(Y) oX0Y
Pour des produits scalaires, cela revient a écrire Hg?(H’IKZII
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PROPOSITION 96
Soient X,Y € L?(2, A, P) de variance non-nulle. On a alors

-1<p(X,Y)<1

De plus, on a
|p(X,Y)| =1 <= da,b,c € R tels que P(aX +0Y +¢c¢=0) = 1.

Preuve — On applique l'inégalité de Cauchy-Schwarz au produit bilinéaire symétrique positif cov. Le cas d’égalité est équivalent a
cov(Y,Y) =0 ou cov(X 4+ bY, X +bY) = 0.
D’apres la remarque 90

]E((X+bY—IE(X+bY))2) :o<:>1P(X+bY—E(X+bY) =o) =1

et de méme si cov(Y,Y) =0, alors P(Y —E(Y) =0) = 1. O

PROPOSITION 97
Soient X,Y € L?(Q, A,P), et a,b,a’,’ € R. Alors on a

cov(aX +b,a’Y +V') = aa’cov(X,Y).

En particulier, cela donne
var(aX + b) = a*Var(X).

Preuve — Comme la covariance est une forme bilinéaire symétrique, il suffit en fait de développer I’expression par bilinéarité, et de
montrer que Cov(X,b’) = Cov(b,Y) = 0 (la covariance entre une v.a. et une v.a. constante vaut 0).
Cela donne :
E((aX +b)(a'Y +b)) —E(aX +b)E(d'Y +b)) = adE(XY)+ ab'E(X)+ a'bE(Y) + bb’
[ad E(X)E(Y) + ab'E(X) + a’bE(Y) + bb']
= ad [E(XY) - E(X)E(Y)]

Ce qui montre ’égalité désirée. O

COROLLAIRE 98

Soient X,Y € L?(2, A, P) de variance non-nulle et a,a’,b,b" € R.

Siaa’ > 0, alors on a p(X,Y) = p(aX +b,a’Y + V).

Lesv.ia X et Y, et aX +bet @'Y + 1 ont le méme coefficient de corrélation linéaire.

Preuve — D’apres la proposition ci-dessus, on a
aa’cov(X,Y)
a~/cov(X, X)a' \/cov(Y,Y)

p(aX +b,a’Y +1) = = p(X,Y)

O

REMARQUE 99 — Soit X € L?(Q, A, P) une v.a. de carré intégrable, dont I’écart-type est strictement positif
(O'X > 0)

X -EX
Alors la variable aléatoire Y = A

ox
On dit que Y est une v.a. centrée (E(Y) =0) et réduite (oy =1).

est une v.a. de L?, qui est d’espérance nulle et d’écart-type 1.

REMARQUE 100 — L’négalité de Minkowski pour la forme bilin Var(.,.) (ou inégalité triangulaire) montre que
st X etY sont de carré intégrable, alors on a

oxt+y <ox +oy.

Dans ’étude des variables aléatoires, il est fréquent de connaitre certaines informations sur la v.a. X (son
espérance, sa variance, un échantillon de valeurs X (w),...) mais pas toutes les informations.

On peut alors chercher & approximer la v.a. X avec les informations que ’on connait.

Quelles sont les v.a. (les fonctions) les plus si

Nous considérons X,Y deux v.a. de carré intégrable dont on connait que les variances et la covariance.

On suppose que la v.a. X est entierement connue, mais qu Y ne ’est pas vraiment.

On veut ainsi chercher a4 approximer Y par une v.a. qui dépende de X, avec les informations que ’on connait.
L’approximation la plus fondamentale que 1’on peut faire en mathématiques est I'approximation linéaire, I'ap-
proximation par des fonctions affines.

On va ainsi chercher une v.a. de la forme aX 4 b qui soit la plus "proche” de notre v.a. Y.
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Plus proche au quel sens? On choisira ici au sens des moindres carrés, c’est a dire qui minimise la quantité
E((Y — (aX +b))?).

On retrouve ici des question de minimisation de ”distance” sur des espaces vectoriels.

Comment trouver ces coefficients a et b7 En utilisant les mémes idées que celles du projeté orthogonal !

On a {aX + b, a,b € R} qui est un sous-ev de v.a. de dimension 1 ou 2.

Rappel : Dans un e.v. E, si on connait une base orthonormée (f1, ..., f,) d'un sous-ev F', alors pour un vecteur
z € FE le vecteur y € F qui est le plus proche de x correspond au projeté orthogonal de x sur F, et on a
Y= Z?=1<f£, fz>f1

Nous allons ainsi chercher une base "orthonormée” de Vect(1, X) pour la forme bilinéaire symétrique positive
E(Z.W) (qui n’est pas toujours un produit scalaire).

On suppose ici que Var(X) # 0, donc en particulier que X n’est pas une v.a. constante (sinon 1’étude se simplifie
trop).

On va chercher a "orthonormaliser” la famille (1, X).

e La v.a. 1 vérifie E(1%) = 1, c’est bon.

e On cherche une v.a. de la forme X — A.1 telle que E(1- (X — A.1)) =0.

On obtient alors A = E(X), c’est-a-dire X' = X — E(X).

e On veut alors "renormaliser” X’. On a E((X')?) = Var(X) = 0% # 0.

Donc, la v.a. X" = X = X;E(X) convient.

Posons 8 =E(Y.1) et « = E(Y X").

Avec ce choix de coefficients, la bilinéarité de (71, Z2) — E(Z;.Z5) nous donne :

E((Y — (aX” + B)).(aX + b)) =a.0+ 5.0 =0, Va,b € R.
Ainsi, d’apres le théoreme de Pythagore appliqué & (71, Z2) — E(Z1.Z2), on a donc :
E((Y —(aX +0))(Y —(aX +b))) = E([Y —(aX" +8)+(aX" +B—aX -D)][Y — (aX"+ )+ (a X"+ S —aX —)]),
E((Y — (aX + b)Y — (aX + 1)) = E(Y — (aX” + 8))?) + E((aX” + 8 — aX — b)?),

E((Y — (aX +0)(Y — (aX +1))) > E((Y — (aX" + 5))?).
On en déduit donc que la meilleure approximation de Y par une v.a. de la forme aX + b, au sens des moindres
carrés, est a X" + 3.
Reste a calculer « et 3.

Onaﬁ:lE(Y),etoz:E(YX;i:E(X)).
En ré-exprimant aX” + § en fonction de X 0y, Cov(X,Y), Var(Y), on obtient :

ProrositionN 101
Soient X,Y € L3(Q, A, P), avec ox # 0.
La meilleure approximation de Y par une fonction de la forme aX + b, au sens des moindres carrés, est la v.a. :

Cou(X,Y) B oy
VT(X)(X —E(X)) + E(Y) = p(X, Y);(X ~ B(X)) + B(Y).

DEFINITION 102
Avec les notations précédenes, on appelle droite de régression linéaire (ou la droite des moindres carrés) de Y en
fonction de X la droite d’équation

(y —E(Y)) — p(X, Y)%(x ~E(X)) =0, (z,y) € R,

REMARQUE 103 — Awec les résultats sur l’orthogonalité, on en déduit aussi que l’écart entre Y et son approxi-
mation linéaire en X, au sens des moindres carrés, vaut :

E [((Y —E(Y)) —a(X - E<X>))2]

E[(Y — aX" — B)?]

= E(Y?) -a2- B =E®Y? - 700“(0)5’ Lo E(Y)?
X
= Var(Y) - % =Var(Y)(1 - p(X,Y)?)

Ceci montre que plus |p(X,Y)| est proche de 1 (plus |Cov(X,Y)| est proche de Var(X)Var(Y)), plus Uapprozima-
tion est bonne.
A UVinverse, si Cov(X,Y) =0, alors la distance est mazimale et vaut Var(Y).
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18.8 LOIS CONDITIONNELLES

Soit (€2, .4, P) un espace probabilisé, et X : Q@ — F, Y : Q — G, deux v.a. discretes.

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que si X et Y sont réelles, alors la covariance permet de trouver
des v.a. de la forme f(X) qui approximent Y de fagon optimale (qui minimise une certaine quantité).

On suppose ici que F et G sont dénombrables.

Pour comprendre comment X et Y sont liées I'une par rapport a ’autre, nous allons utiliser les probabilités
conditionnelles.

On considere le couple Z = (X,Y) : Q@ — F x G. C’est encore une v.a. discréte a valeurs dans un ensemble
dénombrable.

Alors, la loi de probabilité de Z est caractérisée par la famille (P(Z = (2,¥)))(z,y)eFxa-

On rappelle que 'on a P(Z = (z,y)) =P(X =z et Y = y).

DEFINITION 104
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé, et X : Q@ — F, Y : Q — G, deux v.a. discretes.
Les mesures Px et Py sont appellées les lois marginales de la v.a. Z = (X,Y).

EXEMPLE 105 — Un joueur lance en méme temps un dé rouge et un dé bleu.

Soient X le résultat du dé rouge et Y le résultat de la somme des deuz dés.

1l est clair que la connaissance de la valeur de X va influer sur les valeurs possibles que peut prendre Y et sur sa
loi.

Par exemple, si X = 3, alors Y ne pourra prendre que des valeurs supérieures ou égales a 4, ce qui n’est pas le cas
st X = 1. Il est donc naturel de s’intéresser, pour chaque valeur fixée x; de X, a la loi de' Y avec linformation a
priori que X = x;.

REMARQUE 106 — Plus généralement, quand on étudie un phénoméne aléatoire, on obtient une série de mesures
qui chacune donne une information partielle sur le résultat.

Chacune de ces mesures correspond & une variable aléatoire.

Une bonne compréhension du phénomeéne correspond a étudier les liens entre ces valeurs.

DEFINITION 107

Soient X : Q2 — F, Y : Q — G, deux v.a. discrétes, avec F, G dénombrables.

Soit « € F tel que P(X =z) > 0.

On appelle loi de probabilité conditionnelle de Y sachant X = x la mesure de probabilité sur G associée a la
famille (P(Y = y|X = z))yeq-

On la note Py |x—;-

REMARQUE 108 — Ces lois conditionnelles de Y sachant X = x sont a priori différentes pour chaque valeur de
x, et différentes de la mesure de probas Py .
Cela vient des propriétés des probabilités conditionnelles que nous avons vues dans le chapitre précédent.

Nous avons en fait les relations suivantes.
ProrosiTION 109
Soient X : Q@ = F, Y : Q — G, deux v.a. discretes, avec F, G dénombrables. On a alors

LP(X=2)=) P(Z=(zy),VreF;
yeG

2. Py () = POY =3l =) = Tp 0 S p(X = 0) >0
P(Y = y|X = 2)P(X =) si P(X =) >0,

0 sinon

3. P(Z = (z,y)) = {

Ainsi, la mesure de probas Pz est caractérisée par Px et par les PY|X =z (z € F), et la réciproque est vraie.

Preuve — Pour montrer le 1/ : 'ensemble {X = z;} est la réunion (finie ou dénombrable) des ensembles deux-a- deux disjoints
{X =2;,Y =y;} ={Z = (z;,y;)} pour y; € G. Par o-additivité, on en déduit le résultat.

L’égalité 2/ est en fait la définition de la probabilité conditionnelle.

Enfin, si pf = P(X = ;) > 0, 'égalité vient de 2/ et sinon P(X = z;,Y =y;) =0 d’apres 1/. O

ProrosITION 110
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Avec les notations précédentes et en supposant Y intégrable, on a

E(Y) =Y BY[X =2,)P(X = ;).
i>0

Preuve — Par définition E(Y) = Z yjpf. L’égalité 1/ de la proposition 109 nous dit que
Yj e

Py = > PY =y;, X =mz).
x; EF
On a donc
EY)=Y (D> yPY =y, X =)
720 \i>0

La série étant absolument convergente, on peut intervertir les sommes

EY) = Z(ZyjP(Y:yj’szi))

120 \j=0

= > (Z Y P(Y = y;|X = 2;)P(X = zi)> Prop 109 3/

i>0 \j>0
= DY [ PX=2)> y P(Y =y |X =)
i>0 7>0
= D EYIX =2)P(X =)
>0
On fait abstraction des indices i tels que P(X = x;) = 0, mais alors, P(X = z;,Y =y;) = 0. O
REMARQUE 111 — Ce résultat permet de calculer E(Y) en conditionnant par une variable auziliaire X . I

généralise la formule des probabilités totales, qui correspond ici ' Y =14, et B; = {X =x;} :
P(A) =Y P(ANB;) =) P(A|B,)P(B;)
icl iel
ot les B; forment un systéme complet.

EXEMPLE 112 — Le nombre N de voitures passant devant une station d’essence en un jour suit la loi de Poisson
de parameétre A > 0. Chaque voiture décide de s’arréter a la station avec probabilité p indépendamment des autres.
On note K le nombre de voitures qui s’arrétent a la station. Cherchons E(K).

Par hypotheése,

A" _ n
N Y K|N= k —k
Pn =€ s prIN= = (k>p (1-p)"

D’ou . .
E(KIN=n) = kpp ™ :Zk<k>p‘“(1—p) " =np,
k=0 k=0

espérance d’une loi binomiale de paramétre n et p.
D’apreés la proposition précédente

E(K) =Y E(KIN=nP(N=n)=pY nP(N=n)=p)
n>0 n>0
puisque A = E(N).
A Topposé des variables aléatoires discrétes, une autre famille de variables aléatoires possede une caractérisation

qui rend treés pratique le calcul d’espérance et de variance (ainsi que les résultats associés) : ce sont les variables
aléatoires a densité.

18.9 VARIABLES ALEATOIRES A DENSITE

DEFINITION 113 (Fonction de densité)
Soit f : R — R une fonction continue par morceaux.
On dit que f est une fonction de densité sur R si :
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1. f >0 (f est positive)
2. f € LY(R) (f est intégrable sur R)

3. Jp flz)de =1.

Plus généralement, une fonction de densité est une fonction mesurable sur R, pour la o-algebre des boréliens
de R (pas forcément continue par morceaux). Cependant nous n’avons pas abordé clairement cette notion, et
tous les exemples et manipulations que vous aurez utiliseront des fonctions continues par morceaux (indicatrices,
fonctions puissance, exponentielles,. . .).

EXEMPLE 114 —

1. Pour a < b€ R, la fonction f = ﬁX[a,b} est une fonction de densité.
Elle est bien continue par morceauz, positive partout, intégrable, et son intégrale vaut 2:—2 =1.

2. Pour ¢ > 0, la fonction g(x) = exp(—cx)cxr, (v) est une fonction de densité.
Elle est bien continue par morceaur, posztwe partout, et intégrable.
Son, intégrale sur R vaut [, g(x)dx = fo cexp(—cr)dr = [—exp(—cz)|§* =0—(-1) = 1.

3. La fonction g(x) = \/% exp(—;) est une fonction de densité.
Elle est bien continue par morceauz, positive partout et intégrable.
2
Comme on a [, exp(—%)dx = 2w, on a [, h(x)dx = 1.

Plus généralement, si f est une fonction continue par morceaux, positive, et intégrable sur R, alors g = m. f
R

est une fonction & densité. Ce sont plus généralement les fonctions de L!(R) qui sont positives et de norme 1
(IIfllz1r) = 1). On obtient donc assez facilement des fonctions de densité a partir des fonctions intégrables sur R
en les renormalisant.

DEFINITION 115 (Variable aléatoire & densité)

Soient (2,4, P) un espace probabilisé et X : Q@ — R une variable aléatoire.

On dit que X est une variable aléatoire a densité s'il existe une fonction de densité f telle que :
pour tout A € B(R), onaP(X € A) = [, f(

Lorsque 'on a une v.a. X a densité, tous les calculs de probabilités en fonction de X se rameénent & des calculs
d’intégrale en fonction de f. On peut ainsi appliquer tous les outils du calcul intégral déja connus pour les
fonctions de R dans R.

ProposiTION 116

Soient (£2,.4,P) un espace probabilisé et X : 3 — R une variable aléatoire & densité, de fonction de densité f.
Alors, la loi de la v.a. X est caractérisée par la fonction f

Pour tout A € B(R), on a Px(A) =P(X € A) = [, f(

Pour X une v.a. a densité, les propriétés de X découleront des propriétés de sa fonction de densité f.

REMARQUE 117 — Pour X une v.a d densité, l'image de X est reliée au support de sa fonction de densité [ :
Supp(f) ={z € R t.q. f(z)# 0}

Pour avoir une fonction f continue par morceaux dont l'intégrale vaut 1, il faut que le support de f contienne un
intervalle (plus généralement, qu’il soit de mesure de Lebesgue non-nulle). Cet ensemble sera donc forcément
mnfini non-dénombrable : la fonction f ne peut pas prendre un mombre fini ou dénombrable de valeurs, et de
méme pour la v.a. X.

Ainsi, les v.a. discrétes ne sont pas des v.a. & densité, et réciproqguement.

REMARQUE 118 — Pour X une v.a. a densité de densité f, et pour X # 0, la v.a. AX est encore a densité, de
fonction de densité g(x) = + f(%).

Par contre, la somme de deuz v.a. a densité n’est pas forcément a densité. Si X est a densité, —X aussi, mais
X 4+ (—=X) =0 (v.a. constante) n’est pas une v.a. & densité (c’est une v.a. discréte!).

L’ensemble des v.a. a densité n’est donc pas un espace vectoriel, il n’est pas stable par addition.

THEOREME 119 (Construction de v.a. & densité)
Soit f : R — R une fonction de densité.
Alors il existe (2,4, P) un espace probabilisé et X : @ — R une v.a. telle que X est a densité, de densité f.

Pour chercher des exemples de v.a. a densité ou des contre-exemples a certains résultats, on se contentera ainsi
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de chercher des fonctions f qui sont intégrables mais telles que v/f ou x — xf(x) (ou z — 22 f(z)) ne sont pas
intégrables.

18.10 ESPERANCE DES V.A. A DENSITE

Contrairement aux v.a. discrétes, ou I'espérance se définit sans problemes grace a des sommes finies, pour les v.a.
a densité cela fait intervenir des intégrales.

La définition formelle de v.a. intégrables fait intervenir une intégrale sur I’ensemble de départ €2, ce qui sort du
cadre de la théorie de 'intégration sur R. Dans le cas des v.a. a densité, I'intégrabilité peut étre vérifiée plus
facilement. Nous nous contenterons de ce critere.

THEOREME 120 (Lemme de transfert)

Soit (2, P(Q2),P) un espace probabilisé. Soit X : @ — R une v.a. a densité, de densité f.
Alors, X est intégrable si et seulement si fj;o || f(x)de < +o0.

Dans ce cas, on a alors :

+oo
E(X) = / zf(x)dx.

Toutes les propriétés générale de ’espérance vues avec les v.a. discretes restent vraies pour les v.a. a densité
(linéarité, positivité, comparaison, variance, covariance, Cauchy-Schwarz,. ..). Le principal changement est la
différence d’écriture de E[X] (d’un c¢6té une somme/somme de série, de 'autre une intégrale sur R).

18.10.1 Théoreme de transfert

THEOREME 121 (Théoréme de transfert)

Soit (€2, A4, P) un espace probabilisé.

Soient X : 2 — R une v.a. a densité intégrable, de densité f, et g : R — R.
Alors g(X) est intégrable ssi f_JrOOOO lg(z)| f(x)dz < +o0.

Si la v.a. a densité g(X) est intégrable, on a alors :

+oo
E(G(X) = [ gla)f(@)is
—0o0
Pour X une v.a. & densité, on vérifie si X2, X3, ... est intégrable en regardant si les intégrales sur R de
2?2 f(z),]23|f(x),... sont finies ou non. Cela se ramene a de 'intégrabilité pour des fonctions de R dans R.

REMARQUE 122 — La v.a. g(X) n’est pas toujours & densité. Par exemple pour g = 0 (fonction nulle), on a
g(X) =0 (v.a. constante) qui n’est pas une v.a. & densité.
Si la fonction g est bijective et dérivable (x — A.x avec A # 0, exp, In si X est positive), alors g(X) sera une v.a.

a densité, de densité h(z) = g,((i_ill((?))).
Dans certains cas plus générauz (v — 22, x + exp(—|z|)), 9(X) sera aussi une v.a. & densité, mais la fonction
de densité est plus compliquée a écrire.
Tout comme pour les v.a. discrétes, on ne cherche en général pas o détailler précisément la loi de g(X) (sa
fonction de densité si elle est a densité), on utilise plutdt le théoréme de transfert pour calculer de fagon pratique

Despérance de g(X).

LEMME 123
Soient (2,4, P) un espace probabilisé, et X : Q2 — R une v.a. a densité, de densité f.

On a X € LY(Q, A, P) si et seulement si fj:j || f(x)dx = 0.

On a X € L?(Q, A, P) si et seulement si ff;: 22 f(x)dx = 0.

Si X et X? sont intégrables, on a alors Var(X) = E((X — E(X))?] = [p(z — B(X))*f(2)dz = E(X?) - E(X)?.
ProprosITION 124

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé.
L’ensemble L?(£2, A, P) est un sous-espace vectoriel de L(£2, A, P).

Pour tout X € L?(Q, A,P), on a
[EX)] < E(X]) < VE(X?).
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Preuve — La preuve est identique a celle effectuée pour les v.a. discrétes. O

REMARQUE 125 — On retrouve le fait que X? intégrable implique X intégrable.
La réciproque est par contre fausse en général.

Contre-exemple : On pose f(x) = L

1 1
127 J; rhsde
La fonction f est continue, positive, intégrable, et fR f(z)dxz = 1. C’est bien une fonction de densité.

Soit X une v.a. a densité, de densité f. On a |z|f(z) = % Cette fonction est continue sur R, et on a

|| f(z) ~ ﬁ quand © — +0o et quand x — —oo. Ainsi la fonction |z|f(x) est intégrable sur R.

Donc, la v.a. X est intégrable, elle est dans L*(Q, A, P).

on a > f(x) ~ & quand x — +oo et quand x — —oo. Cette fonction n'est

Par contre, pour x°f(x) = ]

donc pas intégrable sur R.
Donc on a X ¢ L?(Q, A, P).

_r
1+[x|3

On généralise aussi la définition d’intégrabilité pour toutes les puissances de X.

DEFINITION 126

Soient (£2,.4,P) un espace probabilisé, X une v.a. & densité, et k > 1.

Si la v.a. X* est intégrable (si E(]X*|) < 4+o0), on dit que X posséde un moment d’ordre k.
Le moment d’ordre k de X est la quantité E(X%).

18.11 VARIABLES ALEATOIRES A DENSITE USUELLES

DEFINITION 127 (Loi uniforme)
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé. Soit X : Q@ — R une v.a & densité, de densité f.
Siona f= ﬁ Xa,b), 01 dit que X est une variable aléatoire uniforme sur [a, b].

ProOPOSITION 128
Soit X une v.a. uniforme sur [a, b].

Alors, on a E(X) = aT'H) et Var(X) = (bI;)Q

)
]b b2 —q? __ b+a
(226 = b3—a® _ b2+abta®
b—al 3 1a ™7 3(b—a) — 3

(

b+a\2 __ b272ab+a2 _ (b*a)z
) - 12 - 12 - O

DEFINITION 129 (Loi normale)
Soit (€2, 4, P) un espace probabilisé. Soit X : Q@ — R une v.a. a densité, de densité f.

Soient m € Ret 0 > 0. Sion a f(z) = \/2;02 exp(—(m;(zg)Q

normale, de parametres m, 0. On le note aussi X ~ N (m, o2).
Sim=0et o =1, on dit que X est une v.a. de loi normale centrée réduite N (0, 1).

), on dit que X est une variable aléatoire de loi

PROPOSITION 130
Soient m € R, o > 0 et X une v.a. de loi normale A'(m,d?).
Alors, on a E(X) =m et Var(X) = o2.

Preuve — On utilise le fait que fj:s exp(—%wQ)dx = /2.
Avec ce résultat, nous avons montré dans un exemple précédent que la fonction f est une densité de probabilité (continue, positive,
intégrable, dont I'intégrale sur R vaut 1).

_ (z=m)?
On a |z|f(z)

\/% exp(— 552 ). Cette fonction est continue sur R, donc ses éventuels probléemes d’intégrabilité sont en +oo.

_ 2 \ . . 7,
Quand z — +o0, on a % > x a partir d’un certain réel my.

Donc, pour z > myg, on a |z|f(z) < |z (—z).

V2no2 exXp

D’apres les croissances comparées, on a |23| exp(—x) < 1 & partir d’un certain réel m.
ss . . 1
Cela s’écrit aussi |z|exp(—z) < 5.
11
Vano2 ©2’

Donc, pour z > max(mg, m1), on a |z|f(z) < qui est intégrable en +oo.
Donc |z|f(z) est intégrable en +oo.
Comme la fonction |z|f(x) est paire, elle est de méme intégrable en —oco. Donc, elle est intégrable sur R.

Donc, X est intégrable : X € L1(Q, A, P).
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Et, on a B(X) = [ \/T exp(— (z;Tg) Ydw f+oo x\/;ﬁ? exp(— 2(:'21)2 )dx

E(X)= [T e exp(— (e )dac+ \/7I+ exp(— (J“ m) )dx
T (dyvcf )

2
E(X) = [~ 72— exp(~ “”2;;” >1+°° +

E(X)=0-0+ 7%\/02\/27r =m

Pour la v.a. X2, on peut réutiliser les mémes arguments. La fonction = — fo(:v) est continue sur R donc n’a des problemes

+
T 1T e

d’intégrabilité qu’en +o0o0 ou —oo.

2 < z?
On peut montrer que z=f(z) < Noreet

I% quand z > max(mg,m1). Cela prouve que z2 f(z) est intégrable en +oco.

exp(—x) & partir d’un certain réel mo et que z2 exp(—z) < z% a partir d’un certain réel mq,

2 < 1
et donc que z° f(z) < Worwe
Comme z2 f(x) est symétrique, elle est donc aussi intégrable en —oo.
On obtient donc que X2 est 1ntegrable.
2 2

On a Var(X) f+°° ) exp(~ ) de = [T Z exp(— 4 ) (dyVo?) Var(X) = TYZ [T y2 exp(— L )dy =

V2ro?2 202
2 o0
\577 fjoo y? eXP(—j)dy
Var(X) = o= (fy(— exp(— 5 )ITZ — 12 —exp(~ 1 )dy) = Fo=(0— 0+ V2m) = o D
REMARQUE 131 — 1l est plus léger de calculer l’espérance et la variance d’une v.a. X de loi normale centrée

réduite N'(0,1) (espérance nulle, variance qui vaut 1). On peut ensuite se ramener au cas général en disant que
oX +m est une v.a. de loi normale N'(m,c?) (composée de X avec la bijection g(x) = oz + m).
Et on sait alors que E(cX +m) = cB(X) +m =m et que Var(cX +m) = Var(cX) = o*Var(X) = o2.

DEFINITION 132 (Loi exponentielle)
Soit (92, A, P) un espace probabilisé. Soient X :  — R une v.a & densité, de densité f, et A > 0.
Siona f(x) = Aexp(—Az)xr, (), on dit que X est une variable aléatoire de loi exponentielle, de parametre .

ProrosiTioN 133
Soit X une v.a. de loi exponentielle de parametre .

Alors, on a E(X) = % et Var(X) = /\i

Preuve — On montre que les fonctions |z|f(z) et 22 f(x) sont intégrables sur R (soit car on les majore par x% quand z — 400 via
les croissances comparées, soit car on calcule l'intégrale de —N a N de la fonction et que I’on montre que cette intégrale converge
quand N — +00).

Soit N > 0.
On a: fivN |z|f(x)dx = fNN |z| X exp(— AZ)XR_', (z)dx = fON zXexp(—Az)dz.
fivN lz| f(z)dz = [~z exp(—Az)] — fO (= exp( Aw))dm = —Nexp(—AN) — 0+ [%A exp(—Az)]Y

Iy |zl f(z)dz = =N exp(—=AN) — + exp(—=AN) + +.

Or, on a N exp(—AN) = N 400 0 et exp(—=AN) = N 400 0 car XA > 0.

Donc, l'intégrale fiVN |z|f(x)dx est convergente quand N — 400, et sa limite vaut %

On a donc montré que X est intégrable. Et on a E[X] = fR zf(z)de = fO ®zf(x)dx = %

Le calcul est similaire pour x2 f(x), on peut calculer fo 2\ exp(—Az)dz & 'aide de deux intégrations par partie. Le résultat obtenu

converge vers )\2—2 quand N — +00, ce qui montre que X2 est intégrable et que E[X?] = %
On a alors Var(X) = E[X2] - E[X]? = % — )\% = % O

DEFINITION 134 (Loi de Cauchy)
Soit (€2, 4, P) un espace probabilisé. Soient X :  — R une v.a & densité, de densité f, zo € R et a > 0.
Sionaf= on dit que X est une variable aléatoire de loi de Cauchy, centrée en xy, de parametre

d’échelle a.

PROPOSITION 135
Soit X une v.a. de loi de Cauchy.
Alors X n’est ni intégrable ni de carré intégrable.

Ed ~
am(14+(7570)2) =
Comme on a L?(Q, A, P) C L'(Q, A, P), si X n’est pas intégrable alors elle n’est pas non plus de carré intégrable. O

Preuve — Quand z — +o0, on a |z|f(z) = ce qui n’est pas intégrable en +oo.

DEFINITION 136 (Loi Gamma & un parameétre)
Soit (€2, A, IP) un espace probabilisé. Soient X : 2 — R une v.a a densité, de densité f, a > 0.

Sionaf= a) XR* (z), on dit que X est une variable aléatoire de loi Gamma & un parameétre, de parametre
a.

Prorosition 137
Soit X une v.a. de loi Gamma & un parametre.
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Alors on a E[X] =a et Var(X) = a.

. N N a—1_—x N p@o—T N

Preuve — Soit N > 0. On a [ |z|f(z) = [T |z| 55— F(;) X1 (x)dz = [, 7“”“6“) dz = 71"(1@) IR

Comme on a a4+ 1 > 0, la fonction z — z(@t1)~1e=2 egt intégrable sur |0, +o0[, et son intégrale sur ]0, +-o00[ vaut T'(a + 1).

Gamma(a+1)
Gamma(a)

Ainsi, la v.a. X est intégrable. Et on a E[X] = [, «f(z)dz = O+°° zf(z) = a.

. N N a—1,-= N patl -z N
Soit N > 0. On a f7N$2f(x) = f—N $2%XR1 (z)dz = [ %dw = ﬁ fo
Comme on a a + 2 > 0, la fonction @ — z(¢12)~1le=% est intégrable sur |0, +oo[, et son intégrale sur ]0, +-00[ vaut T'(a + 2).

a+1>718793dx.
= a.

1 N 1)—1,_—
Donc, on a WIO plat)—1o—z o N —stoo

zlat)—le=z gy

Donc, on a ﬁ foN gletD—le=2qy s 0 o %ﬂw =a(a+1).
Ainsi, la v.a. X est de carré intégrable. Et on a E[X?] = [, 22 f(z)dz = a(a + 1).
On a donc Var(X) = E[X2] - E[X]? =a(a+ 1) —a? = a. O
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Chapitre 19 Résultats asymptotiques
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Les variables aléatoires sur un espace probabilisé (£2,.A, P) sont des fonctions. On est ainsi amené a étudier des
suites de variables aléatoires (des suites de fonctions), par exemple une suite de lancers de Pile ou Face (ou une
suite de tirage de cartes, une suite de jets de dés,...).

Avec une suite de fonctions, on cherche & étudier le comportement de la suite (bornée, non-bornée, normes,
convergences, limite,...).

19.1 CONVERGENCES DE V.A.

Nous allons définir plusieurs notions de convergence pour les suites de v.a. réelles.

DEFINITION 1
Soit (€2, .A,P) un espace probabilisé. Soient X et (X,),>0 des v.a. réelles.
On dit que

1.

W N

(X,.)n converge uniformément presque partout vers X si X,, et X sont bornées presque partout et si
Ve >0, Ing > 0 t.q. Vn > ng on a P(| X, — X| <e) =1.

On notera parfois P(lim,, 400 X, = X) = 1.

. (Xn)n converge dans L? vers X si ces v.a. sont de carré intégrable et si (E [(X — X,)?]),, converge vers 0.
. (Xpn)n converge dans L' vers X si ces v.a. sont intégrables et si (E[|X — X,|]), converge vers 0.

. (X,)n converge en probabilité vers X si

lim P(|X — X,| >¢)=0,Ve>0

n—-4oo

. (X,)n converge presque siirement vers X si

P{w € Q tq EIE X, (w) existe et vaut X(w)}) = 1.

On notera parfois P(lim, 400 X, = X) = 1.

REMARQUE 2 —

e La convergence uniforme presque partout est la généralisation probabiliste de la convergence uniforme. La

suite de fonctions (X,,)n est uniformément proche de la fonction X, sauf sur une partie de mesure nulle.

e La convergence presque stre est la généralisation probabiliste de la convergence ponctuelle. La suite fonctions

(Xn)n converge "point par point” vers la fonction X sur un emsemble de probabilité 1. On s’autorise & avoir
des valeurs w pour lesquelles on n’a pas la convergence voulue tant que l’ensemble des valeurs problématiques
est de probabilité nulle.

En probabilités, tout ce qui peut se passer dans un ensemble de probabilité nulle ne change rien aux
phénomeénes que l’on observe (calculs de P,E,Var(),...). De méme pour la convergence, on l’observe
"presque partout” (6 un ensemble de mesure nulle prés).

La convergence en probabilité est un phénoméne propre aux probabilités (grace d la mesure de probas P).
On veut que X, soit a distance de X partout sauf sur un ensemble dont la mesure tend vers 0.

Les convergences L' et L? sont identiques  celles pour les fonctions d’une variable réelle, étant donné que
Uespérance I est une intégrale (une intégrale sur Q, mais une intégrale).

Si la suite (X)), converge, sa limite X est unique presque partout. Si X et Y sont deux limites alors
Uensemble des w tels que X (w) # Y (w) est de probabilité 0.
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o Ainsi, si (Xp)n converge vers X pour une notion (ex presque sirement) et que l'on s’intéresse a une autre
notion de convergence (ex L?), on sait que (X,,), ne pourra converger que vers X pour cette seconde notion,
ce qui rend la vérification plus pratique.

e Il n’y a aucune équivalence entre ces modes de convergence. Certaines implications sont vraies, mais pour
toutes les réciproques on peut construire des contre-exemples.

e La convergence uniforme presque partout (convergence dans L°°) implique la convergence dans L? et dans
L.
Si les X,, et X sont bornées presque partout, alors elles sont bien dans L? et dans L', et on a E[|X,, — X|P] <
E[sup(| X, — X|[)P] = sup(| X, — X|)? =, 0 (pour p=1,2).

o La convergence L? implique la convergence L.
Si X, et X sont dans L? alors elles sont dcms Ll, et on peut alors utiliser l’inégalité de Cauchy-Schwarz
(E(X, — X)| < VE((X,, — X)?)/E(1)

o La convergence dans L' implique la convergence en probabilité.
En effet, lVinégalité de Markov (voir plus bas) donne : P(|X,, — X| > ¢€) < M —, 0.

e La convergence uniforme presque partout implique la convergence presque sire.
En effet, l’ensemble des w tels que X, (w) =, X(w) est alors de mesure 1.

e La convergence presque stre implique la convergence en probabilité.

o Toutes les autres implications sont fausses en général.

EXEMPLE 3 — La convergence L' n’implique pas la convergence L?.
Pour X, telle que P(X,, =n) = ﬁ et P(X,=0)=1- ﬁ, la v.a. X,, converge presque strement vers 0.

On a E[X,—0] = o = ﬁ —n 0, donc (X,)n converge dans L' vers 0, mais E[X2 —0?] = n’\L/ﬁ Vn =y, 400
donc (X,)n ne converge pas dans L? vers 0 (et donc ne converge pas tout court dans L2)
On peut aussi remarquer que (X,)n converge en probabilité vers 0 (P(| X, — 0| > ¢€) = f quand n est grand),

mais ne converge pas uniformément vers Q.
Done, la convergence L' n’implique pas la convergence uniforme, et la convergence en probabilité n’implique pas
la convergence uniforme.

EXEMPLE 4 — Soit (Q, A, P) un espace probabilisé et (Ap)nen des éléments de A.
1. La suite de v.a. (14, )n>0 converge en probabilités vers 0 si et seulement si ha[_l P(A,) =0.
ft n——+0oo
En effet, pour tout € >0 avec e < 1, on a

P([la, — 0 > &) = P(A,).

Ainsi, le terme de gauche tend vers 0 ssi celui de droite tend vers 0.

2. La suite de v.a. (14, )n>0 converge dans L? vers 0 si et seulement si P(A,,) tend vers 0.
En effet, on a E((14, —0)?) =E(14,) = P(A,).
Dans cet exemple, la cv en probabilités est équivalente & la cv L?.

3. On suppose que la suite (14, )n>0 converge presque sirement vers 0.
Soit w € Q tel que 14, (w) tend vers 0. Alors la suite (14, (w))n est stationnaire & partir d’un certain rang
et vaut 0.
Donc w nappartient pas a un nombre infini de A,,. Par hypothése de C'V presque sire, on en déduit que

P(limsup A,) m U Ap | =0.
neNp>n
Par propriété de limite décroissante, on en déduit que lir_~r_1 P (Up>nAp) =0. Comme A, C Up>nA,p, on
n——+0oo - -
obtient alors lir}_l P(A,) =0. Dans cet exemple, la convergence presque sire implique la convergence en
n—-+oo
probabilités (ou la cv L?).

4. On prend maintenant

Ar = [0,1]
Ay =1[0,1/2]  As =]1/2,1]

Ar=1[0.1/3] As=]1/3,2/3]  A¢=]2/3,1]

Ao 20 Ae UL AU A <3/
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On a alors limP(A,) = 0 et limsup 4, = [0,1]. Donc P(limsup 4,) = 1.

D’aprés les points précédents, la suite (14, )n>0 cv en probabilités (et dans L? et L'), mais elle ne converge
pas presque sirement.

Donc, la convergence en probabilité n’implique pas la convergence presque sire, de méme pour la convergence
dans L? et pour celle dans L.

Sous certaines conditions (domination, croissance, extraction), on peut récupérer certaines implications. C’est ce
qu’énonce par exemple le théoreme de Riesz-Fischer.

THEOREME 5 (Théoréme de Riesz-Fisher)
Soient X,,, X des v.a. dans L! (ou L?) telles que (X,,),, converge vers X dans L' (ou L?).
Alors, il existe une sous-suite de (X,,),, qui converge presque siirement vers X.

Il reste un dernier mode de convergence a définir :

DEFINITION 6 (Convergence en loi)
Soit (€2,.4,P) un espace probabilisé. Soient X et (X,,),>0 des v.a. réelles.
On dit que (X,,), converge en loi vers X si

Vo € G (R), on a E[¢(X,,)] =, E[p(X)],
ot Cp(R) est Pensemble des fonctions continues et bornées sur R.

REMARQUE 7 —
1. La convergence en loi est la notion de convergence la plus “faible” pour les v.a., au sens ou pratiquement
toutes les autres notions impliquent la convergence en loi (alors que la réciproque est fausse).
2. Si (Xy,)n converge en probabilité vers X, alors (X,,)n converge en loi vers X.

8. De par sa définition, cette notion de convergence est plus difficile a manipuler que les autres, car on ne
peut ni utiliser les X, (w), ni étudier | X,, — X|.

4. Il existe plusieurs caractérisations équivalentes de la convergence en loi, qui permettent de la vérifier plus
facilement, mais cela sort du cadre de ce cours.

L’utilisation la plus classique de la convergence en loi est la suivante :

PROPOSITION 8

Soit (2, A,P) un espace probabilisé. Soient X et (X,,),>0 des v.a. réelles telles que (X,), converge en loi vers X.
Alors, pour tous a,b € Rtels que P(X =a)=0=P(X =b),onaPla < X,, <b) =, Pla < X <b).

Et, pour tout A € B(R) borélien dont la frontiere vérifie P(X € Fr(A)) =0, on a P(X,, € A) —, P(X € A).

Autrement dit, pour des v.a. réelles, si (X,,), converge en loi vers X, si 'on prend A une partie de R qui est un
borélien (disons un intervalle ou une réunion d’intervalles), et si X n’a pas de "masse” sur le bord de A, alors la
suite de probabilités P(X,, € A) converge vers P(X € A).

C’est ce résultat que 'on utilise souvent en pratique avec le TCL (voir plus bas) afin d’estimer une valeur pour
des probabilités de la forme P(a < X,, < ).

Dans les manipulations liées aux convergences en probabilité et presque siires (résultats, cas particuliers), une
famille d’ensembles revient souvent : les liminf et lim sup.
Nous rappelons donc ce que sont ces ensembles, et le Lemme qui les concerne.

DEFINITION 9
Soient € un ensemble, A une o-algebre, et (A, )nen une suite d’éléments de A.
On définit la limite supérieure de la famille (A, ), comme I’ensemble

1imnsup A, = ﬂ U A, | €A,

P \n>p

et la limite inférieure de la famille (A,,),, comme I’ensemble

liminf A, = J | ) 4n | € A

P \nz>p
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La limsup,,(A;) contient tous les w qui appartiennent & une infinité de A,. La liminf, (A4,) contient tous les w
qui sont dans tous les A,, & partir d'un certain rang.

THEOREME 10 (Lemme de Borel-Cantelli)
Soient {2 un ensemble, A une o-algebre, et (A, )nen une suite d’éléments de A.

1. Siona Z P(A,) < 400, alors P(limsup,, 4,,) = 0.
n>0

2. Sila famille (A,,),>0 est indépendante, alors on a

Z P(A,) = +oo implique P(limsup 4,,) = 1.
n>0 "

19.2 THEOREMES LIMITES

En probabilités, on s’intéresse énormément & des suites de v.a. qui sont de méme loi (méme espérance, méme
variance, mémes probabilités,. ..) et qui sont indépendantes.
Pour ces suites de v.a., il existe trois grands théorémes qui fournissent des convergences.

Inégalité de Markov, Loi faible des grands nombres

Nous commengons par une inégalité "simple” mais tres souvent utile.

PROPOSITION 11 (Inégalité de Markov)

Soient (€2, A, P) un espace probabilisé, et X € L'(Q, A4, P).

Pour tout € > 0, on a

E(|X])

P(X]2¢) < —

Preuve — On rappelle que comme X est intégrable, alors par définition |X| I'es aussi et E(|X|) existe.
Soit D = {w € Q tq | X (w)| > €}. _
On a alors I'inégalité de fonctions : | X| > el p(.). (Cela est vrai sur D et sur D)
Les propriétés de 1'espérance (qui est une forme d’intégrale) donnent :
E(IX|) > E(cl p) = cB(1p) = eP(D) = eP(|X| > ¢).

O

REMARQUE 12 — On peut montrer de la méme fagon que pour tout p > 1, si XP € L', alors pour tout e > 0 on a

E(|XP
p(x| > c) < XD
ep
Cela vient de linégalité de fonctions :
| X7 > P14 00 (1X]),

que l’on combine aux propriétés de ’espérance.
En particulier, en prenantp =2 et Y = X —E(X), on obtient la proposition suivante

PROPOSITION 13 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev)
Soit X € L?(Q, A, P).
Alors, pour tout € > 0 on a

P(IX — B(X)| > 2) < LX) _ 7%

- g2 g2’

REMARQUE 14 — L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev majore la probabilité que la v.a. X s’éloigne d’au moins
€ de sa moyenne.

Cette inégalité va nous servir a démontrer le prochain théoréme, la loi faible des grands nombres.

THEOREME 15 (Loi faible des grands nombres)
Soit (2, A,P) un espace probabilisé. Soit (X,),>1 une suite de v.a. réelles indépendantes, et de méme loi de
probabilité.

222



19.2. THEOREMES LIMITES

n
Soit S, =Y Xp.
k=1
Alors pour tout € > 0, on a

n—-+o0o

lim P (|57;n - E(Xy)| > 5) =0.

Preuve —[Cas ol X, est de carré intégrable] On va utiliser les résultats précédents sur la v.a. %

Comme les v.a. X, ont la méme loi de probabilité, on a en particulier que E(X,) = E(X1) et Var(X,) = Var(X1), Vn > 1.
Avec la linéarité de I’espérance, on obtient donc

B (%) - %Igm(xk) — B(X)).

Avec 'indépendance des X}, le calcul de variance donne

S, 1 & Var(X
var(3) = 3 var(x = YR
n n n
k=1
On applique alors 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev a la v.a. — :
n
X
OSP(&—m’26> < Var(Xa)
n ne?
Le terme de droite tend vers 0 quand n — 400, ce qui conclut. O

1
REMARQUE 16 — La loi faible des grands nombrs nous dit que la suite de v.a. (=S, )n>1 converge en probabilité
n >

vers la v.a. constante B(X7).

o Cette suite de v.a. (X)) représente une suite de réalisations de la méme expérience (on relance la méme piéce
autant de fois que l'on veut, le méme dé autant de fois que U'on veut) et cela de fagon indépendante (chaque
relance ne tient pas compte des résultats précédents). Ce théoréme nous dit alors que le résultat moyen de n
réalisations de la méme expérience (%) a une probabilité 1 de converger vers l'espérance E(X1).

e Elle permet de mieux comprendre l’approche des probabilités basée sur la notion de fréquence, celle utilisée au
début du chapitre.

o Attention, l’hypothése d’indépendance est indispensable : Si on considére une variable aléatoire X non constante

1 1
et (Xn)n>1 avec X, = X. Alors on a =S, = X, et P (’Sn - E(X)’ > 5) P X —E(X)| >e) #0.
= n n

Loi forte des grands nombres

THEOREME 17 (Loi forte des grands nombres)
Soit (€2, A,P) un espace probabilisé. Soit (X,,),>1 une suite de v.a. réelles intégrables, indépendantes, et de
méme loi de probabilité.

n
Soit S, =Y Xp.
k=1
Alors, la suite (S,,), converge presque stirement vers E[X].

REMARQUE 18 — On parle de loi “faible” et de loi "forte” des grands nombres par rapport au type de convergence
obtenu. La convergence presque stre est plus “forte” que la convergence en probabilité.

Voici une utilisation de la loi des grands nombres en analyse.

EXEMPLE 19 — Preuve du théoréme d’approximation de Weierstrass par les probabilités.

Soit f : [0,1] — R une fonction continue. Alors il existe une suite de polynémes (Bp)n>1 qui converge
uniformément vers f sur [0, 1].

Preuve : On pose

avec la convention 00 = 1.
Le polynome B, s’appelle polynéme de Bernstein de degré au plus n associ€ a f.
Soit (2, A,P) un espace probabilisé. Pour x €]0, 1] fixé, on considére une suite (X,,)n>1 de v.a. de loi de probas
de Bernouilli de paramétre x, et indépendantes.
n

On pose S,, = ZX, On va pouvoir appliquer des résultats précédents a la v.a. Sy,.
i=1
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1. La loi de Sy, est binomiale : pour tout k € {0,--- ,n}, P(S, =k) = (n) zF(1 — )"k,

2. Le théoreme de transfert nous dit que

Sn _ = E n k(1 _ o \n—k
el ()] =20 (0) () mor
3. Pour tout € > 0, on pose

d(e) = sup{[f(z) = f(Y)l, z,y € [0,1] et [x —y| <e}.
Le théoréme de Heine nous dit que f est uniformément continue et donc 6(g) tend vers 0 quand € tend
vers 0.
Alors, pour tout x €]0,1[, on a

Ba(e) — f(@)| = \E 7 (2)]- @

et donc

-

n

—z|>e
< o) + 2P (|2 - o] 2 )

Mais d’apres linégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a

n n 3 n
E(&)ﬂ
n

et les variables X,, €tant indépendantes, on a
0%, = —0% =—0
Sn n X1
. 278 n -t

On sait enfin que Ug(l =z(l —z) <1 et donc

1Bu(z) — £(@)] < 6() + 20 loe -

~

€
Comme lirno d(g) =0, pour tout ' > 0, il existe &' > 0, tel que e < §' implique §(g) < 7
E—r
1 e’
Et il existe N € N, tel que n > N implique 2| f|lcc —5 < 7 Et finalement, on a montré que pour n > N,
ne

[Ba(e) = F(@)] < 8) + 2oz <

la majoration ne dépendant pas de x, la convergence uniforme est donc bien prouvée.

Théoréme central de la limite

THEOREME 20 (Théoréme Central de la Limite (TCL))
Soit (€2, A,P) un espace probabilisé. Soit (X,,),>1 une suite de v.a.réelles, de carré intégrable, indépendantes, et
de méme loi de probabilité.

Soit S, = Y Xi. On pose m = B(X) et 0 = Var(X;)
k=1

Alors, la suite (S\%;")n converge en loi vers une v.a. X de loi normale N (0, 1).

REMARQUE 21 — Comme une v.a. de loi normale est une v.a. a densité, elle n’a pas de masse concentrée en un
seul point.
Ainsi, la convergence en loi implique que pour tout intervalle (ou réunion d’intervalles) I, on a : P(

I) =, P(X € 1) = [; = exp(—% )dz.

Xi+...+Xp—m c
vno
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APPROXIMATION D’UNE LOI DE POISSON

THEOREME 22 (Théoréme de Poisson)
Soit A > 0. Soit (pn)nen une suite de réels dans |0, 1[ telle que lirf nPp = A.
n—-+0o0

Soit (X, )n>1 une suite de v.a., telle que X,, est de loi binomiale B(n, py,).
Alors, pour tout entier k£ > 0, la suite de probabilités (P(X,, = k)),, converge. On a
/\k
lim P(X, =k) =exp(—A)

n——+o0o ﬁ

Preuve — Soit £ > 0 fixé.
Comme X, est une v.a. de loi binomiale de parametres n et p,, on a

n —
LA

pn:%—l-o(%).
P(Xn =) = (}) [%Jro(%)r [17%+o(%>]nfk.

Quand n tend vers 400, le de gauche est équivalent a

() [%*‘ch_ nn = (oKD kX

k n kInk

[1 - % +o (%)]n_k ~ exp(—A).

Avec les propriétés des équivalents, on obtient donc

P(Xn = k) = (

Par hypothese, on a

On obtient alors :

Le terme de droite est équivalent a

k

A
P(Xn =k) ~notoo eXP(f)‘)F'

REMARQUE 23 —

1. Pour approzimer correctement une loi de probabilités avec une suite de v.a., nous avons déja remarqué que
l’espérance et ’écart-type doivent coincider.
L’espérance d’une variable aléatoire de loi B(n,p,) est np, qui tend bien vers A, lespérance de la loi de
Poisson correspondante. L’écart-type est np, (1 — p,) qui tend bien vers A puisque (p,) tend vers 0.

2. On peut améliorer le résultat en obtenant une information sur la vitesse de convergence des (P(X,, = k)),, :

+oo k 2
Z P(X,=k) — exp(—)\)% < ;/\ min(2, A).
k=0 ’

La preuve est cependant plus technique et sort du cadre de ce cours.

225



	Vocabulaire, logique et raisonnements
	Variables et quantificateurs
	Quelques règles de calcul pour les propositions
	Implication
	Équivalence
	Quantificateurs

	Méthodes de démonstration - Exemples, raisonnements classiques
	Vocabulaire
	Quelques exemples de rédaction
	Raisonnements classiques


	Fonctions
	Définitions
	Injectivité, surjectivité et bijectivité

	Relations binaires - Relations d'équivalences
	Relations binaires
	Relations d'équivalence, classes d'équivalence

	Structures algébriques : Groupes, Anneaux, Corps
	Groupes
	Sous-groupes et ordre d'un élément
	Le groupe Z/nZ
	Groupes monogènes, Théorème de Lagrange

	Anneaux
	Groupe des éléments inversibles
	L'anneau (Z/nZ,+,)
	Anneaux intègres
	Calcul dans les anneaux
	Sous-anneaux, Idéaux
	Anneaux principaux
	Morphismes d'anneaux, Isomorphismes

	Corps
	Structure de K-algèbre, Sous-algèbres
	Morphismes de K-algèbres


	Permutations, groupe symétrique
	Arithmétique dans Z
	Divisibilité dans Z
	Définitions et premières propriétés 
	Division euclidienne
	Relation de congruence modulo un entier

	PGCD, PPCM
	Plus grand diviseur commun
	Calcul du PGCD avec l'algorithme d'Euclide
	Plus petit multiple commun

	Théorème de Bézout et théorème de Gauss
	Nombres entiers premiers entre eux
	Théorème de Bézout et théorème de Gauss

	Nombres premiers
	L'ensemble des nombres premiers
	Théorème d'Euclide et petit théorème de Fermat
	Décomposition en produit de facteurs premiers


	Polynômes à une indéterminée
	Polynômes, opérations, degré, fonctions polynômiales
	L'espace vectoriel K[X]
	L'anneau K [X], division euclidienne de polynômes
	Racines d'un polynôme, dérivation, factorisation
	Caractérisation des racines multiples


	Espaces vectoriels - Dimension finie
	Définitions - Premières propriétés
	Sous-espaces vectoriels
	Somme de sous-espaces vectoriels, combinaisons linéaires
	Familles libres, familles génératrices, bases
	Dimension, espaces vectoriels de dimension finie
	Caractérisation des bases en dimension finie
	Théorème de la base incomplète
	Sous-espaces vectoriels et dimension


	Matrices
	Définitions
	Matrices inversibles, groupe linéaire
	Système linéaire, matrice d'un système linéaire
	Méthode du Pivot
	Transposée d'une matrice
	Matrice d'une famille de vecteurs, rang d'une matrice
	Trace d'une matrice

	Applications linéaires
	Définitions
	Noyau et image d'une application linéaire
	Matrice d'une application linéaire
	Changement de bases, matrices de passage
	Opérations sur les applications linéaires
	Rang d'une application linéaire, théorème du rang
	Formes linéaires et hyperplans
	Projecteurs & symétries

	Notion de déterminant
	Formes p-linéaires
	Formes p-linéaires alternées, antisymétriques
	Formes n-linéaires alternées en dimension n

	Déterminant
	Diverses notions de déterminants
	Propriétés du déterminant
	Opérations sur les lignes ou les colonnes d'un déterminant
	Développement d'un déterminant selon une colonne ou une ligne
	Déterminant d'une matrice par blocs
	Comatrice

	Rappels sur la trace

	Eléments propres d'un endomorphisme - Diagonalisation
	Valeurs propres, vecteurs propres & sous-espaces vectoriels propres
	Polynôme caractéristique
	Sous-espaces vectoriels stables par un endomorphisme
	Matrice compagnon
	Polynômes caractéristiques scindés
	Sous-espaces propres et sommes directes

	Diagonalisabilité
	Réduction des endomorphismes diagonalisables


	Polynômes d'endomorphismes
	Morphisme d'évaluation
	Idéal annulateur et Polynôme minimal
	Polynôme minimal, cas de la dimension finie
	Calculs de polynômes d'endomorphismes ou de matrices

	Polynômes d'endomorphismes et éléments propres
	Théorème de Cayley-Hamilton
	Endomorphismes nilpotent
	Lemme des noyaux
	Synthèse sur la réduction

	Diagnalisation et polynôme minimal
	Décomposition de Jordan-Chevalley (dite de Dunford)

	Applications aux EDL et aux suites récurrentes linéaires

	Algèbre bilinéaire
	Formes bilinéaires, formes bilinéaires symétriques
	Matrice d'une forme bilinéaire
	Produit scalaire
	Norme euclidienne
	Espaces vectoriels euclidiens

	Orthogonalité
	Bases orthonormées
	Procédé d'orthonormalisation de Schmidt
	Supplémentaire orthogonal
	Équations d'un hyperplan

	Projections orthogonales
	Distance à un sous-espace


	Dénombrement, sommabilité
	L'ensemble P(Omega)
	Cardinal d'un ensemble
	Ensembles dénombrables
	Coefficients binomiaux, nombres d'arrangements
	Exemples de dénombrement
	Tirages
	Familles sommables
	Théorème de sommation par paquets, théorème de Fubini


	Espaces probabilisés
	Le langage des probabilités
	Opérations ensemblistes et description des événements aléatoires

	Sigma-algèbre, mesure de probabilités
	Probabilités sur un ensemble fini - Calcul combinatoire
	Probabilités sur un ensemble dénombrable
	Conditionnement et indépendance
	Evénements indépendants
	Lemme de Borel-Cantelli


	Variables aléatoires
	 Variables aléatoires
	 Variables aléatoires discrètes
	 Espérance des v.a. discrètes réelles
	Lemme de transfert, théorème de transfert
	Fonction génératrice d'une v.a. à valeurs dans N

	Variables aléatoires discrètes usuelles
	Variables aléatoires indépendantes
	Fonction génératrice et indépendance

	Fonction de répartition
	L'ensemble L2(Omega,A,P)
	Covariance, approximation linéaire

	Lois conditionnelles
	Variables aléatoires à densité
	Espérance des v.a. à densité
	Théorème de transfert

	Variables aléatoires à densité usuelles

	Résultats asymptotiques
	Convergences de v.a.
	Théorèmes limites


