LYCEE DU DIADEME PTSI, ANNEE 2025-2026

FEuILLE DE TD N° 5

Primitives et équations différentielles

W Caleuls directs de primitives/intégrales

Exercice 1. Calculer les intégrales suivantes :

2n—1

1. [} 2%dx Tl E dr, n € 13. [2(1—t)%dt
. N*
2. [)? sin(2x)dx 14. fo(l %)t
8. fo m+3d$ )3
P 15. [2(1 - 2)3¢dt
3. fO cos(z)zdm 9 f 7dJU
_ "5 22 16. f( +t4)3dt
4. [ exp(—t)dt 10. [? @) 4
01 ) . f14 . 0L 17. fo 1+412d$
5. Jo mmde 1. [, wlnl(a:)dx 18. f02 cos(t) sin(t)dt
6. flﬁ %dw 12. f02te’t2dt 19. fozcos(t) sin(t)dt
Exercice 2. Calculer les intégrales suivantes :
8 o 3
L f; Tﬂdm 5. fz m(m+1)dx 9. Jy 5+1x2dx
2. dx 6. | xva+ ldx
fl 1+?2 fol 10. fos(cos(x)2)4cos(z)da
2
3. f2 Trrda 7. [, tan(z)?dx
3 exp(10z)—1
4. f? (z— 1)(w+1)d 8. fO 4$+3dx 11. fl e)I()p(w) dx

Exercice 3. Déterminer les primitives des fonctions suivantes :

* ¢ 3. f3:t tan(2z)
1. Tt — 2. fo:t— ER an(2zx
h 1+ 3 1+ 12

Exercice 4 (Linéarisation).
1. Déterminer une primitive de f : z +— cos(x)?sin(z).

2. Déterminer une primitive de g : x — cos(2z) sin(3x).

Exercice 5. Calculer les intégrales suivantes :

1. f18 exp?® cos(z)dx
2. fol exp(—z) sin(2z)dx

3. ffexp(Sx
4. f23exp(2x

) exp(—x) sin(—x)dx
) cos(z) sin(3z)dx

W Intégration par parties

Exercice 6. En utilisant une intégration par parties, calculer les intégrales sui-
vantes :

1. [ z(In(z))?dx 5. fOMxexp(—x)dx 9. f12(2$ +
) fo?’ e N fOM oy N 1)1sin(3x)dat

1) exp(2z)da 10. [y ® cos(2x)dx
3. f14($+3) In(z)dx 7 fo 22 exp(22)dz 11. f2 In(t) 3
4. f23 In <m+1> dx 8. fo x cos(z)dx 12. fg ln(nt dt, n > 2.

Exercice 7. Déterminer une primitive sur R de la fonction arctan.
Déterminer une primitive sur | — 1, 1] de la fonction arccos.
Exercice 8.
1. Soit n € N. Déterminer une primitive de la fonction f(z) = 2™ In(x).
2. Pour tout a € R avec a # —1, déterminer une primitive de g(z) = z%In(z).

3. Déterminer une primitive de h(z) = %

W Changement de variable

Exercice 9. Calculer les intégrales suivantes en effectuant les changements de
variables suggérés.

L. fol ﬁdlﬂ (poser u = e') 4. fo cos(t)3dt, (poser u = sin(t))
2. [y VT —a2dz, (poser = = 2,
’ o e =2r+1
Sln(u)) b fo NoEESH (pOSGI‘ u T + )
3. J° %dt (poser u = 6. f03 cos(z)?" cos(x)dx (poser t =
cos(t)) sin(x))

Exercice 10. Calculer les intégrales suivantes :



M 24x
5. fo o r3d

1 2
6. fo e s

3 1 4 1
L fl w2+2m+3d'x 3. f3 m2—21—1dx

3 1 3 1
2. fo s o L8 4. [ 57 d

W Résolution d'équations différentielles

Exercice 11. Résoudre les équations différentielles suivantes.

1. Sur R,y — 3y =0. 10. Vz € R* | 23y/(z) = 2y(x).

2. Sur R, 3y — cosy = 0. 11. Vt e R, 29/ (t) — (2t — D)y(t) =

3. Vz e R%, ¢/ (x) — 222%y(z) = 0. t.

4. Yz € R, (1+22)y/(z) + y(z) = 0. 12. vt € R, (1+£)y'(t) + ty(t) =

/ _ 4z vV 1+ t2.

5. Vx € R, ¢/ (x) — 3y(x) = 2e**.

6. Vz € R, v/(z) + 2y(x) = (22 + 13. Sur R, 4y’ —y =0 et y(0) = 0.
e 2. 14. Vt €] — 1,400, (1 4+ )y (t) +

7. Sur R, 4/ — cosy = cos. 3ty(t) =0 et y(0) = 1.

8. Sur R, ¢/ + 2y = sin. 15. Sur R, ¢ — cosy = cos et y(n) =

9. Sur R, ¢/ —expy = 2exp. L
Déterminer une solution particu- 16. Vo € R, (1 + 22)y/(x) + y(z) =0
liere constante. et y(1) = 1.

Exercice 12. Résoudre les équations différentielles suivantes.

1. " — 5y + 6y = 0. 7.Vt € R,y (t) + 2y () +yt) =

2.y +3y —6y=1. 3exp(—t).
3. y"+3y —6y=2x+3. 8. Vt e R, y(t) — by'(t) + 6y(t) =
Chercher y, :  — az +b. e,

4. y" +y=0. 9. Vt € R,y (t) =5y (t)+6y(t) = e

5. 9" +y=1 et y(0) =0 et y'(0) = 1.

6. v +y=1ety(0)=1ety'(0)= 10. vVt e R, y"(t) + 2¢/(t) + 2y(t) =
1. et cos(t).

Exercice 13. L’objectif de cet exercice est de calculer 'intégrale
I= ﬂ/4 In(1 + tan(z))dz

En posant u = 7/4 — x, montrer que I = foﬂ/4 In(2)dt —

En déduire la valeur de I.

Exercice 14 (Mouvement d’une particule chargée).
Le mouvement d’une particule chargée dans un champ magnétique dirigé suivant
Paxe (Oz) est régi par un systeme différentiel de la forme :

oll w est une constante. On pose la fonction u = =’ + iy/'.

Déterminer une équation différentielle vérifiée par la fonction u, et la résoudre.
Puis, déterminer une expression des fonctions z,y et z.

Décrire le comportement de ces fonctions sur [0, +oo] selon les valeurs de w.

Exercice 15 (Petites oscillations d’un pendule libre). Un pendule pesant de
longueur [ est placé dans un champs de pesanteur d’intensité g.
On suppose que Pangle 6(t) qu’il forme avec la verticale reste & chaque instant ¢

petit de sorte que 'approximation sin(6(t)) ~ 6(t) soit raisonnable.
2

d
La fonction 6 vérifie alors I’équation : e + jﬁ(t) =0.
Résoudre I’équation différentielle, et déterminer une expression de 6(t).

Exercice 16 (Une équation fonctionnelle).
Déterminer ’ensemble des fonctions f : R — R, dérivables sur R, telles que :

flx+y) = fx)f(y).

On fixera y et on fera apparaitre une équation différentielle en = dont f est une
solution.

V(z,y) € R?,

Exercice 17 (Calculs de périmétres, aires, volumes). Soient (r, R) € (R%)2.

1. Le périmetre du cercle C((0,0),r) vaut P, = f II((rcos(t))’, (rsin(¢))")||dt,
avec ||(z,v)| = Vx? + 32 Détermlner P..

2. Le disque D((0,0), R) est la réunion disjointe des cercles C((0,0),), pour
tout r € [0, R]. Son aire vaut Ar = fOR P,.dr. Déterminer Ag.

3. La sphere S((0,0,0),r) est une surface obtenue par révolution de la courbe
de g :x € [-r,r] = Vr? — z2 selon 'axe Oz. Son aire vaut
S, = [T 2mg(®)||(1, g (t))||dt. Déterminer S,.

4. La boule B((0,0,0), R) est la réunion disjointe des spheres S((0,0,0),r), pour
tout r € [0, R]. Son volume vaut Vi = fOR Sypdr. Déterminer Vp.



