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B Pour commencer . . .

Exercice 1.
e Déterminer la division euclidienne de 154 par 12.
En déduire que 12 ne divise pas 154.

e On a 154 = 144 + 10 = 12 x 12 4 10. Le quotient est 12 et le reste 10. Comme le reste est

non-nul, on sait alors que 12 ne divise pas 154.

Exercice 2.
e Simplifier modulo 15 : 72, 7 x 11, 7 x 13, et 73.
e Résoudre dans Z I’équation : 7n = 2mod (15).

e On a: 49 = 4mod (15), 77 = 2mod (15), 91 = 1 mod (15), et 72 =4 x 7 = 13mod (15).
e Soit n tel que Tn = 2mod (15).

En multipliant par 13, on obtient : 13 X 2 =13 x 7Tn = 91n = nmod (15).

Cela donne n = 26 = 11 mod (15), c’est-a-dire n = 11 + 15k, k € Z.

Réciproquement, si n = 11 mod (15) alors on a 7n = 77 = 2mod (15).

Donc ’ensemble des solutions de I’équation est S = {11 + 15k, k € Z} = 11 + 15Z.

Exercice 3.
1. Calculer pged(33, 28) avec l'algorithme d’Euclide.

2. Calculer pged(12,15) et ppem(12,15). Calculer pged (12, 15)ppem(12,15).

Que trouve-t-on ?

. Soit n € Z. Montrer que pged(n?,n® + 1) = 1.

. Ona:33=28-1+5 28=5-5+3, 5=3-1+2.

3=2-14+1,2=1-2+0.
Donc, pged(33,28) = 1.

. Ona:15=12-143, 12=3-4+ 0. Donc, pged(12,15) = 3.

On remarque que 60 = 12 -5 = 15 - 4 est un multiple commun de 12 et de 15.
Les multiples de 12 inférieurs & 60 sont : 12,24, 36, 48.

Les multiples de 15 inférieurs & 60 sont : 15, 30, 45.

Ainsi, 60 est le plus petit multiple commun de 12 et 15 : ppcm(12,15) = 60.
On obtient donc : pged(12,15)ppem(12,15) = 3 - 60 = 180.

On trouve : 12 - 15 = 180 = pgcd(12, 15)ppcm(12, 15).

. Ona (—n3)-n2+(n®+1) = 1. Le théoréme de Bézout nous dit alors que pged(n?, n® +

1) =1

Exercice 4.
. Soit n € N. Démontrer que 11 | 35 4 55n+1 4 45n+2,
. Déterminer le reste de la division euclidienne de 265362 par 7.

. Soit n € N. Montrer que 3 ne divise pas n? + 1.

. On montre cela avec la congruence modulo 11.

e On a 32 = —2 mod 11, donc 3* = (—2)2 = 4 mod 11, puis 3° =4 x 3 = 1 mod 11.
Comme 35" = (3%)", on obtient 3°” = 1" = 1 mod 11.

e On a 52 = 3 mod 11, donc 5% = 32 = 9 mod 11, puis 5° =9 x 5 = 45 = 1 mod 11.
Comme 55"+1 = (55)" x 5, on obtient 55"*! = 1" x 5 = 5 mod 11.

e On a 4?2 = 5mod 11, donc 4* = 52 = 3 mod 11, puis 4° = 3 x4 = 1 mod 11. Comme
45712 — (45)™ x 42, on obtient 45712 = 1" x 16 = 5 mod 11.

Ainsi, on a 357 4 557+l 4 45+2 =1 41 545 =11 =0mod 11.

Donc 11 divise 357 4 55741 4 45n+2

. On cherche & simplifier 269362mod (7) pour trouver le reste demandé.

On a2 =2 mod 7, 22 = 4 mod 7, 22 = 1 mod 7. Donc, d’apres le cours, on a
(23)™ = 1™ mod (7), pour tout n > 0.

La division euclidienne de 65362 par 3 donne : 65362 = 3 x 21787 + 1.

Donc 265362 = (23)21787 » 2 Cela donne : 265362 = 121787 x 2 = 2 mod 7.

Comme 0 < 2 < 7, on en déduit que le reste de la division euclidienne de 265362 par 7
vaut 2.



3. On sait que 3 divise n? + 1 si et seulement si n? + 1 = 0mod (3). Montrons que cela
n’est jamais vrai.
Soit n € Z. Le reste de la division euclidienne de n par 3 vaut 0 ou 1 ou 2. Cela donne
3 cas :

-1°r cas : Le reste vaut 0 : n = 0 mod 3. Alors n? = 0 mod 3 et donc n?2 +1 = 1 mod 3.
-28me cag : Le reste vaut 1 : n = 1 mod 3. Alors n2 = 1 mod 3 et donc n2+1 = 2 mod 3.

-3®me cas : Le reste vaut 2 : n = 2 mod 3. Alors n2 =4 =1mod 3 et donc n?2 +1=
2 mod 3.

Donc dans tous les cas, n? + 1 n’est pas congru & 0 modulo 3. Donc 3 ne divise pas
2
n“ + 1.

Exercice 5.

e Montrer que pour tout n > 0, on a 10™ = 1mod (3).

e Démontrer la régle de 3 :

Soit m € N dont I’écriture décimale est m = @, ... ag. Alors m est divisible par
3 si et seulement si la somme de ses chiffres ag + ... + a, est divisible par 3.
e Démontrer la régle de 11 :

Soit m € N dont I'écriture décimale est m = @, ... ag. Alors m est divisible par
11 si et seulement si la somme de ses chiffres ag — a1 + a2+ ...+ (—=1)"a, est
divisible par 11.

e On a 10 = 1mod (3). D’apres le cours, on a donc 10™ = 1™ = 1 mod (3), pour tout n > 0.
Autre preuve : Pour n > 1, 10" — 1= (10 — 1) Zz;é 10%, et 10 — 1 = 9 est divisible par 3.
e L’entier m est divisible par 3 si et seulement si m = 0mod (3).

Onam=3}_gak - 10¥, ce qui donne

”
m= Z ar, mod (3).
k=0

Donc m est divisible par 3 si et seulement si ag + ... + a, est divisible par 3.

e L’entier m est divisible par 11 si et seulement si m = 0mod (11).

On étudie 10™mod (11). On a 10 = —1mod (11). D’aprés le cours, on a donc 10™
(=1)" mod (11), pour tout n > 0.

Autre preuve : Pour n > 1, 10" — (=1)" = (10— (-1)) ZZ;S 10 (=1)"=1=F% et (10— (~1)) =
11.

Onam=>)_gak- 10*, ce qui donne donc :

m= Z ap(—1)F mod (11).

k=0

Donc m est divisible par 11 si et seulement si ag + ...+ a, est divisible par 11.

Exercice 6.
Soit n € Z. Déterminer pged(n + 2,n + 5).
Déterminer les valeurs possibles de pged(n + 3,2n? — 1).

e Soit d = pged(n + 2,n + 5). Alors d est un diviseur de n + 2 et n + 5.

Donc, d|(n+5) — (n+2) =3. Onadoncd=1oud=3.

Réciproquement, si n + 2 n’est pas divisible par 3, on a alors d = 1. Si n + 2 est divisble par
3, alors n + 5 aussi et d = 3.

On a 3 | n+ 2 si et seulement si n + 2 = 3k, k € Z.
Onadoncd=3sin=3k—2,k€Z,et d=1 sinon.

e Soit d = pged(n + 3,2n2 — 1). Alors d est un diviseur de n + 3 et 2n? — 1.

Dongc, d|(2n? — 1) — 2n(n +3) = —6n — 1.

Dong, d|(—6n —1) +6(n+3) =17. Onadoncd=1oud=17.

Réciproquement, si n+ 3 n’est pas divisible par 17, on a alors d = 1. Si n+ 3 est divisible par
17, alors 2n? — 1 = 2n(n + 3) + (—=6n — 1) = 2n(n + 3) + 17 — 6(n + 3) est divisible par 17.
Onadoncd=17sin =17k — 3, k € Z et d = 1 sinon.

W Pour aller plus loin . . .

Exercice 7. o Soit n > 0, tel que n + 2 | n? + 5. Montrer que 'on a alors
n+219.
e Trouver les n > 0 tels que n + 2 | n? + 5.

eOnan+2|n+2etn+2|n?+5 Donc, n+2|n?+5—n(n+2)=—2n+5. Puis,
n+2|-2n+5+2(n+2)=9. Donc,n+2|9.

eSin+2|n?2+50nan+2|9. Les diviseurs positifs de 9 sont 1,3,9. Comme n > 0, on a
doncn=1oun="7".

Réciproquement, sin =1lonan+2=3etn2+5=6,avec3|6.Sin=T7Tonan+2=9et
n? +5 =54, avec 9 | 54.

Donc I'ensemble des solutions est S = {1, 7}.

Exercice 8. Soient a,b € N. Montrer que 7 | 10a+ b si et seulement si 7 | a + 5b.
Est-ce que 7 | 16827

Supposons que 7 | 10a + b. On a donc 10a + b = 0mod (7).



Donc, 0 = 5(10a + b) = 50a + 5b = a + 5bmod (7).
Réciproquement, si a + 56 = 0mod (7), on a 0 = 10(a + 5b) = 10a + 50b = 10a + bmod (7).
Le nombre 7 divise 1682 si et seulement si 7 divise 168 + 5 * 2 = 178, si et seulement si 7

divise 17 + 40 = 57. Comme 7 1 57, on en déduit que 7 ne divise pas 1682.

W Un peu de Géométrie . . .

Exercice 9. Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de R3 ?
L F={(z,y,2) eR¥|o—4y=0} 4. Fy={(z,y,2)eR}|z=y=12}
2. Fob={(z,y,2) eR¥ |x—4y =1} 5. F5={(z,y,2) €R?|ay=0}

3. Fs={(z,y,2) eR® |z —4y >0} 6. Fy = {(v,y,2) € R® |z € N}

1. Montrons que Fj est un sous-espace vectoriel de R3. Soit X = (z,y,2) € F1, X' =
(z',y,2) e Fret X\eER:
e (0,0,0) € F1;
o (z+42')—4(y+y')=(z—4y)+ (2’ —4y’) =0donc X + X’ € Fy;
e \x —4ly = Az —4y) = 0 donc A\X € Fy.
2. Si X, X’ € Fy alors (z+2') —4(y +y') =2 donc X + X’ ¢ F». Donc F> n’est pas un
sous-espace vectoriel.
3. Si X € F3 vérifie z — 4y > 0 (par exemple : X = (5,0,1)), on a : (—z) — 4(—y) =
—(z —4y) < 0 donc —X ¢ F3. Donc F3 n’est pas un sous-espace vectoriel.
4. Montrons que Fy est un sous-espace vectoriel de R3. Soit X, X’ € Fy et A€ R :
e (0,0,0) € Fu;
e x+a' =y+y =2+2 donc X + X' € Fy;
o Az = Ay = Az donc AX € Fy.

1
Fy est donc un sous-espace vectoriel, c’est en fait la droite vectorielle R (1) .
1

5. Ona: (0,1,0) € F5 et (1,0,0) € F5 mais (0,1,0) + (1,0,0) = (1,1,0) ¢ F5. Donc F5
n’est pas un sous-espace vectoriel.

6. On a: (1,0,0) € Fg mais %(1,0,0) = (%,0,0) ¢ Fs. Donc Fg n’est pas un sous-espace
vectoriel.

Exercice 10. Montrer que les seuls sous-espaces vectoriels du R-espace vectoriel
R sont {0} et R.

Soit F' C R un sous-espace vectoriel de R. Supposons que F' # {0} : il existe z # 0 tel que
x € F. Soit y € R, alors : y = %x € F. Donc R C F, ce qui implique que F' =R.

Indications

Exercice 2
2 Trouver un k tel que 7k = 1 mod (15).
Exercice 3

2 Chercher le plus petit multiple commun parmi les multiples de 12 et de
15.

Exercice 4

1. Regarder (3°)",(5°)",(4°)™ modulo 11.

2. Regarder les puissances de 2 modulo 7 :

20 =? mod 7, 2! =? mod 7, etc.
Avec une division euclidienne bien choisie, en déduire une simplification
de 265362 modulo 7.

3. Regarder & quoi est congru n? + 1 modulo 3 selon que n = 0 mod 3,

n =1mod 3, n = 2 mod 3.
Exercice 5

2 Utiliser le lien entre divisibilité par n et congruence modulo n.

3 Commencer par calculer 10"mod (11).
Exercice 6

1. Pour d = pged(a,b), on a d|a et d]|b.
Exercice 8

1. Trouver k tel que 10k = 1mod (7).

Exercice 10

Six € F alors Ax € F' pour tout A € R.



