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B Pour commencer . . .

Exercice 1. Soit (A, +, X) un anneau commutatif. Soient I, J deux idéaux de
A.
On note I.J ={i1j1+ - +injn; n>1, ix €1, ji € J}.

1. Montrer que I.J est encore un idéal de A.
2. Montrer que I.J C INJ.

3. Montrer que (I + J).(INJ) C I.J.

4

. On dit que deux idéaux I et J sont étrangers si I + J = A.
Pour A = K[X], donner un exemple d’idéaux étrangers (non-triviaux,
I,J#A).
Pour A = Z, montrer que pour tout idéal I # Z, {0} il existe J # Z tel
que I et J sont étrangers.
Pour A = Z/127Z, donner un exemple d’idéaux étrangers (non-triviaux,

I,J#A).

5. Montrer que si I et J sont étrangers, alors I.J =1NJ.
Exercice 2. Soit A un anneau commutatif. Soit x € A. On dit que x est
nilpotent s’il existe n > 1 tel que z™ = 0.

1. Soit & € A nilpotent, et a € A.
Montrer que ax est nilpotent.

2. Soit y € A nilpotent. Montrer que = 4 y est nilpotent.
3. En déduire que N = {x € A t.q. z nilpotent} est un idéal de A.

4. Quels sont les éléments nilpotents dans un anneau integre ?
5. Donner un exemple d’anneau A qui a des éléments nilpotents non-nuls.

6. Donner un exemple d’anneau A commutatif qui a des éléments nilpotents
non-nuls.

7. Montrer que le résultat de 1) est faux si A n’est pas commutatif.
On cherchera un contre-exemple.

8. Est-ce qu'il existe des anneaux A non-inteégres tels que N = {0} ?
9. Montrer que 1 — x est inversible, et donner son inverse.
10. Montrer que 1+ N C A*.

W Pour aller plus loin . . .

Exercice 3. Dans M>(C), on pose i =

0 —i

- 0/

1. Calculer 32, 52, k2, ij, jk, ik.

2. Combien valent ijk, et ji, kj, ki ?

3. On pose A = Vectr(Is,1,j, k), le sous-ev réel engendré par ces 4 matrices.
Montrer que A est un sous-anneau de Mz (C).

4. Est-ce que A est commutatif ?

5. Soitx =alo +bi+cj+dk e A, a,b,c,d €R.
Pourquoi a-t-on £ = 0 si et seulement sia=b=c=d=07
Penser au cours de Géométrie.

6. On pose T = aly — bi — cj — dk.
Calculer z7.

7. Montrer que A* = A*.

8. En déduire que 'anneau A est integre.
9. Résoudre I'équation 22 = —14.

On pourra s’aider de la question 6).

10. L’anneau A est intégre, mais 1’équation polynomiale £2 = —14 possede
plus de 2 solutions dans A.
Qu’est-ce que cet anneau a de particulier ?



B Un peu de Géométrie . . .

Exercice 4. Soit P un plan vectoriel de R3, soit B = (e1, e3) une BON de P.
Si k € R, on note f; 'endomorphisme de E dont la matrice dans B est

2k 3%
- 2
A (k: +1 2k> :

A quelle condition sur k I'endomorphisme [ est-il orthogonal ? Dans ce cas,
caractériser géométriquement fy.

Exercice 5. Soit P un plan vectoriel orienté, soient u et v deux vecteurs
unitaires de P. Déterminer tous les endomorphismes orthogonaux ¢ de P tels

que p(u) = v.

Exercice 6. Soit P un plan vectoriel orienté. Soit r une rotation de P et s une
réflexion de P.

1. Caractériser s or o s. "Caractériser” veut dire déterminer quel endomor-
phisme c’est. Est-ce une rotation ¢ si oui quel est ’angle ? Est-ce une
réflexion ¢ si oui par rapport d quelle droite ?

2. Caractériser rosor.
3. A quelle condition a-t-on sor =ro0s?

On considére maintenant une réflexion s; par rapport a un axe Re;p, avec ey
unitaire, et une réflexion so par rapport a un axe Res, avec e; unitaire. On
note @ 'angle orienté de e; a es.

4. Caractériser sg o s1.

5. A quelle condition a-t-on s1 0 s = sp 0517




