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B Pour commencer . . .

Exercice 1.
Déterminer les orbites et la signature (en utilisant les inversions puis en utilisant
une décomposition) des deux permutations suivantes :
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— o1 a 22 inversions donc (o) = 1. On effectue la décomposition en cycles disjoints :
or=(1 3 82 74 9 6 5).
On en déduit que e(c) =1 x (—1) x (—1) = 1. De plus les orbites de o sont {1, 3, 8},
{2,7} et {4,5,6,9}.
— o2 a 8 inversions donc €(o) = 1. On effectue la décomposition en cycles disjoints :

oc1=(2 4)( 7 6 8).

On en déduit que e(o) = (—1) x (—=1) = 1. De plus les orbites de o sont {1}, {2,4},
{3} et {5,6,7,8}.

Exercice 2. Soit o € §,,. On note s le nombre total d’orbites de . Montrer
que la signature de o est (—1)"*%.

Si o est 'identité, le résultat est vrai. Supposons que o n’est pas l'identité, on décompose o
en un produit de cycles & supports disjoints : on note

o=01""0r,

ou o est un cycle de longueur py. La signature de o est alors
T
(o) = H(,l)l’k*l = (=1)Zk=1Pe=1) = (1) Zk=1Pe7,
k=1

Dénombrons maintenant les orbites de o : il y en a r de longueurs strictement supérieures a 1
et il faut ajouter les points fixes qui sont des orbites de longueur 1. Le nombre de points fixes
est n — Y ;. _, Pk, car le support de o est exactement 'ensemble des entiers qui apparaissent
dans les cycles o1, ..., or. Le nombre d’orbites est donc

”
s=r+n-— Z Pk,
k=1
ce qui donne le résultat.

Exercice 3.

1. Montrer que les doubles transpositions de la forme (1 z) (1 j) en-
gendrent le groupe alterné A,,.

2. Montrer que les 3-cycles engendrent le groupe alterné A,,.

1. On a montré dans le TD précédent que les transpositions de la forme (1 z) engendrent
Sp. Toute permutation de A, s’écrit donc comme un produit de transpositions (1 z)
Or un élément de A, doit avoir une signature égale a 1, c’est-a-dire que le nombre de
transpositions dans sa décomposition doit étre pair. Cette permutation est donc un
produit de doubles transpositions (1 z) (1 j).

2. Ona (1 z) (l j) = (1 7 i), ce qui montre le résultat. On a méme montré mieuz :
le groupe alterné est engendré par les 3-cycles de la forme (l % j).

Exercice 4. Soit n € N*. Déterminer la signature de la permutation

1 2 3 - n n+1 n+2 - 2n
o= € Sop.
1 3 5 -+ 2n—-1 2 4 - 2n
On compte le nombre d’inversions : il y a 0 inversion (1, j), 1 inversion (2, j), 2 inversions
(3,4), -.., n— 1 inversions (n, j), puis 0 inversion (%, j) pour tout ¢ > n + 1. On obtient donc
- n(n—1)
I(o) = Z(Z_ 1= g
i=1
n(n—1)

et finalement (o) = (—1)" 2

W Un peu d’Algebre . . .



Exercice 5. Soit n > 1.
Onpose Q, ={c €S, |Vke[l,n],cln+1—k)=n+1—-0(k)}.

1.
2.

Montrer que €2, est un sous-groupe de S,,.

Trouver le cardinal de €2,,.

. On voit que Id € Q,,. Soient o et o/ € Q. On a, pour tout k € ]Il,n] :

o(d'n+1-k)=c(n+1-0'(k)) =n+1-0(c'(k))

On en déduit que 0o’ € Q. Onac (n+1—o~1(k)) =n+1—k, doncn+l—o1(k) =
o_l(n +1—k), dou ol e€Q,. Ceci prouve que {2, est un sous-groupe de Sy
Supposons n pair. Il y a n choix possibles pour o (1), & la suite de quoi o(n) est imposé.
I1 reste n — 2 choix possibles pour o (2), & la suite de quoi o(n — 1) est imposé.
On poursuit ainsi le comptage.
n/2
On obtient finalement n(n — 2)(n —4) - - - 2 éléments, soit H (2k) = 2% (g) I
k=1
Supposons n est impair. On a forcément J(%) = "T_l (c’est un point fixe de toutes
les permutations de ce sous-groupe).
Dong, il y a n — 1 choix possibles pour o (1), & la suite de quoi o(n) est imposé.
1l reste n — 3 choix possibles pour o(2), & la suite de quoi o(n — 1) est imposé.

On poursuit ainsi le comptage.
n—1

2
On obtient finalement (n — 1)(n — 3)(n — 5)---2 éléments, soit H (2k) =

k=1
n—1 n—1
272 I
()

Exercice 6. Soit (G, *) un groupe. On note e son élément neutre.

1.

Soient g € G et k > 1 tels que 2* = e.
Montrer que ord(z) divise k.

. Soient m,n € N* premiers entre eux et soient x,y € G d’ordres respectifs

m et n.
On suppose que z et y commutent (z *y =y * ).
Quel est 'ordre de x xy 7

On appelle "exposant” de G le plus grand des ordres de ses éléments. On
le note r(G).
(a) Pour n > 1, déterminer ’exposant du groupe (Z/nZ,+).
Déterminer I’exposant du groupe produit Z/47Z x Z/27Z.

(b) Montrer que G est un groupe cyclique si et seulement si son exposant
est fini et est égal a son cardinal.

1.

3.

On utilise une division euclidienne pour prouver cela.

Par définition de l'ordre de z, on a 1 < ord(z) < k. On écrit donc k = a.ord(x) + b,
avec 0 < b < ord(z).

On a alors zb = gh—aord(@) = gh(gord(@))—a — ey e = ¢,

Par minimalité de ord(z), on doit avoir b = 0.

Cela implique que k = a.ord(z), c’est-a-dire que lordre de z divise k.

Comme z et y commutent, on a (z * y)™" = (z™)" % (y"™)™ = e. Donc xy est un
élément d’ordre fini. On a donc ord(zy)|mn.

Montrons que ord(zy) = mn.

Cela n’est pas si simple, il faut bien utiliser toutes les propriétés sur l'ordre d’un
élément.

Premiérement, on remarque que pour tout kinZ, on a (z
Donc, ord(z*)|m = ord(z).

De méme, pour tout k € Z, on a ord(y*)|n = ord(y).
Utilisons cela.

Soit k € N tel que (zy)*¥ = e. Alors on a zFy* = (zy)* = e, donc z¥ = y—F.

Cela implique donc que ord(z*) = ord(y—F).

Le premier ordre divise m, et le second divise n.

Donc, ord(z*) divise pgcd(n, m). Comme m et n sont premiers entre eux, on a ord(z*)|1,
c’est-a-dire ord(z*) = ord(y=*) = 1.

Le groupe G posséde un seul élément d’ordre 1 : son neutre e.

OnadonczF =eet y % = (y~1)F =e.

D’apres la question précédente, cela implique que ord(z) divise k et que ord(y) divise k.
Donc, on a m|k et nlk. Donc ppcm(m,n)|k. Comme m et n sont premiers entre eux,
on a donc mn|k.

On en déduit donc que k = mn est le plus petit entier > 1 tel que (zy)k =e.

Ainsi, ord(zy) = mn.

k)m Em

=zkm = (am)k = e.

(a) C’est m pour le premier groupe et pour le second 'ordre de tout élément de ce
groupe est d’ordre 1, 2, ou 4. Donc 'exposant de G vaut 4.

(b) Sl existe = tel que G = {e,z,x2,--- , 2™ 1}, lordre de x est n donc r(G) =
card(G).
Réciproquement, si 7(G) = card(G) = n, soit x € G d’ordre n. Alors < z >
est un sous-groupe de G & n éléments puisque tous les 2® sont distincts pour
0<i<mn,et quez™ =e. Donc G =<z >.

Exercice 7. Soit n > 2. Soit m € Z/nZ.

Déterminer l'ordre de m dans (Z/nZ,+).

Quels sont tous les ordres possibles ?

Pour chaque ordre r, trouver un élément 7 d’ordre r.



Pour déterminer cet ordre, on cherche tous les entiers k > 1 tels que k.m = 0. (on regarde
Iéquation z
Onakm=m+...+m=km.

Et km = 0 si et seulement si n divise km.

=e)

Comme n et m sont fixés, on a n | km si et seulement si k est un multiple de m.
Ainsi, par minimalité de I'ordre d’un élément, on en déduit que ord(m) = ———%—-.
pged(n,m)

On remarque que les ordres des éléments de Z/nZ divisent n.

Réciproquement, pour tout d divisant n, on pose m = %
n

Alors, pged(n,m) = 4, et donc ord(m) = 7 = d.
d

Les ordres des éléments de Z/nZ sont exactement tous les diviseurs de n.




