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FEuiLLE DE TD N° 9
Anneauz, déterminants
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B Pour commencer . . .

Exercice 1.
Pour chaque anneau A, donner son groupe des inversibles A*, et résoudre (si
'on peut) Péquation a? = 14.

1. Z,Q,R,C

2. K[X]

3. M,(K)

4. F(E,C), pour E un ensemble.
5. Q2] = {a+bv2, a,b € Q}

Dans quelle famille d’anneaux ’équivalence "a? = 14 ssi @ = £147 est-elle
forcément vraie 7

Exercice 2.
e Donner le groupe des inversibles de 'anneau Z/20Z. Quel est son cardinal ?

e Donner un isomorphisme de groupes ¢ entre (Z/27Z x Z/4Z, +) et (Z/20Z, x).

On ne demande pas de vérifier que ¢ est bien un isomorphisme de groupes.

2im

Exercice 3. On pose j :=e€ 5 . et Z[j] := {a + jb € C/(a,b) € Z*}.
1. Montrer que 1+ j +j2 =0

2. Est-ce que (Z[j], 4+, X) est un anneau ? Dire pourquoi.

3. Soit z € Z[j].
Montrer que z € Z[j]* < |z| =1

4. Soit z = a + jb € Z[j].
Montrer que z € Z[j]* = (a,b) € {—1,0,1}2

5. En déduire 'ensemble Z[j]*.

W Un peu de Géométrie . . .

Exercice 4. Soit A € O2(R). Montrer qu'il existe 6 € R tel que
cosf —sind cosf  sind
A= (sin@ cos ) ou A= (sin@ — Cos 9> ’

Exercice 5.

1. Déterminant de Vandermonde : Soient a, b, ¢ € K, montrer (avec des
opérations sur les lignes ou colonnes) que

1 a a?
1 b | =(a—b)(b—c)(c—a).
1 ¢ ¢

2. En déduire une formule factorisée pour

b+c c+a a+b
B2+ 2+a® a®+b?.
b3+03 03+a3 a3+b3

Exercice 6.
1. Soient a, b, c € R, on pose a + b+ ¢ = 2p.

(a) Montrer que cosb — cosa cosc = 2sinp sin(p — b) — sina sinc =
—2sin(p — ¢) sin(p — a) + sina sinc.
(b) Montrer que
1  cosc cosb

cosc 1 cosa|=4sinp sin(p — a) sin(p — b) sin(p — ¢).
cosb cosa 1



